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APPLICATION DES FONCTIONS DE GREEN A L'ETUDE DU SPECTRE DU HAMILTONIEN

Nous avons, dans les chapitre précédents, développé le for-
malisme de Feynman. Ceci nous a amené tout naturellement a 1'étude de
1a fonction de Green de l'équation de Schrddinger et a celle de sa trans-
formée de Fourier, le propagateur.

Nous avons ainsi fait connaissance avec certains objets ma-
thématiques, d'une utilisation trés courante en physique théorique mo=-
derne et qui se révélent trés importants pour 1'étude d'un grand nombre
de problémes,

Nous allons, dans cette partie du cours, passer en revue un
certain nombre de ces problémes afin de nous familiariser un peu plus
avec ces objets mathématiques; ces problémes permettent par ailleurs
d'introduire des notions tr@s importantes qui nous serviront constamment
par la suite. .

Le thdme général de notre étude sera la recherche des valeurs
propres et des états propres d'un hamiltonien g‘fa constitué d'une partie
2@ dont le spectre est supposé connu, et d'une perturbation V. Cela pour-
ra etre le cas d'un systéme libre placé dans un potentiel extérieur ou de .
deux systémes couplés par une interaction. Nous nous attacherons, en outre,

& donner une image physique des états propres de FHo en étudiant comment
ils peuvent s'obternir, dans une approche temporelle, a4 partir de ceux de
%, |

Le spectre de 67& présentera en -général deux parties : un spec-

tre continu et un spectre discret. Cette division sera respectée dans le

plan de cette &tude qui sera le suivant :

ooo/ooo
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1°) Etude des états stationnaires de collisions (états propres

du spectre continu) : _
Nous étudierons tout d'abord, de facon mathématique , les états

propres du spectre continu (non normés) satisfaisant 4 certaines conditions
aux limites, Ceci nous conduira i 1'équation intégrale de la diffusion, ou

équation de Lippmann-Schvinger.,

_ Nous donnerons ensuite une image physique et temporelle de ces
états, ce qui nous conduira & la matrice S et & la théorie des collisions,

Nous terminerons par quelques méthodes d'approximation.,

2°) Etude des états 1iés (états propres du spectre discret) :

Nous verrons l'utilité de la résolvante pour 1l'étude des états
1liés du hamiltonien Eﬁ% , ce qui nous donnera une nouvelle théorie des per-

turbations stationnaires.
3°) Etude des états instables :

Nous aborderons enfin le probléme des états instables qui, dans
une certaine mesure, est intermédiaire entre celui des états liés et celui

des états de collision. Nous donnerons, & partir de la résolvante une théo-

rie de la durée de vie.

'../‘ll
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I - ETATS STATIONNAIRES DE COLLISION

A, Introduction,

1°) Description du systéme

- Le systdme que nous étudierons sera celui d'une particule

dans un potentiel V (r). Son hamiltonien s'écrira donc
>
H=T+V (r)

T représente le hamiltonien d'énergie cinétique €pgal & P2/2m;

Vv (¥) un potentiel décroissant avec la distance plus vite que =,

. r
non nécessairement central. |7
- Nous pouvons ramener au probléme précédent, celui de deux

particules A et B en interaction. Le hamiltonien s'écrit alors

PA2 PB2
H = + + V (A, B)
2mA Y

Le systéme présente l'inveriance de translation et l'impulsion totale du
mouvement est donc constante,
Nous pouvons séparer le mouvement du centre de masse, rectili-

gne et uniforme, du mouvement relatif dont le hamiltonien s'écrit

H=T+ YV
avec T = —EE—Y
2m n, m
A B ~ A
m = ——— (masse réduite)
m, +
AT "B
en posant : z ?
3. Mg ¥p =1y B
mpy * My
> -»> >
r=1r, =-r

.../...




Les particules A et B peuvent de plus gtre doufes de degrés
de livberté interne (spin).

- On pourrait envisager le cas plus complexe oi A et B sont
eux-mémes des états 1iés de plusieurs particules, par exemple ces atomes.,

Le hamiltonien reiatif s%crirait alors
= +h +h +V
7 T8 * A T B Vip

o Ty représente 1'énergie cinétique relative, hA et hB les énergies in-
ternes des atomes A et B, V,, ltinteraction.

Un tel cas pourrait conduire & des collisions inélastiques
(o les atomes A et B voient leur énergie interne modifiée) ou & des col-
lisions de réarranpgement (ol la composition de A et B peut €tre 2lle-méme
modifiée).

Nous n'étudierons pas ces cas plus complexes pour ne pas
alourdir trop l'exposé. En fait, les méthodes que nous allons étudier
s'appliquent parfaitement & ces problémes. '

Nous ne souldverons pas non plus au début les difficultés
1ides 3 1'indiscernabilité des particules et nous considérerons les colli-
sions entre deux particules différentes.

2°) Le spectre de T et de H

a) Spectre de T :

C'est un spectre continu de O & 1'infini que 1'on peut écrire

ﬁ2 k-2
E; = 2m1 . A chaque valeur de E. sont associés les états propres
> : ) . L.
| o > (avec | k; | = kj) qui dans la représentation ¥ s'écrivent
1 > >
i k..r (%)

> 1 ,3/2 8
< > = | ————

r | °§i (=" e o

Nous omettrons parfois dans la suite le facteur de normalisation
1 )3/2

(e

2n




- 92 -

Le systéme | >, lorsqu’on a spécifié éventuellement les
i
états de spin des deux particules My et U, constitue un systéme complet
de fonctions propres. (De fagon rigoureuse, il faudrait écrire
-’
| ki’ uA’ UB

ou méme | o, >, tant qu'il n'y aura pas d'ambiguité.).

>, Pour simplifier, nous écrirons les états propres | o >
i

Nous ne souldverons pas ici les difficultés liées au spectre
continu (les fonctions d'onde représentant | ¢, > ne sont pas de carré
sommable et seuls les paquets d'onde ont un sens physique).

b) Spectre de H :

Nous al%ons2voir qu'd chaque état propre | ¢i > de T, de va=-
e k.
leur propre E; = 2m1 , on peut associer au moins deux &tats propres

| wit > du hamiltonien H, de méme valeur propre E..

Le spectre de H comprend donc au moins une partie continue qui
va de zéro & 1'infini.

On sait d'autre part que si V est attractif, il y a en plus un
spectre discret de valeurs négatives, les états correspondants étant les

états 1iés : le spectre de H présente donc en général l'aspect suivant :

0 oo

S
¥ 7

. t - 3
Notons que les | wi >, qul constituent ce qu'on appellera

les "&tats stationnaires de collision", ne forment donc certainement pas
en général un systéme complet, car ils ne représentent pas la partie

discréte du spectre.

eoeloos




- 93 =

3°) Plan_suivi

- Nous allons tout d'abord, de fagon purement mathématique, re-
chercher les états propres de H ayant un comportement asymptotique donné,
que nous appellerons | wi+ > et | wi- > (états stationnaires de collision).
Pour cela, nous utiliserons les fonctions de Green. Nous serons conduits
& 1'équation intégrale de la diffusion (§ B).

- Nous ierrons ensuite 3 quoi correspondent physiquement les
états mathématiques ainsi introduits. Nous verrons notamment que si on

établit adiabatiquement la perturbation V et si on appelle U 1'opérateur

d'évolution correspondant & cet établissement adiabatique, alors

| v.% > = lim U(o,t) | o, >
i o i
t * = o
(o]
| .7 > = 1im U (o, t) | ¢ >
1 to >+ o * o 1

ce qui justifiera les définitions d'onde entrente et d'onde sortante don-
P ~ + - -
nées & | y;° > et & | v;™ >
- Nous serons alors amenés d étudier la quantité S = 1lim U (tl, t2)
t. * - ®
2

: £y >+
(matrice S). 1

- Nous verrons enfin 1'utilité des états stationnaires de collision

pour le calcul des sections efficaces de collision.

B. Approche mathématique.

1°) Probléme mathématique

- Les états propres du spectre continu de H, sont donnés par

1'équation de Schrddinger indépendante du temps :

.0./0'!
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2
W -EwBrvHeB=rvH (€50

M2 k2

2m
2
VR =dou )

Posons E =

(1) devient alors
(2) | =a+U@ | v (F=xy

. t .
Nous cherchons les solutions de (2) v (¥) qui lorsque | r | tend vers
1'infini ont- pour forme asymptotique - .
> 1 .
ir oz +1 k1 r
i >

A, (r) = e +f, (K., 6, ¢)

(avec k; = | % |5r=1]71])

i
ce qui signifie que l'on a, lorsque | r | tend vers 1l'infini :
z >y 1
(3) wK' (r) - Ai (r) =0 (*;*)
i
Nous appellerons ces solutions ondes stationnaires de collisions entrantes
et sortantes,
Le fait qu'il existe des solutions asymptotiques de cette for-

i - -> e 3 . -
me pour un potentiel U (r) quelconque n'est pas &vident. Nous pouvons ici

. - . . . >
établir une condition nécessaire de son existence : il faut que U (r) dé-

croisse plus vite que 1/r. s s ik r
1 ki r e 1
En effet, aussi bien e que ————er— sont solutions de

1'8quation "non perturbée" (A + kie) f =0,

.l‘/‘l.
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Il en résulte que
- 2. > r > ~ 2 >
[ + x5 - T A, (F) - lpk»i (¥)] =[6 + x5 - U(r)] A,(r)

e P EIT
= =U(r) A, (r) + —5— £, (k;, 8, ¢)

Or Afz(ii' 9, ¢) décroit en l/r2 lorsque r - @, quel que soit
f*(ﬁi, 6, ¢) (d*aprés la forme du laplacien en coordonnées sphériques) .
On en déduit donc (& moins que U (¥) décroisse plus vite que l/r3) que

. . s 2 - > t >
la partie p_x;lnilpgle de [A + kI -U ()] [At(r) - wl-zi (r)] est
- U (;) ol kj r°
Or, d'aprds la définition (3), la partie principale de

4 . . .
A (;) - WE_ (;) est en l/ra avec o > 1, La partie principale de
b
2 > "4 L e . z « a a
[A +ki-U (r):] [A:(r) il 1 (r)] doit donc épgalement &tre en 1/r
1

(& cause du terme en k?, les termes en A et U (;) conduisent a des

ordres supérieurs).
P . > - . o
I1 est donc nécessaire que U (r) décroisse en 1/r  avec

o > 1 . Nous imposerons cette condition & U (¥) dans la suite de cette

(%)

étude,

. t .
Nous montrons par le méme raisonnement que Y (r), s'il
: i

existe, est solution de (2) avec k = k; et représente donc un état pro-
pre H d'énergie (Hz kie)/Qmo

2°) Fonction de Creen de A + kig

. - ‘ . 4 t
Pour déterminer, si elles existent, les fonctions ¢p, (;),
3

solutions de (2), admettant Az(;) pour forme asymptotique, la méthode

de choix est celle des fonctions de Green.

L ] . « .
(%) Nous excluons donc le cas du potentiel coulombien en 1l/r. On sailt
dans ce cas traiter le probléme rigoureusement (cf. Messiah, "Méca~
ique Quantique, t. I, page 357).




(k)

(6)

(1)

T1 suffit en effet d'écrire l'équation 2) formellement

sous la forme inhomogéne :
(4 + k%) v (F) =U () y ()

. > >
et de considérer U (r) ¢ (r) comme une "source".
Nous sommes donc amenés i chercher la fonction de Green

-+ >, oz T2 e e " ty 3 "
GE (r = r') de 1 opérateur A + ki verifiant les "bonnes conditions
i
aux limites pour r - =,
P 3 PR R > >
L'8quation vérifiée par G (r = r') est
i
(8 + k) G, (F=%') =5 (F=-%")
‘ i

Nous ne préciserons pas & ce niveau la forme des condi-

tions aux limites sur G, Nous nous contenterons de choisir a priori parmi

les solutions deux fonctions G, et G_ et nous vérifierons qu'elles condui-
sent bien, par résolution de (4), aux fonctions wﬁx (%),
i
Pour résoudre (5), nous allons, selon une méthode qui nous

est maintenant habituelle,utiliser la transformée de Fourier :

Posons
> 1,3 > ix (F = 7') .3
G, F-F= 5% [ (D e X

.
La transformée de Fourier de (3) conduit & :
2 2 >
- A . G =
(= %" +%.%) G (X) =1

L'équation (7) est anaiogue & 1'équation (27) de la page
TO. Sa solution générale s'écrit {(cf page T1) :
G—r(;=--—l—--{g)l——]lT-_i-Aé(x-ki)-@[t-:'—]:———;]'*)\'a(X*‘k-)}
i il -k X kg o
Envisageons a priori les solutions
A= =im 'j A = +inm
AV = 4w et ( At =

!

i
e
=

Y
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Elles donnent

r L, . 1 1 1
G (x) = 1im = [ r— - ._R]
ki' el » o, 2ki X =~ k; g 1€ X + K. ¥ 1le

= lim
2 2 4 o:
' - - . '
e' » 0I ki X 21kle

Soit, en faisant le changement de variable ¢ = 2kie' :

L
(8) 6. (X) = 1im —
1 € +> Q+ ki - X * e

i . t 3 - - -
Ce sont les deux fonctions Gf (;) que nous allons cholslr a priori pour
1

notre probléme : elles correspondent aux contours d'intégration des figu~

res a) et b),

oS N\
- kl + ki - kl + kl
+ ’ -
(a) s C'gi (x) (v) Gi;i (x)

Nous constatons que C-:t ne sont fonctions que de x2 et

P t 2
nous allons les écrire G (x%).

. : . . oo s
Pour obtenir Gp (r - ¥'), il suffit d'utiliser la for-
i

. . > =+
mule (6) : en passant en coordonnées cylindriques avec r - r' pour axe po-

. -+ ng ] ’ .
laire et en posant | r - r' | = p, {6) devient

"c/ucc
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o n .
GK (; ~ ;') = 1 f an x2 dx Gt(x2) [ elxpcose sin6 40
. 3

i (en)” ‘o o

et aprés intégration sur 6 :_

. . .
> (r=7') = 1 1 xdx (elxp - e 1XP) Gt(xz)
k. ip 2
i v (2n) o
1 A ixp .t 2
= . > I xdx e xp G (X )
(2m) -
[+ -
1
- :in - 2 J xax e — 2
(ow) - k- x % ie

Pour calculer cette intégrale par la méthode des résidus, il faut fermer

le contour d'intégration par un demi-grand cercle dans le plan des x tel

. L o
que | etXP | = e'-'Jm XP tende vers zéro. Il faut donc fermer le contour

dans le demi-plan supérieur

N\
' - A -
5 %
i
et on a
£ ‘ . 1xXp
G}-E (;-;')=2inx_}-—— 12Résidu[ 2xe2+ ]
i 1p (2n) k;" - X - 1ig
Soit finalement . > >
+1 k. r -r!
(9) Gt (FoF)=oio & | |
T T TR TR R

k3
G sont donc les solutions & onde sortante (ou entrante),

YATY
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Reprenons maﬁntenant 1'équation (L) et traitons le cecond

membre U (¥) ¢ (¥) comme une source o (})

Nous savons que Gk (r - r ') permet de construire les so-

. i
Jutions

i

(20) v (¥) f 6" (F-F) 0 (7)) &
1

[af G-tvany @ d
1

L'équation (10) est une équation intégrale qui remplace

1'équation (L) : ¥ (r) satisfaisant (10), satisfait nécessairement (W),

Mais on peut ajouter & v (?) une solution de 1 eguatlon

membre" (4 + k-2) ¢ (¥) = 0, par exemple e1 kl'r

"sans second

L'équation intégrale (10) devient alors

k.
1

I1 est facile de s'assurer que toute solution de 1'équation

(11) w6>=ékvr+jm G- u @) e (B1) a3

intégrale (11) satisfait épalement & 1'@quation (%),
Nous edmettrons sans discussion que si le potentiel U (r),

qui décroft plus vite que 1/r est suffisamment reguller, 1'équation in-

tégrale (11) admet une solution pour ug (r = ') et une solution pour

1

- . .
(r - ;'). Nous montrons par la suite que ces solutions admettent

G,
X

A J}) pour forme asynptotique. Nous avons donc ramené le probléme que

nous nous étions posé & la solution de 1'équation intégrale :
d -> {
b 4 .
(12) v (F) = &' kior | th (¥ = *') U (F') ¢+ (F*) a3 7
i / i ks

qui porte le nom d'€quation intégrale de 1la diffusion.

Oon/oon
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Montrons en effet que les solutions wif (¥) (dont nous
admettons l'existence) ont le bon comportement asymp%otique.

L'intéprale de (12) convergeant, il existe nécessairement
une valeur de | ¥ | telle que la contribution & 1'intégrale des valeurs
de »' telles que | *' | > | T | soit négligeable : en d'autres termes,
on peut toujours prendre ] r | suffisamment grand pour que | ;'I soit
trés petit devant | 7 |.

>
r' ou encore,

On peut alors développer | r-1'|=r-

en appelant % le vecteur unitaire dans la direction 6, ¢ de T

I—;"_{"|=r-go;'o

On développe alors @

%% _1 e 1
Gﬁ (r - x')~ b r xe

. 5> >
;l ki nor'

et (12) conduit

~
a
. > >
1k;r

Yy

1 et kj r

= Thn T

: > >

+ 1 . o ] - t
P> (;) noe e * ki ner’ (r*) v (?') FER
L'intégrale au second membre n'est plus qu'une fonction de k; et de 3,

clest-d-dire de 8 et ¢ et on peut l'écrire :

7i ki B.E' L > oy .3
] LRy () gt B B3

£,(K, 0, ¢) = = 44— J e .
EI . T kl
et (13), compte tenu de (1), nous donne bien le comportement asymptotique
cherché,
Les solutions de 1%équation intégrale (12) sont donc bien
les ondes stationnaires de diffusion cherchées et les fonctions de Green
choisies a priori &taient bien celles qui correspondaient au probléme

étudié. De plus, la formule (1L4) nous donne le calcul explicite, connaissant

O../OC.
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1'état stationnaire de collision, de la fonction f (Ki’ 6, ¢), qui comme
nous le verrons joue un role essentiel dans le calcul des sections effi-
(#)
caces .
I1 nous reste maintenant, comme nous 1'avons fait dans les
chapitres précédents, & nous affranchir de la représentation r et & don-
ner wne forme intrinsdque & 1'équation intégrale (12).

4°) Lien entre les fonctions de Green G:(; - ) et le

propagateur de T

Rappelons que le propagsteur avancé ou retardé de T s'éerit

()
. 1 L 1
f? t(Ei) - eliéo E, =T = ie sliﬁO ﬁ2k.2 .
+ ¢ e - T I de
on

lLa relation (6) peut s'écrire

A ’ 1 3 i-';' 1 _i+;l 3 -
(15) G‘ﬁ (r-r')= lim (—é-r) Jex 5 5 e @ X a’ x

i e >0, K7 - x t e

Appelons | —)E > les états propres de T de valeur propre
2 .2
B

Sm représentant une onde plane de vecteur d‘'onde ;.

(Q)Nous pouvons montrer que 1'intépgrale (14) est toujours convergente a
1'infini si U(Y) déeroit plus vite que 1/%. En effet nous pouvons majorer
¢kf(F') par un nombre M et U(¥') par 1/r'® (o > 1) R
f; En intégrant d'abord sur les angles polaires de r' par rapport
i n, il vient M sin ki 1! '
£l < ——*[-————-i——— r'2 ar' qui converge puisque & + 1 > 2.
ki I"a+l ————

- e eus . e . . o
( )La définition que nous donnons icCl du propagateur différe 4d'un terme
en if de celle du chapitre V de la premidre partie.
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Nous avons les relations

> 1 \3/2 ix T
- = (e X r
<r l X 7= ( 2m ) © > >
. 4 1
< ; ‘;i > = ( ;-." )3/2 e 1X r

Compte tenu de ces relations et du fait que l'ensemble des | ; > est

complet, (15) peut s'écrire :

2
t,> 'ﬁ . f > > 1 > - 3> 3_).
G @ =K 2 | Fbal gl oKl e
1 . € O+ 1
2
=.H lim <ri—————}-+-s—|r'>
2m T = 1€
e >0
+
Soit
‘ 2
t > >0 _ R > >
(16) Gﬁi (r=r1')=—F—<r | g%t (E;) | r¢ >

Remarque
Ce résultat peut 8tre obtenu trés simplement par ailleurs : l'équation

.. t P .
(5) vérifiée par G (¥ = 7') est la transformée de Fourier par rapport

su temps de 1'équation vérifiée par la fonction de Green de la particule
libre (équ. 13-a, p. 6U4) (& un coefficient en U prés). D'autre part les
conditions aux limites adoptées sur les "y ransformées de Fourier totales"

(par rapport au temps et & l'espace) sont les ‘mémes pour GK (r - ¥') et
i

pour les fonctions de Green retardécs et avancées de la particule libre
(comparer les formules (20) p. 6T et (8) de ce chapitre qui sont identi-
ques & des changements de variable évidents prés : la "variable d*énergie"

Hw est remplacée par ks 2 ot 1a "variable d'impulsion" k par x). On en dé-

duit que Gg (r - r ') eut 1a transformée de Fourier par rapport au temps

de la fonctlon de Green retardée ou avancée de la particule libre (4 un

coefficient en Y prés). Or nous savons (cf page 81) que la fonction de

ooo/ooo




Green de la particule libre est 1l'E&lément de matrice entre < ¥ | et | o>

P . - > > - gl 2
de 1l'opérateur fonction de Greeno Gﬁ (r = r') est donc 1'élément de ma-
. i
. + - ‘ P
trice entre < r l et | 7 > de la transformée de Fourier (par rapport au
temps évidemment) de 1'opérateur fonetion de Creen, c'est-fi-dire du propa-
gateur avancé ou retardé (au coefficient M2/2m prés). C'est ce qu'exprime
1a formule (16) ci-dessus.

5°) Equation de Lippmann~-Schwinger

Compte tenu de (16), 1'équation intéprale de la diffusion (12)
. o o t ? - .
peut s'écrire en considérant ip () comme la foncticn d'onde du vecteur
i
- . nd
I 4 > dans la représentation | r > et en notant que
CE VI =8 (F ) V(EY) s
Fyp > = <Flep > + 7| ¥z (E-)|r'><r']V|r“><r“|¢4t> a3 ¥ a3
k. K. 41 1 X.
i i ¥ i
ce qui représente la projection sur | T > de 1'équation entre vecteurs
d'états :
A ———
(17) | w.’> =| 9, >+ —eee |y, >

(17) représente L°'équation de Lippmann~Schwinger de la diffusion.

On peut lui associer 1'équation conjuguée entre bras :

1

|
Ei"TziE

(18) <Yy | =<y | + < witl v

dens laquelle il faut remarquer le changement de signe devant ie .
Nous pouvons donner & l°équation (17) une autre forme, non

intégrale, Partons de la relation eénérale entre opérateurs :

1 1 .1 1
A -~ "B B(E"A)A

..0/0"0
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et posons A=E. - T# ie
B=Ei-HiiE

Nous avons alors B = A = -V et

1 1 _ 1 (=) 1
Ei-T«'-'-'ie El—}Iiie E. = H # 1¢ E. = T & i¢
Soit

1 _ 1 [1 v 1 ]

-7 * ig - H % - 7. = T * 1
E1 TZX 184 El H 1€ F1 T + 1€
d'ou

1 1 l:
— Y = V-V \'

- + - + . 5
E1 T i€ El H 1€ E1 T 1€

a'ou
1 t 1 3 1 t
(19) Ei-TEievl"’i >'Ei-H§ieVD"’i"‘Ei-TEieV'“’i >:]
Or le terme entre crochets dans le membre de droite n'est autre que
| ¢, > (a'aprés (17) ).

(17) et (19) entrainent donc

+ 1
(20) 19 ’““’i’*ii—:—?‘fz"“"i’
Remarque :

Nous avons donc remplacé l'&quation intégrale (17) par 1l'équation (20),

qui n'est plus intégrale. Cependant la difficulté est reportée sur le cal-

cul des &léments de matrice < r | iru—~%—¢—zg | r' > du propapgateur
;- H T

1 . .
F -1 E ic du Hamiltonien H.

0.0/0..




- 105 =

Nous savons d‘ailleurs (grice & la remarque du 4°) qui se trans-
pose sans difficulté) que cet &lément Ge matrice représente une des fonctions

de Creen solution de l'équation 3

> >

B+l -v ] @ F-T)=8-7")

Nous pouvons obtenir, & partir de 1'équation (17), un dévelompe=~

ment en série de 1l'état stationnaire de collision :

t 1 1 1
(21) | vy 7 F E+ E.-Tiie V+_E-wT T 1e VE.-Tiie v ] | 4 >

Ce développement constitue le développement de Born de 1tétat stationnaire

de collision, Il nous permetirs d'obtenir le développement a4 différents
ordres de la section efficace différentielle de diffusion.

6°) Propriétés mathématiques des états stationnaires. de collision

- Etats propres de H
+

Nous savons déjd que les états stationnaires de COlllSéon | v, >
et | wi > sont états propres de H avec: la valeur propre E % 2m‘ .
- Orthonormalisation

Calculons le prodult scalaire <y, 1 w

En prenant pour < w * | 1a forme (20) et pour | ¢ > la forme

.( 17 ), il vient :

<wj*lwi+>=<¢j|¢i>+<¢jl-§i——_—%—-;—;; vt
*‘¢51|V’E‘;‘.’.‘}IT-'TE|‘“1+>
= o "Ei-'EJl-*fiE AR
+Ej-éi-i£<¢jlv“pi+
=< 45 | 0 > = & (k5 - K;)e

0.0/000
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On montre une formule identique pour < \pJ | q;i- > ., On a donc ¢
‘ + . > >
(22) < ¥y | wi >=§ (kj - k;)
- - -> >
L'ensemble des | wi+ > et l'ensemble des | \pi" > , pris séparément

forment donc deux ensembles orthonormés.

Nous admettrons que si on ajoute & chacun de ces ensembles
les vecteurs propres I lji > du spectre discret de H, on obtient un systé-
me orthonormé complet (11 est évident que les | wB > et les I w s COr=
respondant’ a des valeurs propres différentes de H sont orthogonau.x)

On a donc les relations

+ + . L

(24) J | W, > <uy | i g | wg > <vg | =1

(25) I | ¢i“ > < wi' | dai + g | wB > < ¢B | =1
Calculons enfin le produit scalaire < ipj" | tp; >,

Nous avons ¢

R A N KRR N s = AL i
1 +
N S
veoy |V E, - H ¥ 1c v >

1 + 1
Ei—Ej+1€ Ej-l'.oi"'le

> > +
§ (k; - kj) * <45 | v ] >

- Matrice R. Matrice S.

Posons < ¢. | V | q;i+ > = Ry et considérons Rji comme 1'€1é-
ment de matrice entre < ¢j | et ! ¢; > d'une matrice R, dite mstrice de
réaction

26 Loo= < ¢, . = . .+
(26) Rog = <45 | R &5 > =< ¢ L v ] e

soo/ooc
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- + g -*2]:8
<p.” | T > =68 (k; - ki) + Ry
J 1 1 Ji £2 + (Ei - E.)2
or 2ie
e +0 ¢ + (Ei - Ej)

Finalement :

(27) <y § (k; - kj) - 2im Ry; 6 (E; - Ej)

<
v
i

Remarque :

Si E, # Ej’ | wj- > et | wi+ > sont vecteurs propres de H correspondsnt
& des valeurs propres différentes. I1 est donc normal que la relation
(27 donne alors

< wj- l ¢i+ > = 0,

Par définition, nous appellerons élément de matrice entre

< ¢j | et |¢i > de la matrice S de collision < wj' I ¢i+ > , et nous
avons donc la relation :

-> > .
(28): sji = § (ki - kj) - 2iT Rji s (Ei - Ej)

.O./..l
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C - Approche vhysique

Nous avons, dans le § B, trouvé des états propres de H
ayant & 1'infini un comportement asymptotique en onde plane + onde sor-
tante ou entrante. MNous avons obtenu pour ces états une équation intégra-
le et un développement en série ainsi que certaines propriétés d'orthogo-
nalité et de fermeture. Il nous reste maintenant a dégager la significa=-
tion physique des états | wi+ > et | wi- >,

Nous allons montrer que | ¢J+ > est 1'état que lfon obtient
3 1'instant t = O en étant parti de 1'état libre | 4. > 3 1'instant
t = -« » : le couplage V transforme 1'état libre initial | ¢ > en I w
De méme rnous allons montrer que | wj- > est 1'état 4 1'1 nstant t = O, qui
sous l'effet de V deviendra l'état | ¢j > 8 1'instant t = + o (d'ailleurs
| w > et | w * 5 se déduisent 1'un de l'autre par renversement du temps,
si l'on fait abstractlon des spins).

Ces propriétés justifieront le nom d'état stationnaire
sortant ou entrant donné & | wj+ > et & | wj- >, |

Remarqye importante :

| w > sont des &états propres du hamiltonien H. Ils sont donc staticnnai-

res et n'évoluent pas au cours du temps. En toute rlgueur, les propriétés

que nous venons d'énoncer sur les liens entre | w > et l ¢J > sont done
inexactes : 1l'état | ¢j > qui n'est pas un état propre de H ne pourra p8s
évoluer 3 1'instant t = O vers 1'état | ¢j+ > et de méme 1'état propre
| ¢ > ne pourra pas &voluer & l'instant t = + @ vers 1'état | ¢. >,
Cependant nous allons voir que les propriétés que nous avors enoncees

sont des propriétés limites, valables sous certaines conditions qu'il va

falloir préciser. Nous allons en considérer trois :
1°) Evolution du syst@me sous l'effet d'un branchement, ou
d'une coupure, adiabatique du couplage V.

2°) Evolution d'un état initial introduit progressivement .

oao/vua
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3°) Evolution d'un paquet d'onde formé avec les états sta-

tionnaires de collision.

1°) Branchement (ou coupure) adiabatique de la perturbation

.

E

-
)

!

i

|
V

Supposons que la perturbation V stationnaire est remplacée

par une perturbation dépendant du temps

- = It
Ve (avee € trds petit).

’

Cela revient 3 considérer que la perturbation V a été branchée sur. un in-
tervalle de temps de lfordre de }/e dans le passé et qu'elle est coupée
dans le futur avec la méme constante de temps (cf figure). Lorsque € = O,
le branchement ou la coupure deviennent de plus en plus longs et la pertur-
bation est pratiquement égale 4 V sur un trés grand intervalle de temps au-
tour de £ = O : nous avons un branchement (ou une coupure) adiabatique de
la perturbation,

Envisageons maintenant un instant t trés lointain dans le
passé et antérieur & 1'établissement de la perturbation (c'est-d-dire tel

|t| >>

). Considérons qu'd cet instant, 1'état initial est constitué per
€. . :
une onde libre de vecteur d'onde K. iE: t
i i
l ‘Pi(t) > = |¢i(t) > = I ¢i > e

l'instant t,=,0. Le

. - s-_.grt.l_
hamiltonien total du systéme est éHb(t) =T+ V(t)

. + .
nous pouvons développer sa fonction de Green avancée, JRLC en fonction de

s

Cherchons & déterminer 1'état du systéme | wi(o) >

T+ Ve et

uoo/eoc
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la fonction de Creen avancée JRZO* de T,
On obtient alors le développement diagrammatique :

0 0]
* x * A
; \ /
\ \ Qt'
= ] + \ + \
l & A
| / ébt
}
| / /
| / £’
7 o & :

qui permet d'écrire :

(29) | v;(0) > =}ﬁe+ (0,8) | ¢, (t) >
= R (0, t) | oy (%) >

1 + ' ' i i '
+'i"ﬁ"f K, (0,81) Vit ) FT(er,t) | ey (t) > at
+ (%7)2 [ W, (0,81) V(&) LAICURS v(t")féo*(t",t)l o, (£)> at'ae"”

+ es s GO

avec ’ T (t' - tll)
i T ————

(30) %o"' (tl’ t") =@ K 6 (t' - ‘l'.")

Evaluons les termes successifs du développement (29) :

ler terme : | ¢; > étant un état propre de T, on a évidemment

Jk%+ (0, t) | ¢ (t) > = | ¢ (0) > = | $; 2 (avec les conventions

de phase choisies).

ooo/ocu
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se terme : Le 2e terme peut s*écrire en tenant compte de (30) et de la

relation o i ijt'
' t—1
| ¢;(t") > =e ey >
1 JO iTt! et
e K e B V| ¢ (£7) > at’
I & i
. o (Ei -.T+1€) ti
_ 1 1h 1
== e \ i ¢. > dt
iy : i
Comme -t >> —%— , nous pouvons remplacer la borne inférieure par - «
1
et nous obtenons Ei — T T i \' | ¢i >
3e terme : Il s'écrit
—— . [ a1
L2 (0 (t iTE?  et? - 12&2_3__2_1 et" - l%lf_
(TK) J at°’ J it"e ¥ e K Ve ek Ve | ¢; >
t t .
Soit, en faisant le changement de variable 't =t -0
’t"”t"""t'

bjz) f atf I at" e 1 Ve 1K T v, >

i 1
t t

Comme -t >> > nous pouvons encore remplacer la borne inférieure par = «,

et nous obtenons

1 v 1
Ei-T+218 Li-T+l€

\ I ¢i >

etCooo
La loi de formation des termes successifs devient évidente : avec les
changements de variable ' = 1!

T" = t" - tl

T8 = g1y o gV

etCQo.o /
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On obtient les termes _
1 1l 1

Ei-‘f"'niev‘.‘.. Ei-T+2IE:" in-T+i€ vl¢i>

Lorsque € » O, ,chaque terme de la série ainsi obtenue tend vers le terme

correspondant du développement de Born de f wi+
+ + ' + +
| vy "'I"i’*ﬁ (Ei)v]¢i>+ld€{ (Ei)v? (B;) V | ¢;>
+l..ll

Si 1'on suppose que les deux développements sont uniformément convergents,

on en déduit

“1im o K T (0, ) | 4. (8) >

€ 1
€+0+ !
t 9+ =

[t]>> /e
On montrerait de mé€me que
Un SO (0, 0) | 45(8) > = | 47>

e »> 0,
t >+

; t >> %/e :
L'état }6 * (0, t) | ¢5(t) > est l'éta.t 1'instant t = O qui a &vol &

partir d'un état 1n1t1al d'onde libre établi & un instant antérieur au

i
<
\'%

branchement adiabatique de la perturbation, : _f
. La relatlon (31) signifie don¢ qu'a la limite ou le branchement

| dev1ent de plus en plps lent (¢ -+ 0) et ol l'1nstant 1n1t1al, tout en étant

antérieur & l'etabllssement de la perturbation, tend vers - «, l'onde libre
évolue vers l'état statlonnalre de collision d‘onde sortante. De méme 1la

relation (32) 51gn1f1e qu'd la limite ou la coupure dev1ent de/ plus en plus
lente;(e + 0) et ol l'1nstant final, tout en &tant posterleur/L la dispari-

tion de la perturbation, tend vers + ©, 1'état stationnaire dé collision

. d'onde entrante évolue vers l'onde libre, Nous avons aln51 donne une pre-

miére 1nterpretatlon phy51que des états | w >, i 5 P !
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2°) Introduction progressive de 1l'état initial

Revenons au couplage stationnaire V.
Introduisons & un instant t < O un &tat d'onde libre
| ¢; (t) >. A 1'instant t = 0, cet état est devenu

iHt (4 - Ej)
(33) |w.(o)>=eT1¢(t)>=—f'7—“ | 0. >

1
| ¢ (O) > ne s'exprime pas simplement car | 1 > n 'est pas un état propre
. de H et la relation (33), développée sur les | w > , fait intervenir un
paquet complexe d'ondes de collision : on dit qufon a un régime transitoire
afi au fait que 1'etat introduit n'est pas un état propre du hamlltonlen.
Essayons d'échapper a cet inconvénient en envisageant un état introduit
de fagon progre551ve entre les instants = 1t et O 3 de fagon plus précise,
supposons qu‘’d l'instant t < 0, on introduise un état ¢ (t), & 1f'instant
t + € un &tat ¢ (t + €), etco et &tudions ce que devient cette superpo-

sition linéaire d'états, sous l'effet du hamiltonien H & l'1nstant t O.

Nous obtenons un état

o iHt
(38) | v; (0) >

J e? |o; (£) >at
-T .

f o i LEL;;Jgil t

e i I o5

£
T
=
T
-T
(1e facteur 1/t est un facteur de normallsatlon° Supposons en effet qu 'il
n'y ait pas de couplage et que H = T, Alors
f o _: . T
| »; (0) > = -%h- J et (B Ei) | ¢. > dt
-1
Env1sageons maintenant que l'instant 1 > - et introduisons alors un fac-

teur de convergence € et/% qui représente un effet d'amortissement des ondes

introduites dns un passé lointain, on obtient un état

|
|

eoelens
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o) 1Ht €
f ” | ¢, (£) > at

(35) | 9% (0) > = -

[ i)

(le facteur e/M est encore introduit pour des raisons de normalisation :

| ¢; >

supposons en effet que H = T, Alors, on montre que I w (0) > l ¢l .
(35) s'int&gre alors immédiatement

ie

ﬁi-1{+is)l¢i
L [E.-H+ie-(E.-H)]|¢.>
1 p R 1

>

| ‘l’l(E) (o) >

Ei"H"'le

1
. —————————

(H - Ei) | $; 2

et finalement, puisque (H - E) | ¢i¢> =V | by >

(e) _ 1
| g7 (0) > = | ?i ’*“""“"Ei-ui“’rg

Ce qui n'est autre que la définition (20 ) de | wi+ >, D'ou

(36) limite | ‘%) (0) > =] v.* >
i i
e+ 0
Nous avons ainsi fourni une deuxiéme image phy81que de | w :
| w > est 1'état obtenu & 1'instant t = 0 & la limite ol 1l'on a introduit

de fagon progressive des états d'onde 11bre I ¢ > depuis l'instant t = - =

avec un amortlssement‘tendant vers z&ro.
iy |
; :
[ |
I

| o |
' /

|
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3°) Evolution d'un paguet d'ondes

Lerme préliminaire.

Soit f(x) une fonction suffisamment régulidre de x (continue,

intégrale, différentiable) et soient g, (t) les deux fonctions de t définies

par et e-ixt
(37) g, (¢) = 1lim J_mf(X) P dx

=S
€ 0+

Cherchons la limite de g, (t) lorsque t -+ t =,
Remarque :

11 est évident que de la fagon dmt nous avons posé le probléme, la limite
e » 0, doit étre prise avant la limite t + ¢ o,
Posons f(x) = £(0) + f(x) - £{0)

Nous avons

(38) g, (t) = lim
e+ 0,

x * ie x % 1€

J*w £(x) = £{0) - _-ixt

-1xt
dx + £(0) 1im Jg—r——dx

La premidre intégrale tend vers zéro lorsque t > * «,

f{x) - £(0)

—Te n'a pas de singularité (pour x = O, elle tend vers

En effet
£9(x) lorsque € + 0). Lintégrale sur x du produit de cette fonction régu-
lidre par l'exponentielle oscillante e *** gont 1a période en x, %, tend vers
zéro lorsque t + * =, tend elle-méme vers zéro lorsque t + * =, Si f(x) est
f(x) - £(0)
X t 1€
ordre, et on peut dire de fagon plus précise que le contrlbutlon de la premle-

une courbe en "cloche" de largeur Ax, la largeur de est du méme

re intégrale de (38) devient négligeable dés que la période T—T-dev1ent petite

devant Ax, c'est-d-dire d€s que | t | >> ix o
Quant & la seconde intégrale oo e-ixt
£(0) lim0 J_w =% ic ax
€ +

nous la calculons, selon une méthode habituelle, par les résidus en fermant

le contour vers le bas si t > O et vers le haut si t < O.

..0/...
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Finalement, on trouve

g, (t) = -2inf(0) 6(t) lim et
+ 0
= -2inf(0) e(t)é -
g (t) = 2inf(0) 8(-t) 1lim et
- e+ 0,

= 2inf(0) 6(-t)

Ces résultats sont indépendants de l t | et on a donc :

(39-2) | lim

t > -
(39-b) lim

t -+ +
(39~-c) lim

t > =
(39-4) lim

t + to

+oo —1xt
lim J f(X) ;—:-TE =0
e + 0 -0
+
1lim " = -27if(0)
ge~>0
* e ~ixt
lim J £(x) — dx = 2wif(0)
X = 1€
e +0 =00
+
1" =o

Rappelons que la limite ¢ + O est prise avant la limite | t| » » , cette

dernidre signifiant simplement que | t | >>

f(x)o

1
Ax ?

Ax étant la largeur de -

a) Définition et propriétés du paguet d'ondes llbres :

libres

Considérons, dans une situation ou V est nul, un paquet d'ondes

| o(t) > formé par une superposition linéaire d'ondes planes | °i >

(qui seront ici normées & 1'unité) :

(ko)

et (Bt | 4. 5 a1
1

| o(t) > = ;

La sommation Jci di résume une sommation sur le module kj et sur la

direction 9j du vecteur d'onde de | 5 > :

f
J e i = | o (kg 8) ki2 a ky d 94

C (xj, 93) est une fonction régulidére de ki et de Q; que nous supposerons

de plus

trés concentrée autour des valeurs moyennes ki et Qi‘

ooo/cou
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Nous avons ainsi défini un paquet d'ondes libres | o(t) >,
dont 1'évolution au cours du temps, en l'absence de V, est parfaitement
connue (équation L40). '

Ce paquet d'onde posséde une dlrectlon moyenne O une vites-

se moyenne - % "J" et une énerpie moyenne —ﬁ—-=-3=— Ces resultats sont clas-

siques, Pour trouver la région de l'espace ol se trouve concentré le pa-
quet d'ondes & 1l'instant t, i1 faut passer en représentation T et appliquer
1a méthode de la phase stationnaire (cf Messish, page 43). -

Nous supposons que la phase de C (kj, Q;) est telle qu'a
1'instant t = O, le paquet | ¢(t) > se trouve autour de r = 0, dans la
région ou sera appiiqué v (¥).

Nous allons rappeler quelques résultats classiques relatifs
aux dimensions et & 1'étalement de ce paquet d'ondes.:

- les dimensions longitudinales et transversales du paquet d'ondes sont

d'autant plus grandes que la largeur de la fonction C (kj, Qi) autour de
Q; et ki est plus petite. Nous ferons 1'hypothése que les dispersions en
direction et en énergie AR et Ak seront suffisamment petites pour que les
dimensions du paquet d'ondes soient trés grandes devant la portée r, du

potentiel :

Ax
&« — —— — 7
v
| 3 LA
- I%t
1 : ! i
|
|
=

|

ooo/'oo
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- Etalement du paquet d'ondes : la longueur du paquet d'ondes, Ax, est
de l'ordre de 1/Ak. Le temps de passapge du paquet d'ondes en un point

_ M _ m U % k Ak
est At = -3 WkAk  4E ° =)

(AE étant la dispersion en énergie

ce qui n'est autre que l'expression de la quatriéme relation d'incertitude
temps~énergie.

Pendant le temps 1, le paquet d'ondes subit un étalement (4l a

=

k)° Cet étalement est égal a

la dispersion des vitesses Av = -

. Cet étalement peut €tre considéré comme négligeable tant
qu'il est tr@s petit devant la longueur Ax du paquet d‘ondes, c'est-d-dire

tant que >
"t (Ak)
m

<< 1,

Nous ferons l'hypothése que pendant le temps mis par le paquet d'ondes

pour passer en un point (At = ﬁ—ﬁFKF), il subit un étalement négligeable,
clest-d-dire que l'on a : '
’ 2
B At Lak)” << 1 soit CL S 1,
m k

En résumé, nous envisapgeons donc un paquet d'ondes libres | e(t) > , qui

passe sur la région ol r&gnera 1‘interaction, suffisamment bien défini en
énergie et en direction pour que ses dimensions soient grandes devant la

portée effective de 1'interaction V et pour que son €talement soit négli-
geable durant son passage dans la région de cette portée effective.

+
b) Paquet d'onde formé avec les | y; >

. s, - . <~ . . -»>
Considérons maintenant une situation ou l'interaction V (r)
existe et envisageons le paquet d'ondes formé avec les états de collision:

+ . - " .
| v;° > (ou les états | v;7>),avec les mémes coefficients C (ki, Qi) que

" ceux que nous avons définis pour le paquet d‘ondes libres. A chaque paquet
d'ondeslibres | #{t) > vérifiant les conditions du § a), nous associons

b4
ainsi deux "paquets de collision" | ¥ (t) > définis par

00./0..
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E.t
. 1
-] ——
(L1) | ¥'(t) > = J c; e T Y

dont 1'évolution aucours du temps est parfaitement connue (et donnée par
(41)) puisque les I w.t > sont des états propres du hamiltonien global
H= T + V avec la valeur propre E .

Nous avons ainsi créé deux paquets d'ondes I W (t) > parti-
culidrement bien adaptés au probléme de la collision. Il nous reste & voir
le lien qui existe ertre ces paquets d'ondes et le paquet d'ondes libres
'| ¢(t) > auquel ils correspondent. Reisonnons tout d'abord sur | v (t) >,

¢) Lien entre | ¥ ) > et | olt) >.
Remplacons dens (41) | ¢i+ > par 1'expression (17) de 1'équa-

tion de Lippmann-Schwinger. On obtient : E.t

: -1
+ - C s K 1 +
l\l’(t)>—|d>(t)>+ lim Idicie mV|¢i>
e >0, 1
Soit, en utilisant la relation de fermeture J d; | ¢j > < ¢j | = 1.
' - (Ei-Ej) t
+ _ i . ( e .
(k2) | ¥ (£) > = | et) > + im JJ 485 ¢ F AT AR HOR
| -i Eﬁt +
en posant | | ¢j(t) >=e | ¢j >
Ry =<5 | V Iy * (selon la définition 26) -

ji

En détaillant les intégrations, (42) s'écrit :

(43) | vh(t) > = | elt) > = ff aq, dk; ka | ogs (8) >

. (B - Ej)t
-1 ;
% |
x lim J k12 d 2 = =T Te J daq, C(ki, Qi) R(k. Q: .k, Qi)
e >0, A B : 3 J
Nous avons posé Rji =‘R (kj Q3 L ;).

oo-/--o
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Pour simplifier cette relation, nous devons faire appel aux hypotheéses
de a) et b) : le coefficient C (ki’ Qu) nfest important qufau voisinage
immédiat de Q (sur une étendue AQ), Or R (k. Q. 3 Ry Qi) varie peu en

J
Q; sur AQ : a l‘approx1mat10n de Born, R (k Q.5 ko Q. ) est égal

J
a < j | v | ¢; > , transformée de Fourier du ponentlel Vv (¥) & la valeur
X
J
1

- Ki’ ﬁs étant fixé, R (xj Q3 ko Qi) varie donc notablement dans
espace des ﬁi sur des intervalles de l*ordre de l/ro, r, étant la portée

J
]
effective du potentiel V (f). Or au § a), nous avons justement choisi AQ
suffisamment petit pour que l'intervalle de variation correspondant pour
ﬁi soit t;és petit devant 1/ro. I1 en résulte donc que R (kj Qj; ky Qi)
varie peu en Q. sur 1'intervalle AR, largeur de la fonction C (ki, Qi)° On

peut donc écrire la derniére intégration de (43) :

f
Idn C(k,Q)R(k sz 3 ky Q)-*R\k Qj;kiizi)JinC(ki, Qi)
Pgsons alors

ks R(kj Qj; k; Q_i,) I de, C(ki, Qi) F (ki, kj, Qj).

La relation (43) nous conduit donc & calculer
i (Ei - Ej) t

£ O+ 1)
. | . *e k2
c'est-d-dire, en effectuant le changement de variables E, = _—?SfL—— 2
; (Ei - E.)t
= "
B(t,k.Q.) = 1lim [ —5— F(E; ,k,9;) s d E.
Jdd e>0, ' U 379 E. - Ej + ie *

En supposant que F (E ’ kJ Q]) est une fonction suffisamment régulidre
de E;, on peut calculer B (t, kJ, Q.) & 1%aide du lemme résumé dans les

relations (39-a) et (39-b) et on a donc :

soe/eae
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(L6~a) lim B (t, k., Q.) =0
t 9 = J J
. 271 m
L6-b 1 B (t, k., .) = « =5S—=—- F (E., k., Q.
(U6-p) | 1im B (%, X;0 2) v (E5, K5, 95)

_ o1i m | .
= k. R (ki nj, kj .Szi_) J aq; C(kj, Qi)

Mz d ¢
el

Remarquons également que la limite | ¢ | + o signifie simplement que 7

est beaucoup plus grand que l'inverse de la largeur en Ei de F (Ei’ kj’ Qj),
qui d'aprés la relation de définition (4k4) n'est autre que la dispersion en

énergie AE du coefficient C (ki’ Qi). On peut donc remplacer la limite

!
AE
le temps de passage du paquet d'ondes libres correspondant en un point (ou

, c'est-d-dire | t | grand devant

| t | » = par la condition | t | >>

ce qui revient au méme dans la région de portée du potentiel),

En résumé, (L43) compte tenu des relations (46) nous conduit aux

relations
(47-8) t - RAGEREERGE
(b << - )
AE - | r Bt
(47=b) t >+ | ¥h ) >~ ]@(t)>+Jd.A.|¢.>e'1
” J J d

avec les définitions :
. 2

- . = dk. k. dq.
&hTIC) [ dJ f! Jd J QJ

21im
. = . .) T = =———— k. R(k. Q.3 k. Q. Q. . ).
AJ A(kJ, QJ) 2 kJ (kJ 53 kJ _1) qul C(kJ, 91)

Pour le paquet d'ondes | ¥~ (t) > une démonstration analogue peut &tre faite.
Elle conduit notamment au- résultat '

(48) it >+ ' | ¥7(t) >~ | e (t) >

(¢t >> ﬁE.) f

.../..l
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d) Conclusion et interrrétation rhysique.

Nous venons donc de montrer que le paquet d'ondes [W+(t) >,

formé & l1l'aide des &tats stationnaires de collision, se trouve dans le

xF ) pratiquement confondu avec le

paquet d’ondes libres | ¢ (t) > construit 4 l'aide des mémes coefficients.

passé lointain (en fait si t << =

De méme le paquet d'ondes | ¥™(t) > , dans le futur lointain

(en fait si t >> ) sera pratiquement confondu avec le paquet d'ondes

libres | o(t) > cof'?espondanto
| De tels résultats sont extrémement importants en ce qui concerne

la théorie des collisions : dans une expérience de collision, on prépare
en effet les particules incidentes, dans un passé lointain, loin de la
cible, dans une région oli le potentiel V n'existe pas.

L'état initial correspond donc & un paquet d'ondes libres
| ®(t) > constitué & 1'aide des | ¢; > o Mais les | ¢, > n'étant pas des
€tats propres de H, 1'évolution d'un tel paquet d'ondes pendant et aprds
la collision n'est pas facile & calculer, L'intérét des états stationnai-
res de collision apparait ici : nous venons en effet de mont;er que dans
le passé lointain (c'est-d-dire longtemps avant la collision), il revient
au méme de déveliopper le paquet d'ondes suivant les états libres ] ¢ ou
les &tats stationnaires de collision I ¢ « On peut donc prendre pour
état initial de la collision un &tat | V¥ (t) >, au lléﬁ5J #(t) > . Les
| wi >.etant, eux, des états propres de H, 1'évolution de ] 4 (t) > est
connue et conduit pour le futur lointain (c'est-d-dire longtemps aprds la
collision) & la formule (47=b). Cette formule, qui décrit donc 1'état,
aprés collision d'un paquet d°ondes libres incident, est trés importante
car c'est elle qui va nous permettre de calculer les sections efficaces
de collision,

Nous pouvons déja, & ce stade, remarquer qu'elle représente le
paquet d'cndes libres incident auquel s'ajoute un paquet d'ondes libres,
diffusé dans toutes les directions de l'espace, mais dont le module du

vecteur d'onde est centré autour de la valeur k; du paquet incident

cve/ooo
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(en raison du terme C (k » O ) de la relation (47-c) ce qui n'est autre

que l'expression de la conservatlon de 1'énergie au cours de la colli-

sion élastique.

.Enfin, si on veut avoir une représentation spatio-temporelle
de la collision, il faut passer en représentation r et appliquer la mé~
thode de la phase stationnaire pour déterminer la répartition 4 chaque

instant du paquet d'ondes. On obtient alors 1'image représentée par les

figures suivantes (cf Messiah, p. 316 et suivantes).
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Nous avons ainsi &tabli un nouveau lien physique entre les
états stationnaires de collision | wi+ > et les états libres | %; >, par
1'intermédiaire des paquets d'ondes. C'est cette derniére propriété des
| wi+ > qui a le plus de signification physique car nous venons de montrer
qu'elle est liée de fagon évidente & la description méme de 1l'expérience
physique. Elle va nous permettre €galement l'éclairer sous un jour nouveau
" 'approche adisbatique" ou celle de l'introduction progressive de 1l'état
"initial" faites aux § 1°) et 2°) :

e) Lien avec les 2 autres approches physiques (§ C-1 et C-2)

Plus la fonction de répartition C (ki, Qi) est étroite autour
des valeurs moyennes ki et Qi, plus le paquet d'ondes | $(0) > est proche
de 1'état stationnaire | ¢£_; et plus le paguet d'ondes | v*(0)>est proche
de 1'état stationnaire de diffusion | wi+ >, | 45 > et | wi+ > sont les
paquets d'ondes & 1'instant t = O & la limite ol on a remplacé C (ki’ Qi)
par une fonction de Dirac au point ITRUT Mais tant que C (ki’ Qi) posséde

une certaine dispersion AE en énergie, on a vu qu'il existe un temps

t << - )zE , tel que le "paquet de collision" qui est trés p;oche de 1'état
stationnaire de collision & 1'instant t = 0, se réduise & ce temps au "pa-
quet libre", qui est lui trés proche de 1'état libre | o5 > o

Dans les deux autres approches physiques que nous avons données,
le fait d'établir la perturbation sur un intervalle de temps }#/e ou d'in-
troduire progressivement 1'état initial sur un intervalle de temps W/e
fait que 1'état obtenu 4 l'instant t = O n'est pas (pour e # 0) un état
propre de H, Il existe sur son énergie une incertitude, qui provient de sa
préparation méme de l'ordre de €. On peut encore dire, qu'avant de faire
tendre € + O, 1'4tat obtenu & 1l'instant t = O, | wi+ >e qui obéit & 1l'équa-

tion (cf page 11L4)

| ws0) > = | 4 >+ —=

i Ei - H + 1€ v ' ¢:'L >

coe/veo
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est une superposition d'états stationnaires | wi+ > avec une dispersion
de l'ordre de c. | ¢i+ > représente donc en quelque sorte un "paquet
d'ondes" de largeur en énergie e, auquel nous pouvons appliquer les ré-

sultats précédents .

En d'autres termes, le fait d'introduire progressivement la
perturbétion (ou 1'état initial) sur un temps de l'ordre de H/e est une
fagon commode de -simuler un paquet d'ondes de dispersion en énergie € (%)
I1 est de plus beaucoup plus aisé de travailler avec des &tats du type
| ¢i+ > qu'avec des paquets d'ondes. C'est 1ld tout 1'intérét de la
théorie formelle des collisions qui est basée sur l'emploi systématique
des états Iwi+ > e

I1 faut cependant prendre une précaution essentielle : le

paramdtre e, qui & été introduit dans tous les calculs a, ainsi que nous

venons de le voir, une signification physique trés simple et fondamentale :

il représente 1'incertitude sur l'énergie dans 1l'expérience physique réelle :

cette incertitude existe toujours. Tous les calculs mathématiques conduisant

aux grandeurs physiques devront donc &tre faits avec un € fini différent de

zéro. Ce n'est qu'd la fin des calculs qu'on pourra faire tendre e vers zéro.
Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien la limite existe et elle

représente la grandeur physique cherchée dans le cas ol la définition en

or e e mn G S Gwe e e MAN M e e e e MR e e Gme G e e Wen Sm— e SR Gmm MR e e W SR Sam G e SR e

(+) On peut encore dire qu'il revient au mérme de''taire passer" le paquet
d'ondes pendant un temps W/AE devant la perturbation (ce qui correspond
a4 l'expérience physicue réelle) ou, par exemple, de brancher la pertur-
bation sur une onde plane libre pendant le réme temps (§ C-1).
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' énergie de 1'expérience était trés bonne; ou bien la limite n'existe pas
ou est absurde : cela signifie alors que le résultat physique dépend cru-
cialement de la forme du paquet d'ondes et la théorie formelle des colli-
sions ne peut s‘appliquer : i1 faut raisonner sur les paquets d'ondes.

En d'autres termes, tant que le résultat physique est indépendant de la
forme du paquet d'ondes incident, la théorie formelle des collisions
s'applique et permet de résoudre les problémes de fagon élégante. Nous
allons d'ailleurs en voir un exemple en appliquant toute 1'étude précé-~

dente & la théorie des collisions.,

D - Application de 1'étude précédente : Théorie des collisions

1°) Définition de la section efficace différentielle de diffusion

a) Probabilité de transition :

Soit P (Q t) dQ la probabilité de trouver & l'instant t le
vecteur d'onde de la partlcule dans l'angle solide (Q QJ + dn ).

Soit W (QJ t) la dérivée g‘t P (szj, t).

La quantité dﬂ at w (Q t) représente la probabilité pour

qu'entre les instants t et t + dt la particule ait été diffusée dans
1'angle solide (Q QJ + dQ ).
Si W (Q , t) est 1nderendant du temps, on définit alors W (Q )

comme la probablllte de transition par uwnité de temps.

Enfin, si k # K. 19 vecteur d'onde de la nartlcule incidente, il

est évident que P (QJ - co) = 0,
P (Q , + @) dQJ représente la probabilité totale pour qu'aprés
la collision la particule ait été diffusée dans l'angle solide (QJ, QJ+dQ )

et on a la relation o0
P(Qj:'*'“’): [ W(Qja t) at

-l

oo-/ooo
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b) Flux des particules libres ¢

Supposons maintenant que V = 0 et que la particule est

toujours libre.

" Appelons J (¥, t) le flux & 'l'instant t, au point r de la

particule libre et prenons le point r & 1'intérieur de la zone, d'exten~

sion r ol régne le potentiel V. Le flux J (;, t) ne varie d'ailleurs pas
d'un point 4 l'autre de cette zone si, comme nous en avons fait 1'hypo-

thése, la larpeur du paquet d'ondes est grande devant Toe

Soit p (; t) la densité de probabilité de présence de la

partlcule libre en ¥ 4 1° instant t. On a alors >
K ki
(rb t) P (I‘, t)v*p (I‘, t) m N

Soit o une surface située en r et perpendiculaire a4 la vitesse initisle
de la particule libre : la probabilité totale pour que la particulé'

libre soit passée & travers o est
o I J (r, t) dt.

c¢) Définition de la section efficace différentielle de diffusion :

La section efficace différentielle de diffusion pour
l'angle solide Qj est une surface o (Qj) définie de la fagon suivante :

La probabilité globale pour que, sous l'effet de V, la parti-
cule soit diffusée dans l'angle solide (Qj' Qj + dﬂj) est égale & de fois
la probabilité globale pour que la particul passe & travers la surface
g (Q ) si elle restalt toujours libre, (o (Q ) est. perpnndlculalre a la
v1tesse de la particule incidente et située en un point T ol régne le

potentiel V),

coo/-c«
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Par définition, on a donec

400
+ . .
Q.) dQ. J t) dt = 4. P (Q., + =
o (2;) an, L (%, +) P (2, + =)
+¢°.
So?t P (Qi’ + =) f_m W (nj, t) at
o (Q.) = < =
J) s (+e -
J(r,t) at J J (r,t) dt

Vis=-8-vis de la diffusion dans la direction Qj’ tout se passe donc comme
si le potentiel V €tait remplacé par la surface o (Qj), perpendiculaire
& la vitesse de la particule libre incidente : toute particule libre pas-
sant & travers ¢ (Qj) est diffusée dans la direction Qj’ d'ol le nom de
section efficace de diffusion donné & o (Qj).
‘ '"" La définition (49) présente une trés grande importance car elle.
est indépendante de la forme du paquet d'ondes si celui-ci est suffisam-
ment large (c'est ce que nous démontrons plus loin). La notion de section
efficace présente ainsi un trés grand intérét physique et elle correspond
bien & ce que mesure l'expérimentateur.

Nous n'avons jusqu'ici étudié que la diffusion dfune seule parti-

cule par un seul centre diffuseur. Les problémes réels sont plus compliqués

du fait des interactions possibles entre les particuies incidentes et de
la diffusion multiple due au grand nombre de particules de ‘la cible, Mais
nous n'étudierons paé ces problémes.

Notons enfin que l'on obtient la section efficace totale en som-

mant sur les angles/sblides la section efficace différentielle de diffusion

o (9) 4n /

‘
!

Qtotal = j(h“)

Pour effectuer le calcul de la section efficace différentielle

de diffusion, nous allons utiliser deux méthodes : P
; ; . { i “' ‘ i

veelune
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a) La méthode des paquets d‘ondes, la plus physique, qui nous permettra

d'interpréter de fagon physique simple les conditions mathématiques qui
rendent la section efficace indépendante de la forme du paquet d'ondes.,

b) La théorie formelle des collisions, beaucoup plus simple, mais présen-

tant des points délicats qu'il nous faudra discuter.

2°) Calcul de la section efficace par la méthode des paquets

d'ondes

a) Plan _du_calcul s

A l1tinstant t = - « , nous envisageons le paquet d'ondes 1li-
bres | #(t) >, qui est équivalent au paquet | v (t) >,
A l'instant t = + o , le paquet d'ondes est représenté par la \
P (

formule (47-b). Nous calculerons tout d'abord la probabilité Qi’ + ®) de

pour que la particule ait alors sa direction comprise dans 1l'angle solide
L, L +d4dQ).
( NI J)

Nous calculerons ensuite le flux du paquet d'ondes libres inci-

dent en un point ou régne le potentiel V (r), & 1'instant t, puis nous inté-
grerons le flux de - « & + « dans le temps. ‘
Nous calculerons enfin la section efficace en appliquent la re-

lation (49),

b) Calcul de P 1Qj,~i_g) :
Nous ne ferons le calcul de lua section efficace que pour une di-
rection Qj nettement différente de Qi de fagon que dans le calcul de
P (Qj, + =), seul le 2e terme de la relation (47-b) intervienne : physiquement,
cela revient & placer le détecteur dazns une direction différente de la direction
incidente, de fagon a4 éviter qu'il ne détecte le paquet d'ondes non diffusé.
veci - D'aprds (47~b), la probabilité de trouver & t = + ia ' direction du
Vd'onde entre Qj et Qj + dﬂj et sa longueur entre kj et kj + dkj est

2. 2
k., 9.) |7 k.© ak. 49..
| J? J) | J J

oc-/ooo
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On obtient P (Qj’ + ®») en sommant sur kj :

= 2. 2
L | Ak, 250 |7k, axg

P (szj, + o)

by (kj' Qj) est donné par la relation (47-c).
Dans cette relation, kj R (kj Qj; kj gi) varie notablement sur des inter-
valles en kj de l'ordre de l/ro (rO : portée du potentiel), c'est-d-dire
varie trés peu sur l'intervalle de variation de C (kj’ Qi)’ la longueur
du paquet d'ondes &tant trés grande devant roe |

On peut donc remplacer, dans la formule (51) le terme

3 R (k., Q.3 k Q.) qui figure dans l'expression de A (kJ, Q.) par

) :

Compte tenu de cette remarque et de (47-c), (51) devient :

‘°|
e

hTr 2 2 , 2
P(QJ.,+ ®) = “"'11—”‘ ky IR (k; QJ k. Q.) | ka dk II g, c(kj,ni)l

=2
Toujours en raison de la variation rapide de C (kJ Q. ) autour de k. ;o o0

peut maintenant remplacer dans (52) k12 [ ka dkj ” ae, ¢ (k., Q. TI par

4 2 ‘ .

(52) devient alogs 3

_ Lrem : 2 2 2
P (Qj, + ©) = |R (ii_ Q.3 k_l Qi)| . Idkil, f ae; k7 ¢ (kg Q)]
+0

-0

.ooo/ooo




"= 131 -

. > ~ .
~ Nous devons calculer le flux en un point r ou régne le potentiel, du

paquet d'ondes libres. Ce flux J (?, t) est égal & Voo (¥, t) =

. ki > 2
=ﬁ—;l""'l o(r, t) l
On a donc

o, ¥ ki R
(54) [, I (¥, 1) at = —= [ | ¢ (¥, t)]% at

-0 200

- Le paquet d'ondes libres | ¢ > est composé d'ondes plenes ¢y, dont

les directions sont lépérement dispersées. autour de la directién 2 qu'on
prendra pour axe "0z, Cefte dispersion des directions est responsagiés des :
dimensions transversales finies du paquet d'ondes. Elle ne se fait sentir |
que sur les bords latéraux du paquet d'ondes. Au centre du paquet, notam-

ment dans la région ou régne le potentiel V, la fonction d'cnde est la

méme que si on remplagait'chaque onde plane (ki’ Qi) par l'onde. plane du

vecteur d'onde ki dirigé suivant Oz. Cette approximation n'est valable que

si la région ou régne le potentiel peut €tre considérée comme "au centre"

- du paquet d'ondes, donc si les dimensions transversales du paquet d'ondes

sont grandes devant la portée du potentiel. On peut alors remplacer le pa-

quet d'ondes libres : E.t
| —%—
> - 1 2 1 ki.r
¢ (r, t) = (2n)3/2 JJ k;© dk; 4o, C (ki, Qi) e e
par le paquet & une dimension E;t
. I
_ 1 \3/2 ixgz [, 2 1’
® (z, t) = (%) f dk; e [J ks ‘in C (x5, 0;) e .
_ 2
Posons Y (ki) [ k. dq; C (ki’ Qi)
On & alors oy . O
i S
1kjz 2m

(55) ¢ (z,t) = (—%;)3/2 f k. y (k.) el

1 1
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Dans (55), nous pouvons écrire aprés un calcul &lémentaire :

. .2 :
- l.!_.}il__t -i R (k~-k.)2t -i X k. ki t i 2
2m = e 2m "1 1 e m 1 o 20 k;™ t

Dans (54), 1'intégration de ~ = & + » s'effectuera en pratique sur un

intervalle de temps de l'ordre du passage du paquet d'ondes au point §,
qui est At = 7FEZF_ (cf page118).

Pendant cet intervalle de temps, la phase de la premi€re expo-
nentielle du second membre de (56) varie d'un terme de 1'ordre

oo & m _ 1 Ak
om WkAK 2 Tk

Or nous avons fait 1'hypothése que

<<l (étalement négligeable

Ak
k
du paquet d'ondes), La phase de la premiére exponentielle varie donc trés
peu autour de zéro et on peut remplacer e "%ﬁ- (kg -~Ei)2 t per 1.

La troisiéme exponentielle est un facteur de phase indépendant de
la variable k; et qui disparaitra quand on formera | ¢(z, t)[2.

Finalement, on peut &crire

- b{-—k. 2
J (¥, %) =7 (2, ) = —— | o(z, t)|°
. ‘ "
K ki w ki (2 = == ki t)
_ 71,3 -1 1 —
= (=) —= jo dk. v (#i) e m

Posons. 2 = A ki t =u

J (z, t) devient J (z, u) avec

" kj .
_ /1 43 et 3 * i(k; - k3) u
J (z, u) = (E?) ~;r-JI dk, dk'j Y (ki)y (kj) e J |
. +e m [+
et enfin J_ J (z, t) at = 7 k J~“ J (z, u) du

UJ

i (ki =kj) u

-;—“- “rjd_k k, duy(k)y(k)

ceeleus
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L'intégration sur u donne 2w G(ki - kj)

=00
et finalement J J (z, t) at = Loy (ki){2
00 hn=
i _ 1 - 2 ] 2.

De (L49), (53) et (57), on deduit
(58) (2.) = (2n)" 5 ( 0112
5 o QJ.)---——T---- | R (kg 2, ks .zi)l

4 L
—_— ——— A——

Nous dvons ainsi obtenu, comme annoncé, une section efficace de

diffusion lndependantc de la forme du pacuet d'ondes, le terme dépendant de

cette forme | k e, € (ki, Qi) s'étant éliminé dans le quotient des relations
(53) et (57) 11 est & noter que la probabilité P (Qj, + ) et le flux

400
J J (;, t) dt n'étaient pas, quant & eux, indépendants de cette forme

00

Ie calcul que nous venons de feire est ripgoureux moyennant les
conditions imposées au paquet d'ondes (longueur et largeur suffisantes).
Si ces conditions n'étaient pas satisfaites, il n'aurait pas &t€ possible de
définir une section efficace indépendente de la Torme du paguet d'ondes.

La relation (58) nous montre l'importance de la matrice Rj' de
réaction qui, & elle seule, permetl ‘de calculer les sections eff"caceso
Notons enfin que la formule (58) se différencie par un facteur (2n) des for-
mules de certains auteurs qui utilisent au lieu d'ondes planes "normées" &

1 )3/2 ikir
an
ikir

|2

1'unité, (—=— , comme nous l'avons fait, des ondes planes non

R 6 .
"normées" e . Le facteur (27)° se retrouve alors dans lfélément de

matrice | R.
Jji

-oa/olo
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3°) Calcul de o par la théorie formelle des collisions

a) Introcduction : Les calculs 3 1'aide des paquets d'ondes,

dont la signification physique est trés claire, sont longs et assez péni-
bles.

La théorie formelle des collisions consiste i travailler avec

des "quasi &tats de collision" | wi+ > qui vérifient 1l'équation de
Lippnann-Schwinger
+ 1 +
. = IR - .
| vi e | 4 7 B, - T+ 1e v Yi e

avec un pg;amétre ¢ petit mais non nul, ce qui permet de simuler un paquet
d'ondes. |

Les calculs sont alors beaucoup pius simples, mais comportent de
nombreux pidges. En rdgle générale, il faut garder & l'esprit le sens phy-
sique de ¢ qui représente la dispersion en énergie de la particule inciden-
te et ne faire tendre e vers zéro qu'a la fin des calculs;

Supposcns done qu'd 1l'instant t = 0, la particule ait été préparée
de telle manidre qu'elle se trouve dans 1l'état | ¢i+ > défini par la rela-
tion (59). | wi+ > n'est pas un état propre de H., C'est un état approché
ayant une dispersion & en énergie. Il évolue, aprds t = 0, sous l'effet du

hamiltonien H =T + V et & un instant.t, il devient
. Ht
P

| ¢i+‘(t) e T ¢ | Vi e

La probsbilité de trouver d l'instant t la particule dans l'état | ¢j >,
P.. (t) s'écrit :
ji
+ 2
Pog (8) = l<ay [ wg” (6] > |
Nous allons tout d'abord calculer la dérivée a 1'instant}t = 0 de cette

quentité, puis nous rattacherons cette dérivée 4 la section efficace.

ceslene
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d
b) Calcul de [ 3 Fii (tﬂ -

Fn dérivant la formule (60) par rapport au temps, on ocbtient :

I QL

d %

4 + I
at | Y3 () >o =g~ He

(62)

Compte tenu de (61) et (62), on a :
___d_ o d + Vs + -
[dt Pji(t)]f,:() - [:dt ) ¢j | Y () e ¢S Vi (t) | ¢j >Jt=0

-+ + + L+ -
[<. ¢j|H] b <V M’j > - < ¢J.| ;> < ys || 45 >

1
i

le terme entre crochets est épal & la différence de deux termes complexes

€ E

conjugués 1l'un de l'autre. On a donc
< >

d = 2 + + .
EEE— Pji(t)]f,:o = ¥ I J} ¢j[H| T N A | ¢j {l (63)

Rappelons que H = T + Ve

On a notamment

<oslrl vt ol cugt ey > = By L < g

(] ¢j > est en effet un état propre de T de valeur propre Ej).

+ -
OrEj |<¢,j l;pi ,>E|

Finalement, on peut donc, dans (63), remplacer H par V et on obtient

a 2 + +
6 [Eru®)] = R AS KA
Posons

+
(65) < ¢j I v l ‘J’i e T Rji

|xp.>

1 - €

(2]
“ qui est réel, a sa partie imaglnaire nulle.

(e)

D'autré part, pour calculer €< wi+ [ ¢j >, remplagons ] ¢i+ >€ par son

expression (59); on obtient alors

coc/oc'
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+ . . 1 +
. . = - + - . .
e< lP:L l ¢J > s (4 J) El Ej - 1€ e<w1 I v l ¢J >
. *
_ .. 1 (e)
=8 U-3) + g—fr e Ry
1 J

Compte tenu de (65) et (66), (6L4) devient :

d _ 2 € . s = (e) |2
E&T Pji(t)j]tzo T H E[m Rji 8 (i-3) + (E.-E.)2 b 2 | Rji | ]
175

d
» dat
t = 0. Cependant, on peut montrer, en calculant la dérivée seconde, que

d

dt
sidérer

Nous n'avons en toute rigueur calculé la dérivée Pji(t) qu'au point

P.. varie trés peu sur des temps inférieurs & H/e. On peut donc con-

L Pji comme une constante, wji’ donnée par la formule (GT7)
et représentant la probabilité de transition par unité de temps vers
1'état | b5 >

Comme nous l'avons déja fait, nous allons supposer que i # j,

! !

autrement dit que l'observation se fait dans une direction différente de

la direction incidente. On a alors, d'aprés (67),

2 € l R“(s) |2

W.. = 3 5

Ji i (E.-E.)2 + ¢
i3

Nous voyons que la probabilité de transition n'est appréciable
que si 1'énergie_Ej est égale & E; a4 € prés. Ceci rend compte de la con-

servation de 1'énergie, compte tenu de 1l'incertitude e sur 1'8tat initial.

Nous devons calculer en fait la probabilité de transition par
unité de temps W (Qj) de vers un état dont le vecteur d'onde kj pointe

dans 1l'angle solide (Qj’ Qj + de).

veolues
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Nous avons évidemment (en supposant que Rgi varie peu lorsque

kj varie eutour de ki)

an. | x.2 ax. W..
S B R A F

[3

= an, 2% | g, ()2 J k.2 ak, —= 2

(69) W (Qj) cmj

J ¥ Ji

avec le changement de variable

Kg k.2
Ej = —-551——, (69) devient

27 (e);2 m €
W () = e [R.. | —— [ k. dF,
. 2
dJ J1 Vi J I a I:E2+ (Ej_Ei)EJ

Si ¢ est suffisamment petit, 1'intégrale en Ej donne tout simplement ki
et on obtient

21 m k3

_ ()2
(70) i (szj)- 3 leji |

(avec k. = k. dans R?.)
J i Ji

c) Calcul de la section efficace :

I1 ne nous reste plus qu'd calculer le flux de 1l'onde plane N
- —).
incidente | ¢i >. En représentation | r > s < r | ¢i > = (~%;—)3/2 et Ki.r

. k;
et J=v,p= —Kaﬁl— | ¢i(r)|2 = MK ( ;n )3

Le flux est également indérendant du temps. En utilisant (49), il vient

alors

(€)|2

v (93) _ (om)¥ 2 | R
J Mh Ji

Ce n'est que maintenent que nous pouvons faire tendre (e) vers zéro.

(11) o, (9;) =

D'aprés (65), on a

(e) _
Ryt i< [ Vg >+ |y

..'/!C.
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Lorsqu'on fait tendre ¢ -+ O, les seules divergences pourraient provenir
1

du terme en -~

o a it Mais cet opérateur est entouré par les opéra-
i

teurs V et n'agit pas directement sur une fonction | ¢i >,

(e)

< ¢j [ v | wi+ > = Rji lorsque € + O, Lorsque € est suffisamment petit,

On peut ainsi montrer qu'en général, Rji converge réguliérement vers

Rji(e) est pratiquement égal 4 Rji et varie trés peu quand kj varie autour
de k., ce qui justifie l'hypothdse faite pour établir (69) et permet de

replacer Rji par R (ki’ Qj, ky Qi).
Finalement

lim o () =0 (2)
e >0 (> )h 5
avec o (Q) = —iﬂ—;ng——— |R (ki’ Qj; ks Qi)[2

Nous retrouvons ainsi l'expression (58).

d) Remarques diverses :

o) Ressemblance de la formule (6) avec la régle d'or de Fermi :

La formule (68), donnant la probabilité par unité de temps Wji
est ripoureuse. Cependant, si on remplace Rji par < ¢ | v | ¢; > = Vji
(approximation de Born), on obtient la relation approchée

2
W.. v S{E., - E. V..
J2 " ( 1 J) Jll

qui n'est autre que la rigle d'or de Fermi.

B) Difficultés de la théorie formelle des collisions :

lNous avons longuement insisté sur le fait qu'il fallait raisonner

+ . ° ~ . -
avec des états [ wi >e avec € finl non nul, de fagon 4 simuler un paquet

d'ondes physique de dispersion en énergie e, Si dans l'expression (61) :
I2

Poo(t) = [< g | w,* () >

J J
. . -~ -~ - -+ . PN
on avait falt tendre dés le début e vers zéro, [ wi (tﬁ_t>€aura1t cte rem-

placé & la limite par 1'état stationnaire | wi+ > et W et Pﬁi (t)

auralt été une constante indéprendante du temps. On aurait alors eu wji = 0,

eoefens
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De réme si dans i'expression (G3) de Hii :

, + g
I, < o5 | H | PSR v, | ¢, >

V.. ::._é_.
€ 1 J

Ji h
: : . S + | +
on avait fait tendre e vers z&ro, et remplace | by >, par | wi >,
fonction propre de H de valeur propre L. ,on aurait eu

W, = ——

B im

1~
A
-
<
[ =
v

On voit ainsi clairement qufen théorie formelle des collisions
il ne faut faire tendre ¢ - O quféd la fin des calculss Ceci ne résulte

[N

as d'un simple artifice mathématique, mais se trouve 1ié & la significa-
. H Bt St dminuniiuiut

tion physique méme de €.

Citons comme dernier exemple le cas oui, au iieu de traiter le

spectre continu, on a enfermé ia particule dens une boite de c6té L. On

est alors amené A la fin des calculs & faire tendre L » < et ¢ > O, Or, il
intervient dans le calculi des termes du type CL3 qui conduisent & une forme
indéterminée : c'est la nature physique de € qui permet de lever 1'indéter-
mination : € étant ila dispersion en énergie du "pseudo paquet d'endes", la
longueur de ce dernier est de 1’ordre de —%— v, Pour que les conditions aux
limites ne modifient pas le probidme, il faut évidemment que l'on ait L >> &
goit Le >> Wv., Il faut donc & la fin des calculs faire tendre cL3 > ®

y) Expression de la section efficace en fonction de l'amplitude de diffusion

f (ki, 0, ¢) 3

En posant dans la formule (1k), page 100, k. n = kj’ SN

devient une fonction de Ei et de Q. qui s'éerit

> o ' i i. =t -+ + > 3
() £, 00 = -2 [ TR T v @ g T G @ )
1 J o2 ks
Ly 1
2m , 3 hnem
== (2T Ry === Ry
Lo ﬁé
On peut donc dans (58) rempiacer R,. par - % by (+.s Q.). Soit finalement
% brn o
. - > »2
(73) (o (Qj) - l T (kig Qj)'

ccc/co-
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4°) Théoréme optique

Ftudions la quantité 5 W
J
Elle s‘écrit, d'aprds (63),

Ji

2 + +
W., = < Y. . . I b,
.Ijl sIJl T Im l:c wl [ ¢J > < ¢J [ H I vs >€]
2 + +
5 e . b .
% %n [e< wl || Yi >e]
(compte tenu de la relation de fermeture I | ¢j > < ¢j | = 1),

J
+

Or l'cpérateur H est hermitique et sa valewr moyenne dans 1'état | v >

est réelle, On a donc

(Th) L wji
d

La relation (74) exprime le fait que la somme des probabilités
de transition par unité de temps vers tous les &tats | ¢j > est nulle :
c'est une &quation de conservation de la probabilité de présence globale
de la particule : en effet, en intégrant (TL4) on arrive i 1'@quation

X Pji = ct® (indépendante du temps)
J
qui exprime le fait que la somme des probabilités pour que la particule

soit dans un état l ¢j > quelconque est constante,

La relation (T4), compte tenu de (67), conduit & :

=0

——;’——Im R, (&) +-—?-” k% aky a9, —5—Fs | R, |2
g e + (Bg-Es)” Y

£ .
se comporte comme une

Si € est suffisamment petit, i 5 >

distribution de Dirac. On a alors

2.1 g (), 2mki [ 4o | e, |2
¥ m il M3 J Jji
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ou, & la limite od ¢ »~ O_ :
¥ X,
2 1 \
I R.. + o{(Q.; 4, = 0O
¥ m i . (2“)3 m ( N

ce qui s'écrit encore, compte tenu de (50) 3

- 3 2m I
(75) Ogotar = = (217 3 T R4
. B ok
i
ou bien, compte tenu de (72) :
Y >
) : = T 1
(757) Y% otal ks Th T (Ki’ 0

La relation (75) (ou 75') porte le nom de relation de

Bohr-Peieris-Placzek et traduit le "Théor@me optique" : la section

efficace totale de diffusion est proportionnelle & la pertie imagi=
naire de 1'amplitude de diffusion vers 1l'avant.

Le théordme optique se présente comme une conséquence
de la conservaetion de la norme ou de la probabilité de présence de la
particule : physiquement, la probabilité de présence globale‘de la par-
ticule doit se conserver au cours de la collision. Pour qu'il apparaisse,
aprds collision, une probabilité de présence non nulle dans des directions

autres que la direction incidente, il faut donc qu'aprés la collision, la

probabilité de présence dans la direction incidente soit plus petite

qu'avant la collision. Ceci n'est possible que s'il existe une interfé-

rence destructrice entre l'onde transmise {qui est identique & 1l'onde

incidente) et 1l'onde diffusée vers 1l'avant, décrite a4 l'aide de
. 2

> : . e e

f (ki, 0), La quentité dont diminue la probabilité de présence dans la
direction incidente mesure 17 "absorption" sur le faisceau incident qui
est épale & la probabilité totale de diffusion dans toutes les autres

directions, liée & O otal® T1 est donc naturel qu'il existe une relation
e - ~ .
entre ototal et T (ki, 0). Ie théoréme optique montre de plus que clest

. . . a . . . heg .
la partie imapinaire. de l'amplitude de diffusion vers l'avant f (ki’ C) qui

ooe/woe
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décrit 1l'absorption sur le faisceau incident,

5°) Approximetion de Born

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que la quantité
essentielle pour le calcul des sections efficaces de collision est 1'é€lé-
ment de matrice Rji'

Or on a :

= + 2 . 1
Reg = < 05 L v]e, >=x< ¢; | v | ¢ >+ 1im < ¢j|V T T i vl v >
e >0, 1

Soit en introduisant dans le dernier membre la relation de fermeture

L > <o | =1
k g V.. R .
R = V.: + lin [ ax - S -
! e, 17 Pk
L'équation intéprale (76) est l'analogue pour les éléments de la matrice

de Péaction de l'équation de Lippmenn-Schwinger pour les €tats de collision.
Pour résoudre les différents probldmes de collision, on est amené & appli-
quer & (76) les diverses méthodes de résolution et d'approximation des
équations intégrales,

On peut notamment faire le développemeﬁt en série de Neumann-
Liouville:
V. V..
kKL dk + 1lim

E;-By +ie e » 0
+

RO

JJ ij ng Vli dk a4

R.. = V.. + 1iim J L TR +
(Li~ﬁkfl£)(Li-u2F1€)

Jx Jx
€ - O+

qui porte le nom de Dévelonpement de Born des &léments de la matrice de

réaction. Ce développement permet de calculer la section efficace sous
forme d'un développement limité en V.

Au premier ordre, nous avons l'approximation de Born : R.. = V..
> P ji ji

qui conduit & la section efficace :
bt
(Pn)" m

"

Nous n'aborderons pas ici la discussion de la validité de cette approxima-

9y (Qj) =

tion, ni de ses applications.
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¥ -~ Matrice S

Nous allons maintenant définir et étudier de fagon précise

la matrice de collision S.

1°) Rappels sur la représentation d'interaction (ou "point

) e o T A T 2 2

- de vue de Dirac')

Dans le point de vue de Schrddinger, 1'état | v (¢) > évolue
conformément 3 1'équation de Schrddinger

ey ) = e (8)

ou encore sous l'effet de 1l'opérateur unitaire U (t", t')

| w (") > =u (&, ') | v (¢') >
U (t", t') vérifiant 1'équation

il —E%W— U (t", t*') =1 U (t", t*)

Effectuons sur les vecteurs d'états et sur les observables la transiorma-
73,
> 't

tion unitaire définie par l'opérateur et 7™ . | v (t) » et V deviennent
alors ¢

v ; It

Ly (£) > =" A | ¥ (t)>
n ; It ; It
Vit)=e' T ve ¥
g ;

I1 est alors immédiat de montrer que | y (t) > &volue dans le temps confor-

ménent & l'équation :

oA " > i
==y () >=V () |y (x)>

ooo/c;n
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I» .
Par définition | ¢ (t) > est le vecteur d'état du systdme dans
la "représentation" d'interaction. L'équation (80) montre que

N
| ¢ {(t) > n'évolue pas si l'interaction V est nulle : autrement

dit, le point de vue d'interaction sépare dans le mouvement ce
qui provient du hamiltonien de la particule libre T et ce qui
provient du potentiel V qui décrit la collision.

On peut montrer aisément que 1'équation (80) est équi-

valente & :

N~ N N
(81) | v (8") > =U (t", t*) | v (¢") >

N
o U (t", t') est l'opérateur unitaire défini par

" i _IIi;" i th
(82) U(t", t") =e ¥ U@, t") et TH
vérifiant l'é€guation
a n, 4V n, .
(83) oo U (LY, 1) =V (") U (g7, t7)

et possédant les m@mes propriétés de groupe que U (t", t') :

(8h-a) ﬁ:(t", t!) = Q (¢", t') 5 (t, t')
(84-b) U (t", ') = UL (g1, £") = UF (1, ")
(8l=c) U (t, t) =1

Les opérateurs T et V étant indépendants du temps, nous pouvons

de plus écrire 3 i
‘ ~1 t" -t
U (t", t') = e ‘T ( )
et 1'équation (82) devient alors :

‘ n . 25__'_'_ . H ' .
(85) U (t", t') = el " e-l 7 (t’ - t! e—l T




L'intérét de la représentation d'interaction dans le problé-
me de la collision réside dans le fait que le vecteur d'état n'évolue
pas si l'interaction est nulle : longtemps avant ou aprés la collision,
les deux systGmes dont on étudie 1l'évolution sont éloignés 1'un de
1'autre} ils n'interagissent pas et le vecteur d'état qui les repré-
sente dans la représentation d'interaction est immobile : la collision
doit donc faire évoluer le vecteur d'état du systéme d'une position
fixe, dans le passé lointain que nous noterons l $ (= =) > & une
autre position fixe, dans le futur lointain que nous noterons I ; (+ =) >

conformément 4 la figure ci-desscus

| ¥ (+=) > |V (=) >

Nous allons étudier, dans ce qui suit, la transformation S qui permet de
n N
passer de | ¢ (= =) > & | ¢ (+ ) >
N 4"
| v (+ =) > =8| v (-=)>

\

"
et nous allons voir dans quelle mesure on peut assimiler S a U (+ @y = @),

eoe/:oo
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2°) Définition de la matrice S, Méthode

des paquets d'ondes

a) Position du probléme

: n ~ .
Soient | ¢, > et | ¢, > deux paquets d'ondes libres

en représentation d'interaction. Ces paquets n'évoluent pas au

cours du temps et peuvent s'écrire :
V)
(86-a) | ¢, > = f Cp (1) | 0 > ai

4V
(86-b) | oy >

ch (J) I ‘bJ > 4dj
Les états | EA > et | gB > sont des états physiques puisque leur
norme est finie, ]

Considérons la quantité

" N

<$B | U, ) |6,
qui représente 1l'amplitude de probabilité pour que le systéme
ftant dans 1l'état |$A > 4 1'instant t' se trouve dans l'état
| $B>a 1lfinstant t".

llous allons montrer que cette quantité admet une
limite lorsque t' + = = et t" + + » et nous appellerons cette
ligite €lément de matrice de la matrice de collision S entre

) "
<oy | et | o) >

. v v " N N LY
(87) t%lf ) < 9 | U (e", t') | o, > = < 0y [ s ] ¢, >
t" > 4+ »

.B./.DO
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N N
PPN I AL : + -
b) Définition et propriétés des vecteurs | Yo (t) > et | g (t) >

Dans la représentation de Schr&dinper, considérons les deux

paquets de collision associés & | ¢, (t) > et | ¢5 (£) > que nous avons

étudiés au § C : E;t
-1
+ . + R
| ¥, (8) > f c, (i) l v;" > e st ai
IYB(t)?: jCB (J)"PJ > e ag

D'aprds (L47-a), (4B) et (79~-a), nous savons que

iT‘t
bl n
e (S | oy >

(88-a) 1lim | ¢A+(t) > = | ¢A(t) > =
£ : 4
(88~b) 1lim | ug7(6) > = | o(e) > = e I by o
t > 4+ =

En passant en représentation d'interaction :

A i_’_I‘_t_
| wA+ (k) >=¢ N | ¢A+ (t) >
v i%:b-- _
| vy (£) > =e | vy~ (2) >
On a d'aprés (88-a) et (88-b) :
. Vot v
(89-a) | lim | V) (t) > = | @, >
t > = ®
N A
(89=-b) [ 1lim | vg™ (6) > = | ¢y >
t > + @

ooo/ooo
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N N
c) Limite de < ¢, | U (1", t') | ¢y 2

N
Considérons la quantité < wB" (") | U (", t') | w (t ) >
D'aprés (8h~a), elle est egale a N
n
<HMIU (27,00 T (0,60)] ¥t (61) > = < (o) | v, t(0) >

et donc indépendante de t' et de t",
D'autre part d'apres (89-a) et (89-b), ]a différence
g | U (e, e | ¢ > - < wB' (") [ U (", ¢') | wA (¢) >

tend vers zéro lorsque t" » + «© et t!' > - o,

On en déduit donc

‘ . N " N~ N - N +
(90)  tim < luten,en)e, > = < y70) | ¥, (0) >
t" > 4 © '

ce qui constitue la propriété annoncée au § a).

On a donc, d'aprés (87) :
n . Y N - " +
(91) <o | 8]0 >=<y" (0) |y, (0)>

d) Matrice S

A 1l'instant t = 0, la "représentation" d'interaction

est 8quivalente & celle de Schrddinger. Nous avons donc

]
1]

¢, (1) | v > ai

| v, (0) >
JCB G) | ey > 4

| vy~ (0) >

N
I $A+ (o) >
l vy~ (0) >

1]
n

et (91) s'écrit :
v ~ [y . -+ . s
(02) < ¢B|S!¢A > = JJ CA(I) CB(J) < wj ]¢i > ai aj
Mais, d'autre part, gréace & la relation de fermeture, on a
' 4] I'\: . . N : N
(93) < o5|sje, > = ff ai 4j < oy |45 >< ¢5]8]0; > o;1 ¢, >

= II di 4j C (3) Ca (i) < ¢j|sl
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(92) et (93) nous conduisent a poser
+

(94) <¢j\S|¢i>=<wj“|wi >
ce qui rejoint la définition formelle (28) de la matrice de collision ¢
.Sji = < w.' | ¢i+ > =6 (i-3)=-2w1 8 (Ei - Ej) Rji
Les éléments de matrice Ji pparaipsent ainsi comme des distributions
qui agissent sur les fonctions C (J) ¢, (i) (cf équation 93).
Remargue : N
Nous avons montré que < ¢ l U (t", t*) | o, > admet une limite lorsque

g! > - wet t" >+, lorsque l ¢ > et | ¢ > sont des paquets d'ondes.

Nous avons vu que cette limite se calcule alors naturellement a 1'aide
des éléments de matrice < ¢ | s | ¢; > = < ¢ | ¢
Mais nous n'avons, en aucune fagon, prouvé que 1 operateur U (", t")
admet une limite lorsque t' > - et t" > + <.
lous allons étudier maintenant la quantité < ¢. l 5 (1, =T) | ¢i >
et nous constaterons notamment qu elle n'admet pas de llmite lorsque T * %o

3°) Calcul direct de_<_¢; l U (1, =1) | ¢ ¢5.2

Au lieu de raisonner sur des paquets d'ondes, nous allons revenir
3 une théorie formelle des collisions et raisonner sur des gtats libres | ¢; %o
Nous savons qu'il faut alors (cf § Cet D) introduire dans l'interaction un
facteur de convergence dont nous avons suffisamment explicité la significa~-
tion physique. lous allons procéder ici d'une fagon quelque peu différente,
d'une part pour montrer que 1'opérateur U (t", t') n'admet pas en toute ri-
gueur de limite pour g" > + m et T r - =, et d'autre part parce que la
réthode que nous allons employer est celle qu tuytilisent de nombreux auteurs

pour introduire la matrice S et calculer la section efficace de collision.,
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Nous allons calculer l'amplitude de probabilité

< ¢j g 6 (t, -1) | ¢; > pour que le systdme qui était & 1l'ins-
tant -1 dans 1'état libre représent? dons le point de vue d'in-~
teraction par le ket fixe | ¢; > se trouve a4 1l'instant +t dans
1'état | ¢j > , llous étudierons ce que devient cette quantité lors=-
que T tend vers 1'infini et dans quelle mesure 1l est possible alors
de lui donner un sens,

L'équation (83), compte tenu de (8h=-c), conduit pour
G (v, =t) & 1'équation intégrale :

n, 1 T n, v
(95) U (1, =t) =1 + VS J vV (t*) U (&', -1) at’
- -1

dont le dévelloppement par itérations successives est 3

"\l l fT I'\,
(96) U (1, ~1) =1 3 )I v (t*) at'
+ (;.-ﬁ-)2 J at! f at" v (¢*) v (¢")
1 - -
+ 000

Ce développement (96) a &té rencontré & diverses reprises sous des
formes légdrement différentes : en effet, d'aprds (82), on a

N 1 Tt o +i Tt
(o1) U (1, =1) = e [ U (r, -1) e [
D'autre part, pour 1 > O, U (t, -t) est identique & l'opérateur
fonction de Green avancée }C+ (1, =1) (cf formule 39, page 82).

On a donc alors
N i ot i%—T-
(98) U (7, -1) = e [ JQ+.(T, -1) e | (t > 0)

D'autre part, lfopérateur fonction de Green avancée du systéme

libre (V = 0) s'écrit :

. T{t"=t?)

-1

(99) KL ¥ (") =e B 6 (6" - b)




(100)

- 151 -

Compte tenu de (79-b), (98) et (99), le développement (56) est identi-
que au developpement en série de Neumann-Llouv1lle de l'Opnrateur fonc-
tlon de Green avancée (cf formule 43, page 83).

I1 faut cependant remarquer que dans. le dovelOppement (96),

» les temps ‘sont rangés dans 1 ordre =T < oeso < t" <t' < 1 et que les
4"

operateurs v (t') et V (t") ne commutant pas, leur ordre dans les inté-

‘grales d01t &tre conservé,

A 1'aide de (96), nous allons etudler le developpement en

‘puissance de V de 1! amplltude de probablllte < ¢ | U (t, =-7) | ¢; >

'a) Terme d'ordre zéro :

|1V| ¢i>‘=5 (1-.))

b) Terme d'ordre 1

. : L T Tt
T T "1 - """"
U _ 1 Fy . .
H J-—T I V (t ) I ¢ ” dt' -iM J-TV< ¢j l © ' ‘ !q) > % '
T It (Ej - E-i)t
1 [P T )
-H Vji J_T e at

-T .
qui décrivent une transition & 1'1nstant t de 1'état i 4 1'&tat j sous

1'effet de l'interaction V. Le terme du premier ordre représente 17 1nterfg—

rence des chemins corres pondant aux diverses valeurs de t;a Lhaque chemin
1 J -.-'Jl

est pondéré par son amplitude de probabilité e 7 Vjio
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! !
. . ' | .
Nous allons voir que l'interférence de ces différents
chemins sera destructrice si la phase varie trop vite d'un chemin

d l'autre, c'est-d~dire si
(E. = Ei) T

(101) —9—7—-— >>1

Nous interprétons ainsi la conservatiocn de l'énergie
(plus précisément la "quatriéme" relation d'incertitude "temps-
énergie") en mécanique quantique.,

De fagon plus précise, nous avons
i (Es = B1) &'

1 (E. = E.) 7
A . 21 . ; i
e att = ~ sin

4(._1 N Ei - E'j W
ce qui, en posant :
(102) (s = Ei)
1 sin (1)
nous conduit 4 &crire le terme d'ordre 1 sous la forme
" . (1)
(103) -2mi V., 6 (Ej - E;)

La fonetion G(T) (Ej - Ei) est la fonction de diffraction clas-
sique, normée, représentée ci-dessous

A s{T) (55 - By)

.ﬁ /

P

-—?—ﬂ— G.O/'l.




Cette fonction a une largeur de l'ordre de Q:M , ce qui justifie
1'inégalité (101).

Cependant, pour une valeur fixée de E: mei’ cette fonction
n'admet-pas de limite lorsque T + = . L'opérateur U (1, -1) n'a donc
pas de limite lorsque T + « puisque son élément de matrice
< ¢j | 8 (r, -1) | ¢; >, 8au premier ordre, n'en a pas, Physiquement,

cette absence de limite se comprend aisément : 1l'introduction brutale

& un instant domné (-1) d'un &tat propre | ¢; > du hamiltonien libre T
feit apparaitre un régime "transitoire" Qui subsiste & l'instant 1 (quel
que grand que soit 1) et qui explique l'oscillation et 1l'absence de limi~
te lorsque T + », de < ¢i | U (1, -1) | ¢; >o Nous aurions évité ces
régimes transitoires gén;nts et qui n'ont pas de sens physique en intro=-

dulsant dans V un facteur de convergence (branchement adiabatique) ou en

introduisant progressivement 1'état initial.

Nous pouvons &palement remarquer que les états physiques réels
sont normés (paquets d’ondes) et qu'en conséquence, les £léments de matrice
de g (t, = 1) doivent &tre celculés sur des fonctions de carré sommable,
les éléments de matrice < ¢j i 5 (1, =1) | ¢; > agissant sur ces fonctions

comme des distributions. Hous savons alors, qu'au sens des distributions,

s (1) (Ej - Ei) tend vers la distribution de Dirac § (Ej - Ei) lorsque

1 » =, Nous pouvons donc dire que le terme du premier ordre du développement
de < ¢ | 5 (1, -1) | ¢; > admet, lorsque T > = , une limite au sens des
distributions apissant sur les fonctions d'onde de carré sommable, cette

limite étant =27i Vji 8 (Ej - Ei).
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¢) Termes d'ordre 2 3

1 .2 [T k! N "
(10%) (?EK) J at! J ] dt"<¢le(t’)V(t")l¢i > =
- -
1207 (" t! " A
. ny ; LEj ;{Ek)t' ; LB - Eit"
=Zv.v.fdtvf at" e .
K Jk ki — —t
T £ i (E3 - Ei)t! i(Ek - Ei )" - t")
=]V Vg f dt f at" e " e ’
k J T T

Au terme (10L4) correspondent les diagrammes du type :

qui décrivent 1'évolution du systéme de 1'état | ¢o; > & 1'état

] ¢j >, via 1'état | ¢ >» sous l'effet de deux transitions aux
instants t" et t', Pour obtenir le terme du deuxiéme ordre (104),
il faut faire interférer tous les chemins de ce type en sommant
sur t' compris entre -1 et +t , puis sur t" ~ t' compris entre
-2T et 0 et enfin sur 1'état intermédiaire k., Nous pouvons enfin
faire tendre T vers 1l'infini pour obtenir, comme au premier ordre,

une distribution,
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Fixons d'abord l'état intermédisire | ¢, > et sa durée
: k

. (E3=E5 )t
t" -t'. La sommation sur l'exponentielle et R fait, comme
pour le premier ordre, que 1'interférence est destructrice si
(Ej - Ei) T
"

Liamplitude de probabilité est encore nulle si 1'énergie de 1l'état

>> 1

initial n'est pas épale & celle de l'Ctat final :

- - 9
. (Ej El) %

T i .
l - M | — > (T) Al nl
-~ J Te dt' = -2ni & (Lj - Li).

Supposons maintenant que Ej = E;, fixons 1°état intermédiaire | ¢, >
et sommons sur la durée de la transition intermédiaire t' - t* ¢ Deux

cas se présentent alors

a) B, =B = Ej . le facteur de phase est le méme quel que soit "o~ g
(6gal & 1) : tous les chemins interférent de fagon constructive et la durée
de la transition intermédiaire peut prendre toutes les veleurs possibles 3

on dit que 1lfon a une transition intermédiaire réelle,

B) E, # E;, Ej . d'un chemin & 1'autre, la phase varie. Il va y avoir une
interférence partiellement destructive : il faut caiculer 1l'intégrale

. 0 -i (E; = Fx) u

: I e # du

1lim -
T > 4o iﬁ -27

en posant u = t" - t'.

Cette intéprale n'admet pas de limite au sens des fonctions, mais nous savons

1
<

qu'au sens des distributions, elle fend vers lim T qui, pour

: E
1 e+0, 2 k

I';i - I'.)k

+ ig

Li # Ek est égal 4

uoo/coc




- 156 -

Nous obtenons, & un facteur 2 prés, le méme résultat si

dans 1'intégrale (105), on prend comme borne inférieure

L
ek
En effet 0 3 (Ei = Ek) u
_}H— e i du = ~—g-——
i - “M Ei — Ek ?
E.-E
1k

C'est dans cette mesure que l'on peut dire que ces transitions
que 1l'on appelle virtuelles, car elles ne conservent pas l'éner-

gie, durent un temps de l'ordre de U/AE.

Si on résume les résultats précédents, le terme d'ordre
N~
2 du développement de < ¢j | U (1, -1) | ¢; > tend au sens des dis-

tributions, lorsque 1 -+ ®, vers
Vik Vki
E; - Lk + lie

-21i § (E; - E;) 1lim )
J e >0 k

Si on résume les résultats des § a), b) et c), on obtient :

n A
lim < ¢j | U (ty =1) | ¢: > =6 (i=j) = 2711 & (Ej - Ei)[ V.. +

i ji
T -+ ®
(au sens
des distri=- . Yj Viei
butions) 1im F. - FE F1c T coer
€ > O+ 1 k

Soit, en rapprochant ce résultat de la formule (77) de la page 142 :

(106) n

lim < ¢. | U (1, =1) | ¢. >
J i

€ > O+

it

§ {i=-3)=-2m1i6 (Ej - Ei) Rji

S..
Ji
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La formule (106) nous montre donc, qu'au sens des

distrib&tions sur les foncticns d'onde de carré sommable,

<¢. | U (1, =-1) | ¢; > tend vers Sji et on retrouve ainsi les r3sul=-
tats du § 2°).

Remarque importante : Calculons la’probabilité de tiransition

v 2 - . . .
| < ¢ |.U (1, -1) > |© 2 1la limite v » », Si 1 # J, la relation

| ¢,
(106) nous conduit a4 l'expression
(2

b | R.. |© E (%. ~E.):|2
ji i~ %

qui fait intervenir le carré d'une distribution 6; ce qui nfa pas de

sens, L'erreur & ne pas commettre est e¢n effet de faire tendre T, qui

représente le temps physicue de la collision, vers 1finfini avant
o - Dudimeimptnia v b3

d%avoir achevé le calcul des grandeurs physiques.
Si on se souvient que § (Ej - Ei) provient de la fonction

8 (1) (Ej - Ei), on doit envisager en fait la fonction

. ain®
[-6 (T)‘l2 _ 1 S1in R
- T3 2

qui est représentée sur la figure ci-dessous :
T)312

A (6( ))

oA

JAVAN VAV IR,
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et que 1l'on peut encore écrire :

(E; - E;) T
r (T):]Q _ 1 sin -
§ =1 ~
- W (E; - E)? ot
J i
Or
+00 sin2 L1
A f .1
o]
'u'2 0O u"’r ﬂM
1 sin2 igh—é%l&LL;L .
Lz fonction - : ) tend donc au sens des
o (E - E)-
distributions vers 1 GJ(? i E.) et [§ (T)]Q est équiva-
Y -—Tm— uj l q

lent & T — s (1) (E, - E.).
m 3 i

On en déduit :

= 1i v 2 am_ (1) 2
Pji = Tli@w [< ¢j[U (t, —T)l¢i>| N o271 - Py (Ej_Ei)leil

d'ou 1l'existence d'une probabilité de transition par unité de
temps ¢

P..
(107) Wos = —tie = 2; s() (B, - E

12
Ji 21

)!Rji

i
gnalopue & celle déja trouvée par ailleurs (formule 68, page 136),
et permettant de retrouver la section efficace de collision.

Le principe & suivre est donc, comme toujours, de ne faire tendre

le temps de la collision (1 ou K/e) vers 1'infini qu'un fois tous

les calculs mathématiques achevés et les grandeurs physiques obtenues.

000/0..




- 159 -

4°) Collisions entre particules identiques

lous n'avons envisaré jusqu'd présent que le problcéme de

collision de particules différentes. Nous allons voir maintenant

que le Tormalisme de la matrice S permet de traiter aisément, en in-
troduisant le principe de Pauli, le probléme des collisions de par-

ticules identiques {(bosons ou fermions). Nous allons au prialable

analyser 4 nouveau une expérience de collision entre particules dif=-
férentes :
a) Particules diff{érentes

Envisageons, dans un probldme & symétrie cylindrique, la aif-

fusion de deux particules différentes Ay et-A,, dans le référentiel
du centre de masse. Soient O et © les angles polaires des directions
incidentes de A, et de A, et plagons un détecteur dans l'angle polaire 8.
Ltamplitude de probabilité pour que la diffusion de A ait lieu dans l'an-

ple 8 (figure o) peut s'écrire ;3

]

S?
Y
< A6, A, m-0 |u S (8)

S (6) est 1ié simplement (cf § 3°) & R (8) qui permet de calculer la pro-

(1, --T)l Al OA2 T >

bebilité de transition et la section efficace.

De méme 1'amplitude de probabilité pour que le diffusion de

°

A, ait lieu dens 1l'angle & (figure B) peut s'écrire :

N
< Ay =0, A,0 U (t, =1)] Aj O A, ™>=8 (v - 6)

1
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'""—->"7A""\""—'- Figure o

Figure B

La probabilité de trouver la particule Al dans la
I2

direction 8 est |S (9)|“. La probabilité de trouver la parti--

cule A, dans la direction 6 est s (v - 0)120 Si maintenant,

le détecteur ne permet pas de distinpuer les particules diffé-

rentes Al et A.2 et détecte donc indifféremment Al ou A2, la
probabilité de trouver 1l'une quelconque des particules dans la
direction ¢ est alors |S (6)|2 + |s (n - 6)|2.

b) Particules identiques

Le processus physique est maintenant le suivant

deux particules identiques du type A se dirigent l'une vers

l'autre dans le référentiel du centre de masse, Elles inter-
agissent et on cherche la probabilité pour qu'un détecteur, dans
la direction 6, en détecte une, On cherche donc l'amplitude du

processus unique représenté par la figure ci-dessous ¢
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Du point de vue mathématique, numérotons les particules et
D que, D
envisageons les quatre processus formels représentés par les figures

et les amplitudes de probabilité ci-dessous :

A{6A,m=0[S|A0AT > =5 (8)

£
e
i
t)
!

(2) A, ——>PE—n, <A 70 A,0[8|A,08,7 >= 5 (n-0)

A P

7/
(3) Ao—> —’-ﬁeé——Al <Ay -0 A,8|S|A mA0> = 5 (8)
) >
AL A
¢ A
(b) A >-/-/—’le\/ 1 < Aj0A, 1r-6|S|AlnA20 >=5 (m=0)
Ve .
Ao
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Du fait de 1l'indiscernabilité des particules, le
hamiltonien H, et par suite S, sont invariants par permutation
des particules 1 et 2, En désignant par P l'opérateur de permu-

tation, on a
(108) pspP =5
D'oi l'on déduit :

<A.6A

104, 1=6]8] A 0 A, w >= (<a,0A, m-8] P¥)(PSP")(P|A 0A,m>)

1772

< Ay =0 A0 |s| ajm Ay 0>

ce qui permet d'identifier les amplitudes (1) et (3) égales a
S (6) et par un raisonnement analogue les amplitudes (2) et (k)
égales & S (m - 8),

Quels sont maintenant les &tats mathématiques | by >

et | be> qui représentent 1l'état physique~initial-—é Let

A&
v

1'8tat physique final ?

A N .
D'aprés le postulat de symétrisation, ce sont les deux
états, symétriques ou antisymétriques, selon qu'il s'agit de bosons

ou de fermions :

1

(109-a) | Yo > = = IA OA,T> + e‘IA A OE]

(109-b) | ¢, > = 2 [EAleAa -0 > + ¢ |A ™0 Ap eil
2

+1 bosons.

(e

€

-1 fermions)
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L'amplitude de probabilité associée a la diffusion s'écrit
alors :

1
<¢f|s_l wi>=-2-(<AlBA21r-6|+e<Al1r-eA26|)S

(|A10A2n> + ¢ | AlnAQO >)
soit, en se reportant aux expressions des amplitudes (1) (2) (3) (k) :
<vo | 8 |wyg>=8(6)+es (n=-0)
Par suite, la probabilité du processus de diffusion dans l'angle 0 sera
| 5 (8) +e 8 (n-0)?
ce qui est différent de |[S (e)l2 + |8 (n - 0)12 qui était la probabili-

té pour que le détecteur détecte une particule (sans préciser laquelle),
lorsque les deux particules sont différentes,
Lorsque les particules sont identiques, il y a donc interfé-

rence entre les amplitudes de probabilité associes eux deux schémas

de diffusion :

/’Al / Ay
&

—> Sures et — &
A Ay A Aa
/ A
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Ceci est particuliérement frappant pour la diffusion i angle -
droit (e = n/2) :

pour deux particules différentes : probabilité [S(%J]z + [S(n-'%)|2 = 2[S(-g-)|2
pour deux bosons : probabilité ISC%) + S(ﬁ - %)[2 = h|S(-g-)|2

pour deux fermions : probabilité |SC%) - S(x - g&|2 =0

c) Interprétation dans le formalisme de Feynman

Dans le formalisme de Feynman, l'amplitude de probabilité

e

associée & un processus de diffusion quantique s'obtient en sommant

les contributions de tous les chemins classiques H partant de 1l'état

initial et aboutissant 4 1'état final., On peut dans ces chemins clas-

siques suivre d'un bout & l'autre la trajectoire de la particule et

il existe alors deux types de chemins aboutissant au méme &tat final :

-

(a) (v)

I1 faut sommer les amplitudes de probabilité associées aux chemins du

type (2). On obtient s(a) =8 (0),

‘ ..0/0.0
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De méme, pour les chemins du type (b), on obtient S(b) = ¢ (7 = 8),
Il faut maintenant tenir compte de l'interférence entre les chemins
du type (a) et ceux du type (t). Pour cela, nous devons introduire

dans notre formalisme un postulat supplémentaire de symétrisation gui

indique qu'il faut sommer les chemins du type (a) et (b) avec un facw-
teur de phase &gal & +1 ou ~1 suivant qu'il s'agit de bosons ou de
fermions.

Si les particules sont différentes, les deux types de che=
mins (a) et (b) ne peuvent interférer, car ils conduisent i des &tats

fingux différents,

81 les particules sont identiques, les deux types de chemins

conduisent au méme &tat final : le systdme peut donc prendre 1'un ou

l'autre type de chemins et tant qufon ne fait pas de mesure pour se-

{2

voir quel chemin il emprunte, il y a interférence entre les emplitudes
de probabilité associées aux deux types de chemins,

d) Exemple d'application : diffusion de deux &lectrons

Supposons 1l'énergie suffisamment bassz pour que 1'inlersction ne
dépende pas des spins. Deux cas peuvent alors se présenter :

a) cas ol les deux spins sont paralldles :

Les deux particules sont alors identiques et le probabilité de

diffusion & angle droit est nulle.
y\
I ;}\
A
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B) cas oi les deux spins sont antiparalldles :

Les particules sont alors différentes vis~i-vis de la

-

détection et la probabilité de détecter un électron, sans préciser

lequel, & angle droit est alors 2[8(%0[2;

Ainsi, bien que les forces ne dépendent pas des spins, la section
efficace dépend de fagon critique de l'orientation relative des
spins. I1 y & une analogie trés nette avec les termes d'énergie
d'échange, introduits par le principe d‘exclusion de Pauli qui

distinguent, en dehors de toute interaction magnétique, les états

singulets et triplets de l'atome d'hélium.

v) Cas de deux électrons non polarisés :

T P G S Y T P D TV D L) T D S A L

Chacun des processus possibles

probabilité

X
o O
I
o

0

T2 _ 1 My 12
Is(z)|° = 3|s(z)|

He S s
x X
N

x2l6(@)|® = 55|

*
{7--59
A.

l;—-—‘?

LT

s'effectue avec une probabilité 1/L4, La probabilité totale de détec=

tion & angle droit est donc dans ce cas |SL%)|2¢
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F -« Diffusion par un systéme. de N particules dans l'approximation de Born

1°) Introduction

] Au lieu d'envisager, comme nous l'avons fait jusqu'ici la dif=
fusion par un seul centre, nous allons &tudier maintenant la diffusion par
‘un systéme constitué par N particules (par exemple,les divers &lectrons d'un
atome).,

Cette &étude va nous permettre de relier les sections efficaces
de diffusion & des grandeurs physiques importantes, caractéristigues du sys-
téme de N particules : la densité simple, la fonction de corrélation spatiale
(densité & deux corps), la fonction de corrélation spatio temporelle.

Toutes ces grandeurs physiques ont une interprétation clesire et
simple, Il est intéressant de pouvoir les déduire de la mesure des sections
efficaces et de comparer les résultats aux prévisions de .la méeanique statis-
tique qui permet de les calculer théoriquement.

Nous ferons le calcul des sections efficaces dans le cedre de
1'approximation de Born (ou ce qui revient au méme, comme nous l'avons vu dans
le cadre de la régle dfor de Fermi), Cette approximation est valable pour la
diffusion des photons, des électrons rapides et des neutrons lents,

Nous mettrons ici principalement l'accent sur l'établissement
des relations entre les sections efficaces et les diverses fonctions cerscté-
ristiques ainsi que sur la validité des approximations., Pour l'étude de l'egw
pect "probléme & N corps" proprement dit, on peut se rapporter & l'article de
Van Hove (Phys. Rev. 95, 2k9, 1954) ou & 1'ouvrage de Nozi&res ("le problime

& N corps").
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2°) Notations

a) Diverses particules

B
:7‘
2 o
\
] ~a!
0 i “A

. - -+ > .
Soilent Tys soe Tys oeo Ty les coordonnées des N particules du

cs > .
systéme, R la position de leur centre de masse et P la coordonnée relative

~
:eme

de la i particule, On a évidemment

- § + -
Y. = B
L pl

-.) - . - Pd
K est le vecteur d'onde du centre de masse aprés la collision (il est supposé

nul avant la collision).

+ - . 3 - 3 - -"
Re est la position de la particule incidente, ko son vecteur d'onde avant la
s 3 > « . . >
collision, k son vecteur d'onde aprés la collisionj X le transfert au cours de

la collision :

$=% -1
.x_. O-

D'autre part, l'énergie transférée par la particule incidente au cours de la

collision est

2
o = gm (k2 - %%

b) Etats du systéme

L'état des N particules diffusantes dans le systéme de leur centre

de masse est respectivement avant et aprés la collision :
) arg .
| ng d'énergie Eno

| n > da'énergie E

00./0..
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si bien que 1l'on pourrs noter 1'état du systdme global en interaction avant

et aprés la collision par :

| K ; 03 > d'énergie Mz k% 4+ E
o U Po chere 2m 0 Ny
2 2
> 2. 12 D - TN S
| K, - x; K3 n > d'énergle 5= k* + —5- K* + E

en appelant m et M respectivement les masses de la particule incidente et de

1'ensemble du systéme diffuseur,

~

. ->
Dans la représentation r, ces états sont représentés par les

fonctions d'onde

. .
1 3 1 kg ﬁé » - -+ +
( 2‘!‘[ ) e no (Ol cee pi XX ON)
et
1 3 1 Kk ﬁé i KR > + >
(“"—") e e d)n (Dl so0a pi 0o ON)

¢) Interaction entre le systlme diffuseur et la particule incidente

Nous supposerons que le potentiel d'interaction ne dépend que
de la position relative de la particule incidente et des particules diffusau-
tes, supposbes identiques et le hamiltonien d'interaction peut g'Céerire

-> -

H - R )

I

]
FOT HO—
<
=23
3=
o4
¢
=N

Remargue s

I1 semble que le cas ol la particule incidente est un photon échappe & cette
théorie., Nous verrons qu’il n’en est rien et que les colculs que nous.allons

faire s'étendent aisément 4 ce cas.

3°) Calcnul de 1%&8iément de matr:ce de gﬁﬁ entre 1'ctat initial

s 000 B s 2T R U A Ay B B PRt s B Y B2 S OB HOT T e P R I

et 1! etat 11ndl

. . > > .
Calculons 1'éllment de matirice < ko - X3 Ky n ] HI | k 3 Oy n_ >,

Il sfécrit




(112)

(113)
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i k, R >
el o ed3§ed3Rd3pi

Or nous pouvons écrire

>

vEeB-B) = [vELR) s G-FS) o

I

1
(§+g"";) d3

- [[v -y ot E s radt
L'expression (lil) s'écrit alors
< ﬁ - ;; ﬁ; n | H | K 3 Oy n_> =
o I o o)
=(}")9[rmeﬁ;—ﬁeei(g"ﬁ)ﬁ;ﬁ;@*( pie) V(F=R) e (vapged)
T J e L (eopgee e) % (o o
) oiE Pi g3 R a3k a®3; BSradt

Nous allons intégrer cette expression successivement sur les différentes va-

riables :

rd . g
a) Intégration 'sur R :
3 [ i - K) R
2m

. ->
b) Intépration sur & :

La distribution § (% - —IE), introduite par l'intégration précédente conduit a
remplacer dans (113) E par K.

L'é1ément de matrice devient alors

1,6 +ix R KT % > =
I e .~ _
(2“) f[[ e e ¢n (pi) v (r Re) Qn

>
iK p:\ 33 .32 .32
(pi)(\:‘z. e Pi@® R a”py a7 T

4

o]

..'/..l
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<k = ;; K; n l H
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ce qui peut encore s'écrire, sprés une transformation évidente :

@8 [[[ emiXGRe) vz ) 1ORT r s )] R P, 0%, 0%
2n R n ‘Pi’ n i'.j S Te i®-

. - . + 3 -
Soit en prenant comme nouvelles variebles u = r - ﬁe, reto,:
-

5 K ;03 n>=

I
1.6 iX w2y AG-KF > Kby 3 30 43
= ~1lX ) X=K)r % AL G % kY G e
(2n Jff e v (u) e ¢n (pi) Qno (pi) g e 1 d7u d pi a’r

. . > >
c) Intégrations sur u et r

} . ‘ . . . -
Introduisons la transformée de Fourier du potentiel V (r) & la
L
-+ -1X u -+ >
valeur ¥ : f ™ X Uy (3) au = qj'(x}

Il vient alors :

> > > >
<k =x3 Kyn | B | E;05n>=
> s
= (1 6 g ! i(x-ﬁ)r #* o . > -~ 1K p 3 3
= (5=)" v (X) J e o0 (pg) o (py) ) e "ia’e; ax
o 1
3 ” . ‘} * A .
Ltintégration sur r est immédiate
1,3 iGx-K)F 34 >
(5—) | e ar=268 (x ~ K)
all J )
Finalement, 1'élément de matrice de Hp entre les Stats final et initisl stéerit :
> 1 - b o> A Moo 2
-> > > 3 - - i . . \
<k =-X;Ryn | H | K ;305052 (=) 6(x=5) P (X) | ¢ (o)) e™®Pia (p,)a
o 1 o) s n 10 .= n i
12=1 o
133 o2 > LT A
- G G L ) < | ] oK P
) 1=

L'expression (11l4) est essenticlle pour le caleul des secticus efficaces 4 1lapes
proximation de Born. Elle se présente sous we forme remarquablement simple o

- le prcmier terme § (; - 1) déerit la conservation de liimpulsion globale cu

cours de la diffusion : la quantité d'impulsion Ky cfade par lag perticule incidente

est transmise intégralement au systére diffuseur, Ceci 2tant, 1'impulsion d'cneeme

oou/veu
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ble UK ne joue pas de rdle essentiel dans notre probléme et nous pouvons ne

plus en tenir compte : si la masse M est grande devant la masse m de la par-
. . e e s G .
ticule diffusée, l'énergie cinétique d'ensemble Lwr— est ndgligeable cdevant
’ & 3
A mouvement
. 2 . . - . e - s, N
les autres énergies du probléme. On peut donc négliger le ¢ d'ensemble du

. . . . > > .
systéme diffuseur (ce qui revient & confondre r; et pi) étant bien entendu

que ce mouvement existe et satisfait a la conservation de 1'impulsion pglobale,
>N ag. + > -~ 3 ~ g .
- le deuxidme terme 20°{Y), transformée de Fourier & la valeur x du potentiel

V ne dépend que de 1l'interaction et du transfert dtimpulsion (et pas de 1'état

quantique du systlme difluseur),

S>>
, RS . 1X 0. . e
- le troisiéme terme < n I X '1| ng dépend de 1'état initial et de

[ e 11

i=1
1'état final du systdme diffuseur 4 N particules (dans le référentiel de son

centre de masse) (mais nc dépend pas du potentiel).

Remaraue 3 cas des photons

(115)

Montrcns que la diffusion des photens {de longueur d'onde suffi-
samment courte) par un systdme de N électrons 1liés (atome) conduit a une ex-
pression analogue & (1lL).

le hamiltonien d'intersction s'obtient en développant le terme

%g Z (pi - e Ai)2 ol u représente la masse de 1l'électron, e sa charge, p;
1 <
. . o . P . > .
1'impulsion du i®™® Zlectron et Ai = A (;i) la valeur au point p; du potentiel
vecteur, ’

L'interaction s'écrit alors
2
e e 2
s g Ayt A )t L
1 1

Pour des longueurs d‘onde suffisamment courtes (diffusion de rayons X), on montre

que le dernier terme est prépondérant et on peut alors écrire

. e 2
Hp = =5 g A

c-o/co_o
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Or le potentiel vecteur du chanmp électromagnétique quantifié s'écrit sous

la forme
e > <i’3- + ik 3-
Alp;) =% Lo e (a, e P 4+ a e i)
1 ﬁ 3 X A kA kA

ou % porte sﬁr tous les vecteurs d'onde et I sur tous les états de polari-
sation, e) représente le vecteur de polarisgtiong a+k et ak les opérateurs
de création et d'annihilation d'un phcton dans 1'état K, X et a un coefficient
dépendant notamment de k.

Calculons 1'élément de matrice de HI, 1'atome passant de 1'état | n, > a
1%6tat | n > et le photon de 1'dtat k , X, & 1'état K, A

les seuls termes dont la contrlbutlon ne sera pas nulle seront ceux qui con-

tiendront le prodult at e et on aura :
k oo
> > > - ) - iS(f)'
<k; Ay n |HI| ko; Xo; ng > = 0 o e, <n | Z e 1 | n_ >
ce .qui est bien une expression znalogue & (114) dans laquelle V- (X) est ren-

placé par oy Oy gk EAO On ne retrouve pas le terme § (z ~'K), mais cela est

o]
normal car nous n'‘avons pas tenu conmpte ici des degrés de liberté dc translation

du systéme atomique global.

4°) Diffusion élastique ou cohérente

a) Définition et exemples :

On dit que le diffusion est €lastique {ou cohérente) si 1'état quan-
tique du systéme diffuseur ne change pas au cours de la diffusion :

In>5lno>

C'est par exemple le cas de la diffusion Thomson des photons X par un atome,
Dans ce cas la conservation de 1' énergie eu cours de la diffusion exige

K2 o ME " 2
- IS _/3 . ~ A\ D v e
< k™ = S ko {on néglige 1° énergie cinétigue dfensemble 2“ )

et on a donc k 2-k0°

ccc/coa




b) Calcul de la section efficace

A 1'approximation de Born, la section efficace est donnfe par
la formule (78) de la page 142, qui s'applique mime au cas de la diffusion
pur un centre diffuseur complexe puisquelle peut s'établir & partir de la
réple dlor de Fermi

do  _ (9w)2
dq Mh

> >

| < Ky = X3 ng [ Hy ] ko3 ng >| 2

(117)

Nous devons calculer la quantité

N i—> > . 5 i-> > .
< D |1 e XePi N 7 % Z I chn (pi)l e P g Pi
i=1 1 o

que l'on peut encore €crire 3

N i o
1 . > 1 r > > 2 +
(118) < | ] e P4 ng s - [ @ X | (] $GE30) I, Gyl 33
[ == : 2 32 32
Or J § (r"pi) I(bno (Dloco piooc p | Dl so0s @ pN
2 .3 > 3 3 3
= f !¢no (plooo pi"l r pi*l 660 QN)I d Ql eae 4 pi._l d pi+l oo d DN

ce qul n'est autre que la probabilité pour que la i&me particule soit au point

24

» En sommant cette expression sur i, dans 1l'expression (118), on obtient 1la
Cse s . . L > <
probabilité globale pour qu'une particule quelconque soit au point r, c'est-d=-

dire encore la densité a un corps o, (r) . Finalement, d'aprés (118)
)

N Ssding N .->->+

<n | ] e¥XPifn >-= f o (¥) e T ar

0 . o] n
=] o]

et d'aprés (11h4) et (117), on obtient la section efficace de diffusion élastique

49y 2 iX F 3%
(119) cm (@) = “‘“H | 9 ()< | f P, (¥) e a°r|
hw M o]
qui dans le cas de la diffusion des photons s'écrit
do (Q) 2 > >
(120) —2— = (=27 (¢, .37 f o, (F) X T a3 F|?
me o o

ooc/uoc
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Remargues :

(121)

- Il est clair, d'aprés la définition de la densité & un corps, que

J Py (?) i r=N
o

_Rappelons en effet que

. 2 .3 3 3 3
p, (r) = Z I | o, (py coo Py g T P4y voe P )17 87 Py wes @7 py ) d70gg ceedpy
(e} i o
et N
>y 3 2 .3 3 3., 3 3
J pno(r) d r - igl flq’no (plooopi_l r pi+lOO°pN)l d pload pi-l a r d pi+loood. pN

i

d > > 12 .3 3 3. .
N I I q’no (plcoopi aoopN)' 4 pl eoe G pi eoe & DN =N

- La transformée de Fourier de la densité & un corps qui intervient dans la
section efficace s'appelle le facteur de forme du systéme diffuseur,

- On voit que la section efficace de diffusion &lastique se met sous la forme
remarquablement simple du produit de deux termes dont 1'un dépend de l'inter=
action, mais non pas du systéme diffuseur et l'autre du facteur de forme

du systéme diffuseur et non pas de l'interaction.

On.concoit ainsi que ies expériences de diffucion £lastique sont
trés utiles pour 17étude de ls répartition des particules dans le centre diffu-
seur, '

Dans le cas de la diffusion par un systéme cristellin, le formule
(119) contient notamment la formule de Bragg.

¢) Discussion de la diffucion Thomson

On appelle "diffusion Thomson" la diffusion €lastique de photons X
par un atome : la diffusion se fait alors sans chengement de fréquence et la

section efficace différentielle de diffusion est donnée par la formule (120) qui

2
. e .
s'écrit, en posant ———-5- = T {rayon classique de 1l'é@lectron) :
e’
gy =r 2 (8, o) | (+) ST 3 zi°
a o “Tag tAl pno ’

‘UO/OOO




Nous devons envisapger deux cas limites intéressants :

«) Photons X "mous" : La longueur d'onde A des photons est

grande devant les dimeunsions atomiqueg &de 1'ordre de quelques angstrdms

ixr

par exemple). Le facteur oscillant e reste sensiblement <pal 4 1 dans

. A . > . A
le domaine ol la densité Pn (r) est importante, si bien que l'on a

(o]
L >

J o (r)e* T ar ~ { Py (¥) ar = 2 (Z : nombre d'électrons)
o o)
La relation (121) se réduit alors a
do 2 2 > 2
ot s = 7
aQ (2) o (er 99
La diffusion est isotrope et la section efficace est proportionnelle au carré

de la charge électronique.,

B) Photons X "durs"” : La longueur d'onde A est petite devant les

. . . 1 . .
dimensions atomiques., Le facteur e X T oscille un trés grand nombre de fois

A . . > . > . . .
dans le domaine d'extension de p (r), sauf si | x | est suffisamment voisin
» O :
A | I a i+ 7 2 ~ 2
de z2&ro ¢ l'intégrale | p (r) elX r dr se moyenne alors & zéro, sauf pour

| X | =0: ©

La diffusion est fortement concentrée dans la direction avant,
d“o

[o] A ND N . ) . _awag
5°) Cas général ¢ section efficace Ioae

&) Définition :
En général la diffusion n'est pas éléstique, c'est-d-dire que le
centre diffuseur peut changer d'état quantique. Dans ce cas, l'éﬂergie de 1la
M? ko2
2m

particule incidente, est modifiée par la diffusion et devient :

M2k2 . M2 k02

€= ~on om

On peut alors définir une section efficace différentielle de diffusion, plus géné-

rale que celle que nous avons envisagée jusqu'ad présent, que nous appellerons

oo-/cou




| (122)

(123)
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2 2
d” g . R ) P . i
03 et qui est telle que TNde dnde est &gal au quotlent par le fluh.

de la particule incidente, de la probabilité par unité de temps pour que la

particule ait été dlffusee dans l'angle solide dqQ autour de Q avec une_éncr-

gie comprise entre e et ¢ +-dc. On voit que cette section efficace est une

quantite plus complexe que la section efficace —%%— puisqu'elle exige pour

sa mesure 4 la fois une analyse en direction et en énergie de la particule

‘diffuséeo On doit s'attendre également 4 ce que sa mesure fournisse des

renseignements plus riches sur la répartition des particules dans le centre

diffuseur,’ ;
d2 o]
b) Calcul de —35~g7— 3

La probabilité par unité de temps de voir la particule diffusée

dans 1l'angle solide @, Q + dQ avec un nombre d'onde compris entre k et k + dk

(% - % ° )J

LYétat initial du systéme diffuseur est | n, >; on somme sur les états finaux

s'écrit, en appliquant la réple d'or de Fermi :

I
=1 M

W= %— 2akd @ Z|<k n| g lkono>| [-nwEn +
. o

‘ n > puisqu'on n'observe que la particule u¢ffusée° W
En remarquant gue kdk = mg , que le flux incident est (-,;E )3 -—-:10

];l
et que la distribution & de l“expr9651on (122) peut stécrire
)

. . A 2y
) E:n - Eno = (k - kg )J § (w *"“Lﬁ‘““"

on obtient la section efficace dlffcrentlelle s

2 2 i Ep - E
d% _ Mk ()12 T« X Pi 2
0de 200 K, [ G0 Li* g n >‘ § (0 + —5—)

On peut généraliser cette expression en considérant oue 1'@tat initial du centre
diffuseur n'est pas 1° état ! n, > , mals un état statistique rcvresente par la

matrice densité

p=1 Pn | Ny 7 < Mg
o n (o] ooo/'ooa




(12k)

(125)

(126)

(127)°

(128)
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On obtilent alors

o~ m° Ko (32T, iy i 2 (‘ Eny ~ By
a0de 1”,2;45 ko l X)l rzl pno IXI <n| E e !no>| Slw + ..__._b{.-—._)
Soit, en posant
2
k >y 12
A (x) == | ¥ (0
hngﬁs ko
. . > E, ~E
o~ 2 n
s o) =1 p, Il Je* i n>% s (o v —5—=
n on 1
2 .
d
-aﬁa%- = A (X) S (X, ©)

a section efficace se présente ainsi comme le produit de deux quantités dont

[l

1l7'une, A (;), ne dépend que de la nature de l'interaction et l'autre, S (;, w)
ne dépend que du centre diffuseur. Nous allons maintenant &tudier cette der-
nidre quantité.

N ->
¢) Transformation de S (x, w) :

En utilisant la forme intégrale de la distribution de Dirac :

. (Ep = Englt
b - B . 1 __.n_T.—Q———
n -
o oy - X I at e 1wt e

+ =
§ (v 7 5 .
il vient
, . Ht . Ht .
o0 . L > i > > -1
- 1 ~iwt -ix r; ¥ ix r; r
S (X,w) = 5n J e dt Z P, Z < nole J |n><nle e e ‘no >
—c n 0 n,i,]
' Soit en tenant compte de la relation de fermeture Y ln><n|=1etdela
n

relation qui permet de passer de la "représentation"” de Schrddinger & celle de

Heisenberg :

i EE > > -1 HE +> >
e K Qi Tig e = oiXx Ti (t) .
400 . e e

00 n_,1i,J o
o? sJ

00./'00
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On peut alors écrire

> i(—)-* t) > N -»>
S(x,m)=Jexr"" dtdr{-é--G(r,t)}
avec

x _ 1y v T ' I
G (r, t) = 5 2 P, .2. J ar <nol 6(rj(0) + rert) ¢ [2 Li(ti] | n, >

ng 0 i,J
= < (drv 5 E.(o) +.?-¥] 8 [r'-r{(t)]
155’ J -

ou la notation < > représente la valeur moyenne dans ‘1'3tat initial re=-
présenté par la matrice densité p = 1 D, | ng > <ng |

(o)

Remarque : Il apparalt dens 1"expression ¢ (¥, t)'le produit de convolution de deux

distributions 8. Les opérateurs r (0) et r (t) relatifs 4 deux instants diffé-

‘rents ne commutent pas et il fauu déne respecterAl'ordre des termes dans l'ex-

pression (130).

6°) Interprétation physique de G (r, 0), Approximation quasistatique

---- ERYSPAE

Afin d'interpréter physiquement 1*expression relativement complexe
de G (¥, t), nous allons tout d'abord analyser le cas simple ol t = 0, Nous allons
tout d'abord montrer que le quantité G (r, 0) intervient dans une approximation

trés fréquente, l'approximation quasistatique.

l'@/...
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. ) 3
a) Section efficace ~§%~ :

Trés souvent, on ne mesure pas i la fois l'angle de diffusion
et l'énergie de la particule diffuszée, On mesure seulement l'angle de diffu-
sion,

Au lieu de s¥intéresser a la section efficace différentielle

2
d” o . - . .
double ~Toqe » OB s'intéresse alors & la section efficace intégrée sur

1l'énergic

S 2 2
do dc_ﬁfd, d%u

(131) -3 =J A =iz T dode

Cette quantité n'est en général pas simple a calculer. En effet, nous avons
posé (relation (127))
2

== A X) S (xs w)
et la quantité A (X) dépend en général de w comme il est facile de s'en assu-
rer sur llexpression (125) et sur la figure de la page 168 : A dépend de ;
par l'intermédiaire de %P(f) et du rapport k/ko et pour un angle de diffusion
9 donné, § lui-méme dépend du transfert d'énergie Huw..

I1 faut donc, dans l'intégration (131), tenir compte d'une dépendance explicite
a2 ¢
dfide

pendant un cas ol le probléme est considérablement simplifié, c'est celui de

et implicite en w de s ce qui rend le calcul difficile. Il existe ce=-

1l'approximation quasistatique,

b) Approximation guasistatique :

Faisons l'hypothése que le transfert d'énergie est trés faible
devant l'énergie de la particule incidente. Cela s'exprime sur la figure
(p. 168) par la relation BC << 0A,
Clest le cas par exemple de la diffusion des rayons X par un atome (le dépla-
cement Compton est alors trés petit devant l’éﬁergie des photons X), ou celui

de la diffusion d'é&lectrons rapides (10 Kev) par un atome,

ccc/ooa
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Dans ce cas, le triangle AOB est pratiquement isocéle et on

peut négliger la variation de ; evec w : en effet, Y reste alors pratique-

ment égal & CA et ne dépend plus que de l'angle de diffusion :
> ' . 0
IXI_'\_’_2koSln_§_
Dans 1'intégration (131) sur w, A reste alors constant et peut €tre sorti
du signe somme, D'autre part S (;, w) n'est plus qu'une fonction explicite

de w

dg . " J dw A S (;, w) v A J dw S (;, w)

dw '
D'autre part,;d'aprés (129)

. e e
J dw 8 (X, w) f[dw e 4t a¥ e X T NG (T, t)

2 IR
=N f § (t) X (7, t) at dr
=I T ye (2, 0) ar

d'ou

do i'**' > >
-—a-"z-— ﬁAJeXrNG(r,O)dr

Nous voyons alors que la section efficace se factorise une fois de plus
en deux termes dont 1'un, A, ne dépend que de l'interaction, et l'autre ne

dépend que du centre diffuseur par 1'intermédiaire de G (¥, 0).

¢) Sens physique de G (¥, 0)

r; (0) et r. (O) qui sont deux opérateurs relatifs au méme instant
commutent (& la dlffcrence de rJ(O) et ;i(t))c On peut donc les considérer
comme des nombres, et dans l'expression

¢(r,0) = %‘Z P Z Z J r! <nolé!_rj(0) + ;‘;i‘ § [r'-ri(O{]l Ino g
R

Bo 1]

effectuer le produit de convolution. Il vient

o0 =} p, 1T <n, | s[Fj0 =%+ F 1ng >

n, &
O 1 J
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(136)
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¥

Dans la double somme Z ) séparons les termes i = j et 1 # j. Les termes

¢

» . l J

i = j donnent
1 ’ >
¥ Z Py .Z < By I §(z) I Ny >
n o 1 :
o
On a donc finalement

§ (%)

[}

G (¥, 0) =6 (F) +g (¥

cn | st
L4, 0 37TLTT
n o1 j#i

avec

g(r)

i
= e
~1
ko]
=
t~
L~3

1
zha

Afin d'1aterprét reg (;), fixons i et considérons tout d'abord la quantité

- > >
g:{r) =) ] p <n_| & |r.-r, +€] l'n_ >
* j#in_ Mo © L3 °
o
=) p ) AT oo drsee Arseo dr. | o (r )I T Tomr, 417
n A l 1 [ JOO n l
n, o J#1
-+ -+ -+ -> >
= g Pno Z J drloa driao dl'j_l drj+loa drn
o J#i »
| & (¥ o0 Tiuoo T Fi=F, Toie0 T )]
n 1°° "i°° -1’ » Tial n

o)
Si 1'on réserve la sommation sur j, l'intégration sur les variables autres que

;i représente la probabilité pour que la particule i soit en ;i‘ét la particule

J en ;i-;.

L'lntegratlon sur r donne la probabilité pour que les particules
i et jJ soient distantes de ro

La sommstion sur j # i donne alors g; (¥) ou encore la probabilité
pour qu'une particule quelconque (autre que i) soit & une distance r de la

particule 1.
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+ . . .
&; (¥) représente donc la densité au point T du systéme, vue & partir de

la particule i.
On doit donc avoir J g; (¥) ar = N - 1, ce que 1'on vérifie
aisément :

> o+ [ > > >
J g;(r) ar = J ar g p, <ng | 6(rj—ri+r) | n, >

or Jd;é(;.-;.+;)=l
3 i
s > o - _
D'ou fgi(r) dr .E.an <no|no> N -1
J')lnoo
Revenons maintenant a g (¥) = —%— Z'gi (r)

i
. . . . . L
qui s'interpréte meintenant comme étant la densité moyenne au point r du

~

systéme vue & partir d'une particule quelconque du systéme (la position de

cette particule étent prise pour origine).

On peut encore dire que g (;) est la probabilité pour qu'une

particule guelconque du systéme étant en un point, une autre particule

L 2

quelconque du systdme soit, au méme_instant, 3 une distance vecteorielle
de ce point,

+ . . .
g(r) mesure donc les corrélations statiques entre les particules et est relié

3 la fonction de distribution & deux corps de la mécanique statistique.
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La fipure ci-dessous représente l'allure générale de g (¥) dans un fluide

de particules neutres

N 8 (r) attraction

disparition de la corrélation

A

< répulsion
N

r

Nous sommes maintenant en mesure de justifier le terme d'approximation
quasistatique : dans cette approximation, la diffusion ne dépend du sys—
téme diffuseur que par 1%intermédiaire de la quantité g (¥) qui décrit

les corrélations entre les positions de deux particules & un instant donné .
et g (¥).

Hous allons maintenant préciser le lien entre

do
an

Nous pouvons d‘'aprés (132) écrire

= "AN[ein E(?)+g('r’):l ar

2 N L D> e
e - 2 trrts e [s e 74

ou encore pour la diffusion des photons :

> >
do_ - r02 (gx ZA)Q N [é + J g () X d d%]
)

d) Lien entre et g (¥) :

aQ

La mesure de gg permet donc d'atteindre la transformée de Fourier de g (;).
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Exemples d'application de la formule précédente :

Revenons i la diffusion des rayons X par un atome :
Nous avons vu que la section efficace de diffusion &lastique

(aiffusion Thomson) &tait donnée par la relation

> >
el . .2@ ¢)7| J o (F) X T aF|?

Lorsque la diffusion s‘accompagne d‘un changement de fréguence du photon,
on dit qu'il s'agit de la diffusion Compton. La formule (138) donne la
section efficace globale, compte tenu de la diffusion &lastique et de la
diffusion avec changement de fréquence. Il s'agit donc de la section effi-
cace des processus Thomson et Compton ¢
- L >
do 2 2 , >, 11X r N
——— - +

5 T (e)\0 ex) Z L} I g (r) e dfj

Distinguons, comme nous l‘avons déja fait, le cas des rayons X mous et des

rayons X durs 3

=

o) Photons X mous ¢ est pgrand devent l'extension des
| X | TGN
; > > ix r viod g .
fonctions g (r) et p (r) : on peut remplacer e par 1 dens l'intégravion
des formules (139) et (1L0).

. . . 8 . 2 ,> >
Le diffusion Thomson donne une section efficace r0 (eA e}
o}

¥

)2 Z2

et la diffusion "Thomson + Compton" une section efficace r02 (gk Zk)a Z [é+z»;J
2 .2
On en déduit que la diffusion est €lastique (uniquement Thomson).

Le recul produit par lfimpact du photon X mou, peu énerpique, est "encaissé" par

1%atome tout entier qui reste dans le m@me &tat quantique : le photon ne change

pas de fréquence. Il existe une certeine analogie avec l'effet MOssbauer dans
lequel le recul est "encaissé" par un réseau tout enticr et non par les atomes

individuels qui le constituent.
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£) Photons X durs : i est petit devant 1'extension des
| x >

fonctions g (¥) et p (¥). L'exponentielle e’ ¥ oscille tres rapidement
pour ; # 0, ce qui rend négligeubles les intégrales correspondantes, Si on
exclut la diffusion en avant, on a

doel

an =0

tandis que la diffusion "Thomson + Compton" donne

do _ 2 ,> > .2
= =2, (e &)

o
‘La diffusion, dans les directions gutres que la direction avant,
est uniquement du type Compton (avec changement de fréquence),

Si on se souvient que ro2 (gx EA)Q est la section efficace
différentielle de diffusion classique dfun glectron, tout se passe alors
comme si les Z électrons diffusaient indépendamment les uns des autres : Le
recul produit par 1l'impact du photon X dur, trds énergique, est encaissé non
plus par l1l'atome, mais par les &lectrons individuels, ‘

La mesure de la section efficace de diffusion des photons X durs
est donc proportionnelle au nombre d'électrons diffuseurs et permet la mesure

du numéro atomique (cf expériences de Barkla).
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7°) Interrrétation Dh}Slque et propriétés ess sentielles de

¢ (¥, t)

a) Interprétation approchée :

En premiére approximation, on peut ne pas tenir compte du
fait que r (0) et rl (t) ne commutent pas dans 1l'expression (130), les
con81derer comme des nombres et effectuer le produit de convolution entre
les deux distributions de Dirac., On assimile clors G (;, t) & la quantité
Goy (¥, t) =3 ) P, .Z. < no 8 I (0) - ri(t) + ;1 | ng >

n, 0 1,] —

ce qui constitue 1'approximation classique.
PP !

Par un raisonnement analogue & celui développé 3 propos de
<> . > .
G (r, 0), on montre que cette quantité, Goy (ry t), que 1l'on appelle la
Fonction de Corrélstion spatio~temporelle de Van Hove, représente la pro=-
babilité pour qu'une particule quelconque du systéme &étant en un point donné

~

une particule.guélconque du systcme (1a méne ou une autre) soit 4 une distance

->
vectorielle r de ce point, un instant t plus tard.
b) Effets quantiques :
Cependant le fait que r (0) et r (t) ne commutent pas fait que

(¥, t) n'est pas égal & C (¥, t )c Cette dliference est responsable dleffets
purement quantiques,
Par exemple G_, (¥, t) est manifestement réel alors que G (;, t)
est en général complexe. En effet, on peut écrire, d'eprés (130)

{G(?,t)?* 1% 1 J ar' [_r t):l [;(O)+r-r'-l >

1,3
> o>
¢ (r, t) car r (0) et r. (t) ne commutent pas.

n
1
A

.

-+ ->
=r

’, . . . ->
De fagon plus précise, en effectuant le changement de variable muette r'-r =

ZG (;. t)}i‘ --I%- < z J ar" ¢ [}wr +r"‘[ [}' (0)r _J >

1,
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L'état initisl du systéme diffuseur p = : P | n_><ng
n o

o
étant stationnaire, la valeur moyenne < > n'est pas modifiée par une

translation dans le temps de -t si bien que 1l'on a 3
* -
{G(;, t) } = %I- < f ar" 8 [}'-?i(o) - ?ﬂ 8 Ej(--t) - ?'ﬂ
1,

G (=73 =t)

i

On aboutit donc & la relation

(142) {G (r, t) }*‘ = G (=1, =t)
qui était &vidente a priori puisque d'aprds (129), elle constitue la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que S (;, w) soit réel.

¢) Valeur asymptotique de G (7, t) s

On doit sfattendre A ce que les corrélations disparaissent
—' .
lorsque | r | -+ © ou l t l > o , Or en 1l'absence de corrélations, la valeur
moyenne d'un produit est_€gale au produit des valeurs moyennes. On a donc

->

(143) < I ¢ t»j(o) +r-r'| 8 | T -+ri(t)] >

1,) e ;
< § $ tfj(o) + T - 57]> < g $ [:;' - ;i(tz >

l;l > @

l t | > o

o (F' = 7) p (F)

Remarque : On aurait 4@ en fait écrirve p (¢! - ¥, 0) p (r', t). L'état initial du

syst&me diffuseur &tant stationnaire, les densités ne dépendent pas du temps.

On déduit donc d'aprds (130) :

. = .:!‘. T > > >,
Gasymptotique (r, t) N I ar' p (r = r') p (r')

Pour un systdme homogéne p est constant et égale & N/V.

On s alors
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La quantité physiquement intéressante, pour la mesure des corrélations
spatio-temporelles est la différence entre G (r, t) et sa partie asympto-

tique, si bien que nous poserons :

cFu=o G uedo G, @ e

On a alors

s (X, w) J i(xr=ut) o (2 ¢) o at

mlz tv,z

- >
I 1 X F= Wbl (7, t) ar at

i(+_) t) > > > e >
J(f et WX T T WY g¥ at ar' p (¥t =) p (¥')
217 )
Or la deuxiéme intégrale s'écrit
>
I=26 (w) II e T g art p (¥ - 7) p (F)
et représente le produit de § (w) par la transformée de Fourier d'un produit

de convolution, qui est égale au produit des transformées de Fourier. On a

donc
>

= 6§ (w) | f ar e*X T p (;)l2

D'ou

- N i(x t) iy » 2

-— _).

5 (X, w) = 3= f X T - at) g (F, t) ar at + & (w) | f ar % T o (D)7
On en déduit donc que la contribution & S (;, w) de la valeur asymptotique de
G (¥, t) permet de décrire la diffusion élastique alors que la contribution de

(;, t) permet de décrire la diffusion inélastique.,

d) Portée de la corrélation. Temps de corrélation :

. .. -+ .
Nous avons vu que c'est finalement la quantité G' (ry t) qui
mesure les corrélations spatio~temporelles entre les particules du centre

. LT 2 >
diffuseur. Cette quantité tend vers zéro lorsque ! r ] > out >
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Physiquement, on peut dire que si une particule passe en un
point donné i un instant donné, elle perturbe la distribution des particules
aux points environnants et aux instants voisins. C'est cette perturbation qui
est représentée par G' (&, t). Elle s'évanouit i une distance suffisante et
au bout d'un temps suffisammcat long; qualitativement, on peut définir une
longueur Ro telle que ¢! (;, t) soit négligeable quel que soit t si

* - - .
| v | >> R o R, représente la portée de la corrélation.

De méme, on peut définir un temps T tel que a' (¥, t) soit

négligeable quel que soit r si | ¢ | »>> Téo T, représente le temps de corré-

lation ou de relaxation, au bout duquel la perturbation a disparu.

Tes notions de portée et de temps de corrélation sont trés im=
portants. Leur sens physique est trds clair, mais il est difficile en gtnéral
de les calculer. .

On peut qualitativement dire, la "partie inélastique" de S (; . W)
étant la transformée de Fourier de G' (¥, t), que la diffusion inélastique

n'est importante que si les inégalités suivantes sont satisfaites

> 1
=

[o]

1

w,t T

(o]

e) Condition de validité de 1'approximation quasistatique s

Nous pouvons maintenant revenir aux conditions de validité de

1'approximation quasistatique,
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Nous avons vu qufil faut que le triangle AOB soit pratiquement isocéle et

notamment on doit avoir

BC << AB
¥° ko Ok
Or BC ='MAk° avec -———ETSL—~D = Ae
Ae m w m
D'oll BC = — = - N —— (dfaprds(1s7))
KQ ko K KO - ﬂ ko To |
R S
Vo To

en appelant ~ V _ la vitesse de la particule incidente.

1

Ro

o
De méme AB = | X |~ (dtaprés(1L6))

Finalement 1'inégalité (148) s'écrit

1 1
>> 3
Ro Vo 10
soit Ro
To >> 7 = 'I‘l
o)

Tl est le temps mis par la particule pour parcourir une distonce &gale 2 la

rortée de la corrélation.

Si ce temps T. est trés court devant le temps de relaxation To, la particule

1
incidente va trop vite pour &tre sensible aux corrélations temporelles : la

diffusion est décrite par la corrélation spatiale G (;, 0). On peut dire

é" & un instant

encore que la particule diffusée voit le centre diffuseur "fig
donné si elle va suffisamment vite. D'ol le nom d'approximation quasistatique

et la signification physique de 1'inégalité (1L9).
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