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Exercice

Les questions 1 et 2 de cet exercice sont indépendantes.
1. Montrer que pour tout n € N, 7 divise 20213" — 2022".

2. Déterminer la factorisation en nombres premiers de 10! A 1019,

Probléme 1
(D ‘aprées ENSTIM MPSI 2010}

On note P l'ensemble des entiers naturels premiers.

1. Rappeler ’énoncé du petit théoréme de Fermat.

2. Redémontrer que pour tout p € P et tout k € [1,p — 1], p divise (i)
On considére la suite (uy,)nen définie par :

ug =3, up =0, up =4 et pour tout n € N, upi3 = 2upy1 — duy

L’objectif de ce probléme est de prouver que pour tout p € P, p divise u,.

3. Calculer ug, uy et us.
Vérifier que la propriété a démontrer est vraie pour p < 5.

4. Ecrire en Python une fonction calculerTermes prenant en argument un
entier naturel n et retournant le terme d’indice n de la suite (up)nen-

-2 0 0
Onpose M =1 0 1 1
0 -1 1

5. Montrer que, pour tout k € N, il existe ag, b, cx € Z tels que

a, O 0
Mk = 0 bk Ck
0 —ci b

6. Déterminer le terme général de la suite (ag)ren.

7. On pose, pour tout k € N, zi = b + ic.

(a) Soit k € N. Exprimer 2,1 en fonction de z.

(b) Montrer que, pour tout k € N, by = Re((1 4 4)F).
8. Calculer M3 et déterminer des réels o, 3 tels que M? = als + SM.
9. Montrer que pour tout n € N, wu, = a, + 2b,.

10. Conclure.

Probléme 2 - Vitesse de convergence d’une suite

(D’aprés Centrale PC 2017 et CCINP PC 2021)

L’objectif de ce probléme est de formaliser la notion intuitive de vitesse de
convergence d’une suite, et de ’étudier sur des exemples.
On note F 'ensemble des suites réelles (u,)n,en convergentes telles que

VneN, u,# lim wug
k—+o0

A toute suite (u,)neny de E de limite égale & ¢, on associe la suite (u)pen
définie par

VYneN, uf

n —

Upp1 — 4
Up — £

On note E° I'ensemble des suites (up)nen € E telles que (u)nen soit conver-

gente.

1. Définition de la vitesse de convergence
1. Montrer que E€ est non vide.

2. Montrer que E° est strictement inclus dans E.

24+ (1)
n+1

3. Soient (uy)nen € E° qui converge vers 0 et (vp)nen € E€ qui ne s’annule
pas. Montrer que (u,vp)nen € E°.

On pourra considérer la suite de terme général u,, =

4. Soit (up)nen € E°, on note £€ la limite de (uf)nen.
Montrer que £¢ € [0, 1].

Si (up)nen € E¢, on dira que la convergence de cette suite est :
o lente si 0 =1,
e géométrique de rapport L€ si (¢ € ]0,1],

e rapide si € = 0.
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II. Quelques exemples
Les questions 5, 6 et 7 de cette partie sont indépendantes.

5. Montrer que les suites ci-dessous appartiennent & E° et donner leur vitesse
de convergence :

(a) <ih)neN

1
(b) ((_‘_1)/%) ot k € N* est un entier naturel fixé
n neN

(¢) (n+1)*¢")pen ot k € N* et ¢ € 10, 1[ sont fixés

6. Vitesse de convergence de la méthode de Héron
On considére dans cette question la suite (uy)nen définie par ug = 2 et

1 2
pour tout n € N, vy = = (un + >
2 Up,

(a) Montrer que (un)nen est bien définie et que tous ses termes sont
strictement positifs et rationnels.

(b) Montrer que pour tout n € N, u,? —2 > 0.

(c) Etudier la monotonie de (ty)nen.

(d) Déduire des questions précédente que (uy,)pen converge, préciser sa
limite.

(e) Justifier que (up)nen € E.

(f) Montrer que pour tout n € N, w41 — V2 =

1 X=2
2 U,

(g) En déduire que (up)neny € E° et donner sa vitesse de convergence.

7. Vitesse de convergence d’une suite définie par une intégrale
On pose, pour tout n € N*,

1 1 —x
I, = / In (1 + f) e *dx et Jp = / ne dz
0 n o n+x

n e—1 e—1
<J, < .
n+1 e e

En déduire que (J,)pen+ converge, déterminer sa limite.

(a) Montrer que pour tout n € N*,

(b) A 'aide d’une intégration par parties, exprimer I,, en fonction de .J,,.

(¢) En déduire que la suite (I,)nen+ converge, préciser sa limite.
On admet alors que (Ip,)pen+ € E.

(d) On pose, pour tout n € N*, a,, = nl,. Déduire des questions précé-
dentes la convergence et la limite de la suite (ay)nen=.

(e) Montrer alors que (Ip,)nen+ € E° et déterminer sa vitesse de conver-
gence.

ITI. Lien avec la convergence d’ordre r
Soit (un)nen € E de limite égale a ¢, soit » > 1. On dit que la convergence
Un+1 —
un — £|"
8. Montrer que si (up)peny € E€ a une convergence d’ordre r, alors elle a
également une convergence rapide.

de (upn)nen est d’ordre r si la suite de terme général est bornée.

9. On va montrer que la réciproque est fausse grace a un contre-exemple.
n

n
1 1 1
On pose, pour tout n € N*, §,, = g Pk Tn="S5+—etUn= E TR
! nn!
k=0 k=0

(a) Montrer que la suite (Up,)nen+ converge et calculer sa limite.

(b) Montrer que les suites (Sp)nen+ et (T )nen+ sont adjacentes.
En déduire que (Sp)nen+ € E. On notera s sa limite.

(¢) Montrer que pour tous k,n € N*,

1 1
< Sn+l<: - Sn <

CES Sy

(d) En déduire que la convergence de (Sy)nen+ est rapide.

(e) Soit r > 1. Montrer que la convergence de (S,)nen+ n'est pas
d’ordre r.



