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Corrigé du DS n◦2

Exercice 1
1. Montrons la négation : ∃B ∈ P(E), ∃A ∈ P(B),∀X ∈ P(E), A ∩X 6= B.

Soit x un élément de E, posons B = {x} ∈ P(E) et A = ∅ ∈ P(B).
Alors pour tout X ∈ P(E), A ∩X = ∅ 6= B.
Ainsi la négation est vraie, et donc l’assertion de départ est fausse.

2. Cette assertion est vraie. Démontrons-le. Soient B ∈ P(E) et A ∈ P(B). Posons X = B\A. On a alors A∪X = A∪ (B\A) = B.
L’assertion est démontrée.

3. Supposons par l’absurde que cette assertion est vraie. Posons z = 0, alors il existe z′ ∈ C tel que Re(z) 6= Re(z′) mais ez = ez
′
.

Écrivons z′ = a + ib avec a ∈ R∗, b ∈ R. On a alors e0 = 1 = ea+ib = eaeib. En prenant le module, il s’ensuit |1| = |eaeib| soit
ea = 1 puis a = 0, contradiction. Donc l’assertion est fausse.

4. Cette assertion est vraie. Soit z ∈ C, écrivons z = a+ ib avec a, b ∈ R.
Posons z′ = a+ i(b+ 2π). On a alors Im(z′) = b+ 2π 6= b = Im(z).
Et par ailleurs, ez

′
= ea+ib+2iπ = ea+ibe2iπ = ez × 1 = ez. L’assertion est démontrée.

Exercice 2 (d’après CCINP MP 2021)
1. Soit z ∈ C∗. On appelle argument de z tout réel θ tel que z = |z|eiθ.
2. Les solutions de l’équation sont les racines n-èmes de l’unité, soit les e

2ikπ
n avec k ∈ [[0, n− 1]]. Il y en a n.

3. Soit z ∈ C. Remarquons d’abord que si z = i, on a (z − i)n = 0 et par ailleurs (z + i)n = (2i)n 6= 0.
Ainsi i n’est pas solution de l’équation. Supposons désormais z 6= i. On a alors

(z − i)n = (z + i)n ⇔
(
z + i

z − i

)n
= 1

⇔ ∃k ∈ [[0, n− 1]],
z + i

z − i
= e

2ikπ
n (question 2)

⇔ ∃k ∈ [[0, n− 1]], z + i = e
2ikπ
n (z − i)

(z − i)n = (z + i)n ⇔ ∃k ∈ [[0, n− 1]], (1− e2ikπ)z = −(1 + e
2ikπ
n )i

Or, pour tout k ∈ [[0, n− 1]], 1− e
2ikπ
n = 0⇔ k = 0 et alors, −(1 + e

2ikπ
n )i = −2i 6= 0. Il s’ensuit

(z − i)n = (z + i)n ⇔ ∃k ∈ [[1, n− 1]], z = −i1 + e
2ikπ
n

1− e 2ikπ
n

⇔ ∃k ∈ [[1, n− 1]], z = −ie
i kπn (e−i

kπ
n + ei

kπ
n )

ei kπn (e−i kπn − ei kπn )

⇔ ∃k ∈ [[1, n− 1]], z = −i
2 cos

(
kπ
n

)
−2i sin

(
kπ
n

)
(z − i)n = (z + i)n ⇔ ∃k ∈ [[1, n− 1]], z =

1

tan
(
kπ
n

)
L’ensemble des solutions est alors

{
1

tan
(
kπ
n

) , k ∈ [[1, n− 1]]

}
. Il y a n− 1 solutions, toutes réelles.

Exercice 3
Soit E un ensemble. On note SE l’ensemble des applications de E dans E bijectives. On définit sur F(E,E) la relation ∼ par :

∀f, g ∈ F(E,E), f ∼ g ⇔
[
∃ϕ ∈ SE , f = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1

]
1. On a IdE ◦ IdE = IdE , ce qui prouve que IdE est bijective et que (IdE)

−1 = IdE .
2. • Soit f ∈ F(E,E). On a f = IdE ◦ f ◦ (IdE)−1 avec IdE ∈ SE .

Cela prouve que f ∼ f et que ∼ est réflexive.
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• Soient f, g, h ∈ F(E,E) telles que f ∼ g et g ∼ h. Ainsi il existe ϕ,ψ ∈ SE telles que f = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 et g = ψ ◦ h ◦ ψ−1.
Par suite, f = ϕ◦ψ ◦h◦ψ−1 ◦φ−1 = (ϕ◦ψ)◦h◦ (ϕ◦ψ)−1 avec ϕ◦ψ bijective comme composée de deux fonctions bijectives.
Cela prouve que f ∼ h et que h est transitive.

• Soient f, g ∈ F(E,E) telles que f ∼ g. Ainsi il existe ϕ ∈ SE telle que f = ϕ ◦ g ◦ϕ−1. Alors g = ϕ−1 ◦ f ◦ϕ avec ϕ−1 ∈ SE
puisque c’est la réciproque d’une application bijective. Ainsi g ∼ f est ∼ est symétrique.

On a donc prouvé que ∼ est une relation d’équivalence sur F(E,E).
3. Soit f ∈ F(E,E). On a f ∈ [IdE ]∼ ⇔ f ∼ IdE ⇔ ∃ϕ ∈ SE , f = ϕ ◦ IdE ◦ ϕ−1
⇔ ∃ϕ ∈ SE , f = ϕ ◦ ϕ−1 ⇔ f = IdE . Ainsi [IdE ]∼ = {IdE}.

4. Soit h ∈ F(E,E).
(a) Supposons h bijective. Soit f ∈ [h]∼.

Alors il existe ϕ ∈ SE telle que f = ϕ ◦ h ◦ ϕ−1. Ainsi f est bijective comme composée d’applications bijectives.
Cela prouve que f ∈ SE et que [h]∼ ⊂ SE .

(b) Supposons que h n’est pas bijective, et par l’absurde que [h]∼ et SE sont non disjoints. Soit alors f ∈ [h]∼ ∩ SE . On a donc
h ∼ f , par conséquent il existe ϕ ∈ SE telle que h = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1. Mais f est bijective, par conséquent h est bijective comme
composée d’applications bijectives : contradiction. Cela prouve que l’hypothèse de départ est fausse, et que [h]∼ et SE sont
disjoints.

Exercice 4
1. Soit f ∈ F(C,C) une similitude directe.

Il existe donc a, b ∈ C tels que ∀a, b ∈ C, f(z) = az + b. On a alors{
f(0) = 3

f(1− i
√
3) = 7

⇔
{

a× 0 + b = 3

a(1− i
√
3) + b = 7

⇔
{

b = 3
a = 7−3

1−i
√
3

Il existe donc un unique couple (a, b) ∈ C2 tel que la similitude f satisfasse les conditions.

De plus, a =
4

1− i
√
3
=

4(1 + i
√
3)

12 + (
√
3)2

=
4(1 + i

√
3)

4
= 1 + i

√
3.

Ainsi, f a pour expression complexe f(z) = (1 + i
√
3)z + 3 pour tout z ∈ C.

2. Comme a 6= 1, la similitude f est la composée d’une rotation et d’une homothétie de même centre.

Le centre a pour affixe ω =
3

1− (1 + i
√
3)

=
3

−i
√
3
= i
√
3.

Le rapport de l’homothétie est |1 + i
√
3| =

√
12 + (

√
3)2 =

√
4 = 2.

On a alors 1 + i
√
3 = 2

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= 2eiπ/3. L’angle de la rotation est donc de

π

3
.

Problème : une caractérisation des polygones réguliers
I. Généralités

1. Pour tout z ∈ C, pour tout j ∈ [[1, n]], la fonction Pj : z 7→ z − aj est polynomiale de degré 1 et de coefficient dominant
égal à 1. Par conséquent, d’après le résultat admis dans l’énoncé, la fonction PS = P1 × · · · × Pn est polynomiale de degré
deg(P1) + · · ·+ deg(Pn) = n et de coefficient dominant 1× . . .× 1 = 1.

2. Soit t ∈ R. On a fS(t) =
n∏
j=1

|eit − aj | =

∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

(eit − aj)

∣∣∣∣∣∣ = |PS(eit)|.
3. (a)

O

U

S

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4
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(b) Soit z ∈ C. On a ici PS(z) = (z − 1)(z − i)(z + 1)(z + i) = (z2 − 1)(z2 + 1) = z4 − 1.
Soit t ∈ R. On a, d’après la question 2, fS(t) = |PS(eit)| = |e4it − 1| = |e2it(e2it − e−2it)| = |2i sin(2t)| = 2| sin(2t)|.

4. Soit t ∈ R. On a fS(t) = 0⇔
(
∃j ∈ [[1, n]], eit − aj = 0

)
⇔
(
∃j ∈ [[1, n]], eit = aj

)
⇔ eit ∈ S

5. • (i)⇒ (ii) : si S = T alors PS = PT .
• (ii)⇒ (iii) : supposons PS = PT .

Alors, pour tout t ∈ R, d’après la question 2, fS(t) = PS(eit) = PT (eit) = fT (t), ce qui prouve fS = fT .
• (iii)⇒ (i) : supposons fS = fT . Soit z ∈ U. Il existe t ∈ R tel que z = eit. Par suite, d’après la question précédente,

z ∈ S ⇔ fS(t) = 0 ⇔ fT (t) = 0 ⇔ z ∈ T

Ce qui prouve que S = T .
6. (a) Pour tout j ∈ [[1, n]], rθ(aj) = eiθ(aj − 0) + 0 = eiθaj .

(b) Soit z ∈ C. On a PSθ (z) =
n∏
j=1

(z − rθ(aj)) =
n∏
j=1

(z − eiθaj) =
n∏
j=1

(eiθ(e−iθz − aj) = (eiθ)n
n∏
j=1

(e−iθz − aj) = einθPS(e−iθz).

(c) Soit t ∈ R. On a, d’après la question précédente et la question 2,
fSθ (t) = |PSθ (eit)| = |einθPS(e−iθeit)| = |einθ| |PS(ei(t−θ))| = fS(t− θ).

II. Étude du maximum de fS

7. Soit t ∈ R. Pour tout j ∈ [[1, n]], 0 ≤ |eit − aj | ≤ |eit|+ |aj | = 2 d’après l’inégalité triangulaire.

Par suite, fS(t) =
n∏
j=1

|eit − aj | ≤
n∏
j=1

2 = 2n.

8. (a) Posons k = −
⌊
t

2π

⌋
∈ Z.

On a alors, par définition de la partie entière, −k ≤ t

2π
< −k + 1 d’où −2kπ ≤ t < −2kπ + 2π puis 0 ≤ t+ 2kπ < 2π.

(b) Par double inclusion.
⊂ : soit y ∈ fS(R). Soit t ∈ R tel que y = fS(t). Soit k ∈ Z tel que t+ 2kπ ∈ [0, 2π[, l’existence de ce k ayant été démontrée
à la question précédente. On a alors fS(t+ 2kπ) = |PS(ei(t+2kπ))| = |PS(eit)| = fS(t) = y.
Cela prouve que y ∈ fS([0, 2π[), et que fS(R) ⊂ fS([0, 2π[).

(c) ⊃ : on a [0, 2π[⊂ R donc fS([0, 2π[) ⊂ fS(R).
9. Cet ensemble est non vide puisqu’il contient fS(0). De plus, il est majoré par 2n d’après la question 7.

Il possède par conséquent une borne supérieure.
10. Soit θ ∈ R. Pour tout t ∈ R, on a fSθ (t) = fS(t− θ) d’où fSθ (R) = fS(R).

On en déduit KSθ = sup(fSθ ([0, 2π[)) = sup(fSθ (R)) = sup(fS(R)) = sup(fS([0, 2π[)) = KS .

11. Cas où S est un polygone régulier
(a) D’après la question 1, la fonction PS est polynomiale de degré n et de coefficient dominant égal à 1.

Par conséquent il existe α0, . . . , αn−1 ∈ C tels que pour tout z ∈ C, PS(z) = zn +

n−1∑
j=0

αjz
j

Par suite, pour tout z ∈ C, R(z) = PS(z) − zn + 1 =

n−1∑
j=0

αjz
j + 1 ce qui prouve que R est une fonction polynomiale, de

degré n− 1 si αn−1 6= 0 et de degré strictement inférieur à n− 1 si αn−1 = 0. Dans tous les cas deg(R) < n.

(b) i. Si on note ω1, . . . , ωn les racines n-èmes de l’unité, on a pour tout z ∈ C, PS(z) =
n∏
j=1

(z − ωj)

d’où pour tout j ∈ [[1, n]], PS(ωj) = 0 puisqu’un des facteurs du produit est nul.
Par conséquent, pour tout j ∈ [[1, n]], R(ωj) = PS(ωj)− ωjn + 1 = 0− 1 + 1 = 0

ii. La fonction polynomiale R possède n racines alors que son degré est strictement inférieur à n comme on l’a prouvé à la
question 11a. D’après le cours, cela est impossible sauf si deg(R) = −∞.
Par conséquent R = 0 et pour tout z ∈ C, PS(z) = zn − 1.

(c) Soit t ∈ R. Calculons, avec le résultat précédent,

fS(t) = |PS(eit)| = |eint − 1| = |eint/2(eint/2 − e−int/2)| =
∣∣∣∣2i sin(nt2

)∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣sin(nt2
)∣∣∣∣.
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(d) On a, pour tout t ∈ [0, 2π[,

∣∣∣∣sin(nt2
)∣∣∣∣ ≤ 1 d’où KS ≤ 2. Mais pour t =

π

n
, on a fS(t) = 2| sin(π/2)| = 2.

Cela prouve que 2 est le plus grand élément de fS([0, 2π[), par conséquent KS = sup
(
fS([0, 2π[)

)
= 2.

De plus, pour tout t ∈ [0, 2π[, fS(t) = 2⇔
∣∣∣∣sin(nt2

)∣∣∣∣ = 1⇔ sin

(
nt

2

)
∈ {−1, 1} ⇔ nt

2
≡ π

2
[π]

Cela équivaut enfin à t ≡ π

n

[
2π

n

]
, soit t ∈

{
(2j − 1)π

n
, j ∈ [[1, n]]

}
.

Ainsi, si on pose tj =
(2j − 1)π

n
pour tout j ∈ [[1, n]], la borne supérieure KS est atteinte en t1, t2, . . . , tn ∈ [0, 2π[.

(e) On a, pour tout j ∈ [[1, n]], eitj = ei
(2j−1)π

n = e−i
π
n e

2ijπ
n = e−i

π
nωj . Ainsi, le polygone S′ = {eit1 , . . . , eitn} se déduit du

polygone S = {ω1, · · · , ωn} par la rotation de centre O et d’angle −πn .

O

U

S

S′

•
ω1

•
ω2

•
ω3

(f) Supposons maintenant que S soit un polygone régulier à n côtés quelconque. Soit θ ∈ R tel que Sθ = Un.
D’après la question 10 et le résultat précédent, on a alors KS = KSθ = KUn = 2.

12. Quelques lemmes

(a) i. Si k ∈ nN, alors ωjk = 1 pour tout j ∈ [[1, n]] et
n∑
j=1

ωj
k =

n∑
j=1

1 = n.

Si k /∈ nN, alors ei 2kπn 6= 1 et
n∑
j=1

ωj
k =

n∑
j=1

(ei
2(j−1)π

n )k =

n∑
j=1

(ei
2kπ
n )j−1 =

n−1∑
j=0

(ei
2kπ
n )j =

1− (ei
2kπ
n )n

1− ei 2kπn
=

1− 1

1− ei 2kπn
= 0.

ii. Par suite,
n∑
j=1

Q(ωj) =

n∑
j=1

(
ωj
n +

n−1∑
k=0

bkωj
k

)
=

n∑
j=1

ωj
n +

n∑
j=1

n−1∑
k=0

bkωj
k =

n∑
j=1

1 +

n−1∑
k=0

bk

n∑
j=1

ωj
k = n+ nb0 = n(b0 + 1).

Soit k ∈ [[1, n− 1]]. On a

n∑
j=1

ωj
kQ(ωj) =

n∑
j=1

ωj
k

(
ωj
n +

n−1∑
`=0

b`ω
`
j

)
=

n∑
j=1

ωj
kωj

n+

n∑
j=1

n−1∑
`=0

b`ω
`
jωj

k =

n∑
j=1

ωj
k+

n−1∑
`=0

b`

n∑
j=1

ωk+`j = 0+bn−k

n∑
j=1

1 = nbn−k

(b) i. Supposons que

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

|zj |.

Montrons par récurrence sur n qu’il existe θ ∈ R tel que, pour tout j ∈ [[1, n]], zj = |zj |eiθ.
Pour n = 1, en écrivant z1 sous forme trigonométrique, il existe θ ∈ R tel que z1 = |z1|eiθ.
Soit n ∈ N, n ≥ 2 tel que le résultat soit vrai pour n− 1. On a alors, d’après l’inégalité triangulaire,∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

zj + zn

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣+ |zn| ≤
n−1∑
j=1

|zj |+ |zn| =
n∑
j=1

|zj |

Mais par hypothèse, les termes de gauche et de droite sont égaux : toutes les inégalités sont en fait des égalités.

En particulier,

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

zj + zn

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣+ |zn|.
D’après le cas d’égalité de l’inégalité triangulaire vu en cours, il existe par conséquent λ ∈ R+ tel que zn = λ

n−1∑
j=1

zj .

Mais par hypothèse de récurrence, il existe θ ∈ R tel que pour tout j ∈ [[1, n− 1]], zj = |zj |eiθ.
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D’où zn =

λ n∑
j=1

|zj |

 eiθ et |zn| = λ

n∑
j=1

|zj |.

Par conséquent zn = |zn|eiθ et le résultat est démontré pour n, ce qui conclut la récurrence.

ii. D’après l’inégalité triangulaire,

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|zj | ≤
n∑
j=1

M = nM .

De plus, s’il y a égalité, alors en particulier

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

|zj |.

D’après la question précédente, il existe donc θ ∈ R tel que pour tout j ∈ [[1, n]], zj = |zj |eiθ.
Et s’il existe j ∈ [[1, n]] tel que |zj | < M , alors

n∑
k=1

|zk| = |zj |+
∑

1≤k≤n
k 6=j

|zk| < M +
∑

1≤k≤n
k 6=j

|zk| ≤M +
∑

1≤k≤n
k 6=j

M = nM

Contradiction avec le fait que
n∑
k=1

|zk| = nM .

Donc pour tout j ∈ [[1, n]], |zj | =M et pour tout j ∈ [[1, n]], zj = |zj |eiθ =Meiθ.
Les zj sont donc tous égaux et de module M .
Réciproquement, si les zj sont tous égaux et de module M ,∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Meiθ

∣∣∣∣∣∣ = |nMeiθ| = nM

13. Minoration de KS

(a) On a PS(0) = b0.

(b) Par ailleurs, |PS(0)| =

∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

(0− aj)

∣∣∣∣∣∣ =
n∏
j=1

|aj | = 1.

(c) i. On a b0 = PS(0) = 1. Or, d’après la question 12a,
n∑
j=1

PS(ωj) = n(b0 + 1) = 2n.

Si pour tout j ∈ [[1, n]], |PS(ωj)| < 2, alors par l’inégalité triangulaire,∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

PS(ωj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|PS(ωj)| <
n∑
j=1

2 = 2n

contradiction avec ce qui précède. Donc il existe j ∈ [[1, 2n]] tel que |PS(ωj)| ≥ 2.

ii. Par ailleurs, |PS(ωj)| =
∣∣PS(ei 2(j−1)π

n )
∣∣ = fS

( 2(j−1)π
n

)
, d’où KS = sup

(
fS([0, 2π[)

)
≥ fS

(2(j − 1)π

n

)
= |PS(ωj)| ≥ 2.

Et si KS = 2, alors pour tout j ∈ [[1, n]], |PS(ωj)| = f
(
ei

2(j−1)π
n

)
≤ KS = 2.

Mais on a vu que

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

PS(ωj)

∣∣∣∣∣∣ = 2n = nKS , d’où d’après le cas d’égalité dans la question 12b, les PS(ωj) sont tous

égaux et de module égal à KS = 2.
iii. D’après ce qui précède, si KS = 2 alors il existe τ ∈ R tel que pour tout j ∈ [[1, n]], PS(ωj) = 2eiτ . Mais on a vu que

2neiτ =

n∑
j=1

PS(ωj) = 2n

d’où eiτ = 1 et pour tout j ∈ [[1, n]], PS(ωj) = 2. Déterminons les coefficients du polynôme PS .
On a b0 = PS(0) = 1 d’après la question 13a, et pour tout k ∈ [[1, n − 1]], d’après les questions 12(a)i et 12(a)ii,

bn−k =
1

n

n∑
j=1

ωj
kPS(ωj) = 2

n∑
j=1

ωj
k = 0. On en déduit que PS(z) = zn + 1 pour tout z ∈ C.
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(d) Comme |PS(0)| = 1, il existe τ ∈ R tel que PS(0) = eiτ .
Alors, d’après la question 6b, pour tout θ ∈ R, PSθ (0) = einθPS(0) = einθeiτ = ei(nθ+τ).
En particulier, en posant θ = − τ

n
, on a PSθ (0) = 1.

(e) On a vu à la question 11f que si S forme un polygone régulier, alors KS = 2. Réciproquement, supposons KS = 2.
D’après la question précédente, il existe θ ∈ R tel que PSθ (0) = 1, et d’après la question 10, KSθ = KS = 2.
Ainsi, d’après la question 13(c)iii, on a pour tout z ∈ C, PSθ (z) = zn + 1.
Soit t ∈ R. On a alors eit ∈ Sθ ⇔ fSθ (t) = 0 ⇔ PSθ (eit) = 0 ⇔ eint = −1 = eiπ ⇔ t = π

n + 2kπ
n , k ∈ Z.

Ainsi Sθ = {eit1 , · · · , eitn} avec tj =
(2j − 1)π

n
pour tout j ∈ [[1, n]].

Or on a vu à la question 11e qu’alors Sθ = r−πn (Un) donc Sθ forme un polygone régulier.
Par suite, S = r−θ(Sθ) forme également un polygone régulier. La réciproque est démontrée.


