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Exercices corrigés

Merci de me signaler toute coquille présente dans ce document : selim.cornet@dauphine.fr

Exercices du polycopié
Exercice 8.6

Soient b > a > 0 et f : [a,b] — R une fonction de classe C! et convexe sur [a, b].

1. Rappelez la définition de f est convexe sur [a, b].

V(Q. Qo) € a2, 1 1(@0) (1 _ QO) (f’(%) - m“) (8.2)

2. En déduire que

Q Qo Q Qo

3. Considérons un bien A dont le coiit total de fabrication est lié & la quantité produite Q € [a,b] par la relation

C=fQ).
(a) Rappelez la définition du cofit moyen et du cofit marginal.

(b) On suppose qu’il existe une quantité Q* pour laquelle le cofit moyen et le colit marginal s’égalisent. Déduire
de (8.2) que le colit moyen atteint son minimum en Q*.

Corrigé

1. f est convexe si sa courbe représentative est au-dessus de toutes ses tangentes sur [a, b], c’est-a-dire si
VQo € [a,b],YQ € [a,b], f(Q) > f(Qo) + f'(Qo)(Q — Qo)

2. Soient Qp, @ € [a,b]. Comme Q > 0 et Qo > 0, on déduit de la relation précédente :

92100, (1)
N f(g) f(g 0) > f(gO) _ f(éio) <1—%°)f(@0)
(o) (o)
La relation (8.2) est démontrée pour tout (Qg, Q) € [a, b]>.
3. (a) Le cofit moyen est donné par fi(Q) = ! g), et le coiit marginal par fm(Q) = £/(Q).

Q)
Q*

(b) En Q*, on a donc = f(Q*). En remplagant Qg par Q* dans la relation (8.2), on a alors

cest-a-dire fa(Q) — far(@Q*) > 0 pour tout Q € [a,b]. Par définition du minimum global, la fonction fa;
posséde donc un minimum global sur [a, b] en Q*.
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Exercice 13.5

Soit la fonction f définie par
fla,y) = ay’

ol v et 8 sont des réels non nuls. Soit C = {(x,y) € R%,z > 0,y > 0}. On admet que C est ouvert. Etudier la convexité
(ou la concavité) de f sur C en discutant selon les valeurs de « et S.

Corrigé

Commencons par remarquer que pour tout (z,y) € C, on a In(f(z,y)) = aln(z) + Sln(y). Ainsi, sia < 0,8 < 0, Inof est
convexe (par les propriétés d’extension et d’addition), donc f est convexe.

af af

Calculons les dérivées partielles de f. On a, pour tout (z,y) € C, a—x(a:,y) = az* 1P, a—y(a:,y) = Bx®yP T,
puis ﬁ(ac, y) = ala — 1)z 2ys, il (z,y) = afz" 1yt a—Q(x,y) = (B —1)z*y?~2. Le déterminant de la matrice
Ox? 0xdy Oy?

hessienne en (z,%) vaut donc 7t — 52 = afB(a — 1)(8 — 1)x2* 7294202 — (aB)202272y20~2 = aB(1 — a — )220~ 2y ~2,
Celui-ci est du signe de a8(1 — o — ). Ainsi :

e Sia<0,8>0eta+pB<1,onart—s>>0etr>0,donc f est convexe.
e Sia<0,8>0eta+B>1,onart—s><0etr>0,donc f n’est ni convexe ni concave.
e On peut faire la méme analyse dans le cas symétrique o > 0, 8 < 0.

eSia>0/3>0,rt—s?est dusigne de 1 — «a — 3. Ainsi, si celui-ci est positif, on a r < 0 : en effet, comme
O0<a+p8<1l,onaa—1<0. f est donc concave. En revanche, si 1 —a — 8 < 0, f n’est ni convexe ni concave.

On résume tous ces résultats dans le tableau ci-dessous.

@ B | a+p f est

<0]| <0 - convexe

<0 | >0 <1 convexe
<0|>0 >1 ni convexe ni concave
>0 | <0 <1 convexe

>01| <0 >1 ni convexe ni concave
>0 | >0 <1 concave
>01|>0 >1 ni convexe ni concave

Exercice 13.8

Soit la fonction f définie par f(z,y) = (y — 1)In(y — 1) — In(z) + 22 — 2y + 2y> — Ty — %x + 3.
1. Donner le domaine de définition Dy de f et faire un dessin de cet ensemble.
2. L’ensemble Dy est-il convexe ? Est-il ouvert ?

Montrer que f est de classe C? sur Dy.

Montrer que la fonction ¢ : u +— wuln(u) est convexe sur son ensemble de définition.

orok W

En déduire la convexité de f sur Dy.
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Corrigé

1.

Les quantités & I'intérieur des logarithmes doivent étre strictement positives. f est donc définie sur Dy = {(x,y) €
R% x>0,y > 1}.

Dy est convexe et ouvert car c’est I'intersection de deux demi-plans ouverts.

1
La fonction ¢ est définie et de classe C! sur |0, +oc[. Pour tout u €]0,+o00[, on a ¢’(u) = u x — + In(u) = 1 + In(u)
u

qui est une fonction croissante, ¢ est donc convexe sur |0, +ool.

La fonction In étant de classe C2 sur R, la fonction (z,y) — —In(x) est de classe C? par extension. La fonction
(x,9) + In(y—1) est aussi de classe C? car composée d'une fonction affine par la fonction logarithme qui est de classe
C2. Par produit avec une fonction affine, la fonction (z,y) — (y — 1) In(y — 1) est de classe C. f est par conséquent
de classe C?, comme somme de fonctions de classe C? et d’une fonction polynomiale qui est aussi de classe C2.

Par composition d’une fonction convexe par une fonction affine, (z,y) — (y — 1)In(y — 1) = ¢(y — 1) est convexe
sur Dy. De plus, par application du critere de convexité des fonctions polynomiales de degré 2, la fonction (z,y) —
2% — zy + 2y* — yy — Sz + 3 est convexe sur Dy (car dac —b? =4 x1x2—(=1)2=3>0et a=1>0). Enfin, la
fonction — In étant convexe, la fonction (z,y) — — In(x) est convexe d’apres la propriété d’extension. La fonction f
est une somme de fonctions convexes, elle est par conséquent convexe sur Dy.

Exercice 14.4

On consideére la fonction f définie sur R? par

N v e

224492

f(w,y) = xye” 2

71,2
On consideére la fonction ¢ définie sur R par ¢(u) = ue~ 2 . Montrer que ¢ est de classe C? sur R et calculer ¢’ et
¢//.

Déterminer les extrema de ¢ sur R et donner les plus grands intervalles (au sens de I'inclusion) sur lesquels ¢ est
convexe.

Pour tout (z,7) € R?, exprimer f(z,y) en fonction de ¢(x) et ¢(y). En déduire une expression des dérivées partielles
premicres de f en fonction de ¢ et de ¢'.

Déterminer les cinqg points critiques de f sur R2.
Toujours & 'aide des fonctions ¢, ¢’ et ¢”, donner la matrice hessienne de f en un point quelconque (x,%) de R2.
Donner la nature locale des points critiques.

On pose D = {(x,y) € R,z > 0 et y > 0}. On admet que c’est un ouvert de R2.
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(a) Montrer que D est un sous-ensemble convexe de RZ.
(b

)

) Montrer que la fonction h = Inof est bien définie sur D et étudier la convexité ou la concavité de h sur D.
(¢) En déduire sans calcul les extrema de f sur D.

)

(d) Montrer que f est bornée sur D.
Corrigé

11,2 ’ . . .
1. La fonction u + e~ est de classe C? sur R comme composée de la fonction exponentielle par une fonction
polynomiale. Par produit avec une fonction polynomiale, la fonction ¢ est donc de classe C2 sur R. On calcule, pour
tout u € R,

M)
M)

u u

#(u)=(1—-u?)e T et ¢ (u)=(u®—3u)e =

2. eOnad¢(u)=0cuc{-1,1}. Deplus ¢"(1) = 2¢7/2 > 0,¢"(1) = —2¢~/? < 0. La fonction ¢ possede
donc un minimum local en —1, de valeur ¢(—1) = —e~1/2, et un maximum local en 1 de valeur ¢(1) = e~ /2.

Montrons que ces extrema sont globaux. Comme lim = 0, il existe a € R tel que pour tout u < a, |¢(u)| <
U—r—00

e~/2. De méme, comme ugrfoo d(u) = 0, il existe b € R tel que pour tout u > b,|p(u)| < e”/2. On a
nécessairement a < —1 et b > 1. Comme ¢ est continue, elle admet un minimum et un maximum global
sur [a,b], qui sont nécessairement atteints en des points critiques ou sur le bord. Mais ¢(a) > —e 12 =
#(—1),6(b) > e /2 = $(—1), le minimum global n’est donc pas atteint sur le bord mais en « = —1. De méme,
le maximum global sur [a,b] est atteint en uw = 1. Ainsi, pour tout u € [a,b], on a ¢(—1) < ¢(u) < ¢(1). De
plus, étant donné le choix de a et b, ces inégalités sont également vraies pour tout u ¢ [a,b]. En conclusion,
pour tout u € R, on a ¢(—1) < ¢(u) < ¢(1), la fonction ¢ posséde donc un minimum global en —1 et un
maximum global en 1.

w2
e On a, pour tout u € R, ¢"(u) = u(u—+/3)(u++/3)e™ 7. L'exponentielle étant toujours positive, un tableau de
signes nous donne que ¢”(u) > 0 pour u € [—v/3,0] et u € [v/3,+00[. Ces deux intervalles sont donc les plus
grands sur lesquels ¢ est convexe.

3. On a, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = ¢(x)¢(y). On en déduit que, pour tout (z,y) € R?,

) =)o) et G (r0) = o))
/ _
4. On résout le systeme { i(;ﬂ))ﬁgi _ 8 . La premiére ligne donne ¢’(z) = 0 ou ¢(y) = 0.
o Si¢'(x)=(1- l‘2)6_§ = 0, alors nécessairement x = —1 ou = 1. Comme ¢(1) # 0, ¢(—1) # 0, la deuxiéme
ligne impose donc ¢’(y) = 0 soit, de la méme maniére, y = —1 ou y = 1.
e Si ¢'(x) # 0, alors ¢(y) = 0 ce qui impose y = 0. Comme ¢'(0) # 0, la deuxiéme ligne impose alors ¢(z) = 0

donc x = 0.
En conclusion, f posséde 5 points critiques qui sont (—1,—1), (—1,1), (1,-1),(1,1) et (0,0).
5. On a, pour tout (z,y) € R?,

2 f

2
o (@00) = @) 5-(0) = 2100

0x2

Y O*f
(z,y) = ¢"(2)p(y) 2

D’otl la matrice hessienne en (z,y) :

(F @) @)
Hf(w,y) = (¢’<x>¢'<y> ¢><x>¢"(y>>
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6. On calcule, en (z,y) € R?,

rt = 52 = §(@)o(y)o" (@)¢"(y) — ¢/ (@)% (1) = (wy(a® = 32)(y" — By) — (1 — 2?21 =) eV

Ainsi
e En (—1,-1),onart—s?>=4e2>0etr=—2e"! <0. La fonction f a donc un maximum local en (—1,—1).
e En (—1,1),onart—s>=4e 2> 0etr=2e"!>0. La fonction f a donc un minimum local en (—1,1).
e En (1,—1),onart—s?>=4e2>0etr=2e"!>0. La fonction f a donc un minimum local en (1, —1).
e En (1,1),onart —s?>=4e 2 >0etr=—2¢! <0. La fonction f a donc un maximum local en (1,1).
e En (0,0), on a 7t — s = —1 < 0. La fonction f a donc un point-col en (0, 0).

7. (a) D est convexe car c’est 'intersection de deux demi-plans ouverts.

(b) La fonction f est strictement positive sur D.

2, .2
Ainsi h = Inof est bien définie sur D, et pour tout (x,y) € D, h(z,y) = In(f(z,y)) = In(z) + In(y) — < —;y .
2
Les fonctions In et u > —— sont concaves sur R*%, donc par extension les fonctions (z,y) — In(x), (z,y) —
2 2

x
In(y), (z,y) — 3 et (z,y) — f% sont concaves sur D. La fonction h est donc concave comme somme de

fonctions concaves.

(¢) La fonction In étant strictement croissante, les fonctions f et h ont les mémes extrema locaux aux meémes
points. Or on sait déja que le seul point critique de f sur D est (1,1) et que f a un maximum local en ce point.
La fonction h a donc également un maximum local en (1,1). Mais comme h est concave, on peut donc affirmer
que h a méme un maximum global en (1,1) sur D. Comme f et h ont les mémes extrema, la fonction f a donc
aussi un maximum global en (1,1) sur D. Comme f n’a pas d’autres points critiques sur D (qui est ouvert),
elle n’a pas d’autres extrema locaux sur D.

(d) On a, pour tout (z,y) € D, f(z,y) > 0. De plus, comme f a un maximum global en (1,1) sur D, on a pour
tout (z,y) € D, f(x,y) < f(1,1) = e~!. En résumé, on a donc pour tout (z,y) € D,0 < f(x,y) < e ! La
fonction f est donc bornée sur D.

Exercice 14.8

Soient les fonctions f et g définies par

1 1

flay) =2y glz,y)=—+ "

2

1. Déterminer les extrema de f sur R? puis sous la contrainte g(z,y) = 3

2. Déterminer les extrema de g sur D, puis sous la contrainte f(x,y) = 9.
Corrigé

1. Optimisation de f sur R? (qui est ouvert).
Commengons par déterminer les points critiques. On résout le systéme :

ﬂ($7y) =0 y =0
{gz(x,y) =0 @{x =0

f posséde donc un seul point critique qui est (0,0). Déterminons sa nature. Pour tout (z,y) € R?,

0*f _O*f

62
@(%Z/)—Tyg(l‘,y)zo et !

0x0y

(x7y) =1
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Dotten (0,0),onart—s>=0x0-12 = —1 < 0. La fonction f a donc un point-col en (0, 0), et f n’a pas d’extrema
locaux sur R2.

Optimisation de f sous contrainte explicite.

1 1 2 3 3
La contrainte — 4+ — = 3 impose  # 0,y # 0 ainsi que = # Y #* 3 (car la contrainte ne peut pas étre vérifiée si
r oy

1 3
x ou y prend la valeur 5) et se réécrit % = % — % Il s’ensuit y = 315, f 3
3 T
3 32 3
On pose donc F(z) = f (x, o f 3) = 23331 3 Pour tout z ¢ {07 2}, on a
Fl(z) = 6z(2z — 3) — 2 x 322 _ 622 — 18z _ 6x(z — 3)
(22 — 3)2 (22 — 3)2 (22 — 3)2

La fonction F’ s’annule en z = 0 ou x = 3, mais le cas x = 0 est exclu ; la fonction F posséde donc un seul point

3
critique qui est x = 3. Déterminons sa nature. Pour tout = ¢ {0, 2}, on a

F(z) = 6(295 —3)(2z — 3)? —((29;2—;2) X2x2x(2r—3) (2x5:13)3
On a donc F”'(3) = g—ﬁ = % > 0. La fonction F possede donc un minimum local en 3. La valeur correspondante
de y est y = % = 3. La fonction f posséde donc un minimum local sous la contrainte en (3,3), de valeur
f(3,3) =09.

2. Optimisation de g sur Dy.

On a D, = {(z,y) € R%,x # 0,y # 0} et cet ensemble est ouvert. Cherchons les points critiques de g. Pour tout

(z,y) € Dy, ;
7 & i
{%g@c,y) =0 TUF 0

et ce systeme n’a pas de solutions. La fonction g n’a donc pas de points critiques, et pas d’extrema locaux sur D,.

Optimisation de g sous contrainte explicite.

9
Pour tout (z,y) € Dy, la contrainte zy = 9 se réécrit y = — (car x # 0). On pose, pour tout = # 0,
x

9 1 -1 1
Gz)=yg <x, > = -+ g Cherchons ses points critiques. Pour tout = # 0,G'(z) = — + g et cette fonction
x x x

s’annule en © = —3 et x = 3. 5

De plus, pour tout z # 0,G" () = —, dott G"(—-3) < 0,G"(3) > 0. La fonction G possede donc un maximum
x

local en —3 et un minimum local en 3. Par conséquent, sous la contrainte, la fonction g admet un maximum local

2 2
en (—3,—3), de valeur —3 et un minimum local en (3, 3), de valeur 3

Exercice 14.9

Soit la fonction h définie par h(x,y) = —a? — 4y

Déterminer les extrema de h sur R? et sous la contrainte x + 2y? — 2 = 0.

Corrigé

oh oh
e Optimisons h sur R2. On calcule, pour tout (z,y) € R? 6—(1, y) = —2z, a—(:c,y) = —8y. Le seul point critique de
T Y

h est donc (0,0). On remarque que h(0,0) = 0, et pour tout (z,y) € R? h(z,y) < 0. La fonction h posséde donc un
maximum global en (0, 0), de valeur 0.
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e La contrainte se réécrit + = 2 — 2y. On pose alors

h(y) = h(2—2y%y) = —(2—2y°)> —4y® = =4+ 8y° —y" —dy® = —4+4y° —y* = —(y* — 2)°

Pour tout y € R, on a h/(y) = —2(y2 — 2) x 2y. Ainsi h/(y) = 0 < y € {—v/2,0,v/2}. On remarque déja que
h(—v2) = h(v2) = 0 et que pour tout y € R, h(y) < 0 : la fonction i admet donc un maximum global en —/2 et
V2, de valeur 0. Reste a étudier la nature du point critique 0. On a h”(y) = —12y> + 4 donc h”(0) = 4 > 0. La
fonction h posséde donc un minimum global en 0, de valeur h(0) = —4. Comme ykrﬁwﬁ(y) = —o00, ce minimum
n’est pas global. '

En conclusion, sous la contrainte, h posséde un maximum global en (—2,—v/2) et (—2,v/2), de valeur 0, et un
minimum local en (2,0), de valeur —4.

Exercice 14.10
Déterminer les extrema (locaux ou globaux) de la fonction suivante sous la contrainte indiquée.

2 2
flz,y) =2° + ¢ sous%f%flzo

Corrigé
La contrainte se réécrit y2 = 422 — 16. Celle-ci n’est pas entiérement explicite, mais comme la définition de f ne

fait intervenir que y? (et pas y), cette reformulation suffit. Elle impose en particulier 422 — 16 > 0, donc # > 2 ou
x < —2. On pose, pour tout z €] — 0o, —2] U [2, +00[, F(x) = 2% + (422 — 16) = 522 — 16. On calcule alors, pour tout

x €] — 00, —2[U]2, 400[, F'(z) = 10x qui ne s’annule pas sur | — oo, —2[U]2, +o0[. La fonction F' ne posséde donc pas de
point critique sur l'intérieur de son domaine de définition, et les seuls candidats pour donner des extrema locaux sont
par conséquent les bords, donc = —2 et « = 2. De plus, on a F(—2) = F(2) = 4, et F est décroissante sur | — oo, —2]

et croissante sur [2, +oo[ (cette information étant donné par le signe de F’). La fonction F' posséde par conséquent un
minimum global en —2 et en 2. En conclusion, sous la contrainte, la fonction f posséde un minimum global en (—2,0) et
(2,0), de valeur 4.

Exercices d’annales
Exercice 1

Soient les fonctions f, g, h définies de la maniére suivante :

9
f@) =/ ;’w g(2) =v2z -5 et h(z) = In(4z — 3)?
— 2z
1. Déterminer leur domaine de définition.

2. Déterminer le domaine de définition des fonctions marginales de f, g, h et les calculer.

Donner un point zy appartenant aux trois domaines de définition des fonctions marginales de f, g et h.

Ll

Calculer élasticité des fonctions f, g, h et fg/h en xg.
5. On considere que la fonction h représente le chiffre d’affaires d’une entreprise en fonction du temps de travail z > 1.

(a) Montrer que le chiffre d’affaires est strictement croissant par rapport au temps de travail.
(b) Donner un développement limité a 'ordre 2 de h au point 1.

(c) En déduire la position de la tangente au point d’abscisse z = 1.
Corrigé

1. La fonction /- étant définie sur R, dressons un tableau de signe pour déterminer le domaine de définition de f.
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2 -3z + - -
5 —2x + + -
B+ : =

[ est donc définie sur | — 00,2/3]U]5/2,4-00[. g est définie sur [5/2,4-00[. In étant définie sur R%, la fonction h est
définie sur ]3/4, +o0].

2. La fonction /- étant dérivable sur tout son domaine de définition sauf en 0, f est dérivable sur | —o0,2/3[U]5/2, +oc],
1 /[5—2z —3(5—2x)+2(2—3x) 11
t l = / = = = — .
et alors fm(w) = f1(2) = 54/ 55, (5 — 22)2 2(2 — 32)1/2(5 — 22)3/2
B 2 B 1
222 -5 2r-5
Enfin, In et y — y? étant dérivables sur tout leur domaine de définition, h est dérivable sur |3/4, +oo[ et

4 8In(4x — 3)
/!
—_— 4 —
hm(z) = h'(z) = 2In(4dx — 3) x

De méme, g est dérivable sur ]5/2, +o0[ et alors gy, (z) = ¢'(z)

3. L’intersection des trois domaines de définition des fonctions marginales est |5/2, 400[. Ainsi, 2o = 3 appartient aux
trois domaines de définition.

4. On a, pour tout = €] — 00,2/3[U]5/2, +o0],

B () B 11z 5—2x 11z
) =Y T e a5 - Vi - 22305 —20)

g'(x) _
g(x) 2z -5
Enfin, pour tout z €]5/2, +00l, efq/n(7) = ef(x)+ey(x)—en(zr) = —

Pour tout z €]3/4, 00, en(x) = x}zi((;)) T (2 3)81i(4x —3)

11x T 8x

2(2 — 32)(5 — 2x)+2x —5 (4 —3)In(4z —3)

Pour tout x €]5/2, +00[, e4(z) = x

5. (a) Etudions le signe de h,,. Pour # > 1, 4z — 3 > 1 donc In(4z — 3) > 0, et 42 — 3 > 0, donc h,,(z) > 0 pour
x > 1, ce qui prouve que h est strictement croissante sur [1, +0o0l.
8% pig(dr—3) -~ 8ln(dr —3) x4 32(1 - In(4x — 3))

(b) Pour tout x €]3/4, +oo[, b’ (z) = iz —3)2 = (z —3)2 . D’ou1le développement

limité a 'ordre 2 en 1 : "
h(z) =h(1)+h'(1)(x—1)+ hT(l)(x— D2+ (z—1)%(z—1) = 16(x —1)*+ (z —1)%e(x — 1), avec e(x — 1) - 0.

(c) On calcule, au voisinage de 1, h(z) — h(1) — /(1)(x — 1) = (z — 1)?(16 + e(z — 1)). Or (z — 1)2 > 0 et
16 + e(x — 1) > 0 au voisinage de 1 puisque lim1 g(x — 1) = 0. Donc au voisinage de 1, la courbe représentative
z—

de h est au-dessus de la tangente en 1.

Exercice 2
Soit f : z r» ze® 1/,
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Donner le développement limité de f au point x = 1 a 'ordre 2.
3. En déduire la position de la tangente de f au voisinage du point z = 1.
4. Montrer que f est convexe sur [1, +00[.
Corrigé

1. L’exponentielle étant définie sur R, la fonction f est définie en tout point = tel que 22 + 1/x soit défini, c’est-a-dire
que Dy = R*.
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2.

1

1 .
On calcule, pour tout x € R*, f'(z) = er' /e g (22 — — e /T <2x2 +1-— > exzﬂ/“", puis
x x

1 1 1 1 1 1
f”(fﬁ) = (21’2 + ]. — Jj) <2$ _ sz) €$2+1/$+<4ZL’+ ‘TZ) 6I2+1/1 — (41,3 _ 2+ 2CU _ ﬁ _ 2+ F +4x+ 1‘2) ew2+1/w

1
= (42 + 6z —4+ — e +1/7 1] existe alors une fonction ¢ telle qu’au voisinage de 1,
x

f()
2

fl)=fO)+f(D(xz-1)+ (=12 +(@x—-1)c(z—1)=e*+e2(z—1)+ geQ(x— 12+ (x —1)%e(z — 1) avec

lim e(z — 1) = 0.

L’équation de la tangente & la courbe représentative de f en 1 est y = f(1) + f'(1)(z — 1). On calcule alors
flx)—f) = f/(D)(x—1)=(x—1)? (; +e(x— 1)) Or (z—1)2>0et g—i—a(x —1) > 0 au voisinage de 1 puisque
ignI e(z —1) = 0. Ainsi, au voisinage de 1, on a f(z) > f(1) + f'(1)(z — 1), et donc la courbe représentative de f
est au-dessus de la tangente en 1 au voisinage de 1.

1
On a, pour tout z > 1,423 —4 > 0,62 > 0, — > 0et e 1/ > 0. Il s’ensuit que
x

1
f(x) = <4:1:3 +6x —4+ 3) e® /e > 0 pour tout x € [1,4+00], et donc que f est convexe sur [1,+o0].
x

Exercice 3

Soit la fonction définie par f(z) =

(r—1Dn(z—-1) —=
2z — 2

1. Donner le domaine de définition de f. On admet que f est de classe C? sur son domaine de définition.

2. Donner au point 2 un développement limité de f a l'ordre 2.

3. Préciser 'approximation affine de f au point 2 et donner la position relative de la tangente par rapport a la courbe
représentative de f au voisinage de ce point.

4. Calculer I’élasticité de f sur son domaine de définition.

5. Donner une valeur approchée de la variation relative de f lorsque x diminue de 3% a partir de 2.

6. A partir de 2, de combien doit varier z pour que la valeur de f(z) augmente de 5% ?

Corrigé

1. Le dénominateur s’annule en = 1. De plus, In(x — 1) est défini pour tout = €]1,+o0[. Le domaine de définition de
f est donc Dy =|1, +o0l.

2. On a, pour tout x > 1, f(x) = %ln(z -1 - ﬁ Par suite, pour tout z > 1,
fl(x) = Q(xl— o ;(a:(x _1)1)2x = Q(xl— 0 + e 1 ek Il vient alors
' (x) = 3 i oz~ ;?ix_l)lz = — @ j e i e 11 existe alors € telle qu’au voisinage de 2,
fl@)=f2)+ f'(2)(z—-2)+ @(x 224+ (z—2)%(x—-2) =1+ (z—2)— %(x —2)2 + (z — 2)%e(x — 2) avec
911—%: e(x—2)=0.

3. L’approximation affine de f au point 2 est donnée par fo(z) = f(2) + f/(2)(z —2) = —1 + (z — 2). Au voisinage

de 2, f(z)— f;(a:) = (x—2)2 (—i +e(x — 1)) Or (z—1)2>0et (—i +e(x — 1)) < 0 au voisinage de 2 puisque

th e(x —2) = 0. Donc f(z) — ]?Q(x) = 0 au voisinage de 2, et la courbe représentative de f est en-dessous de la
z—

tangente en 2 au voisinage de 2.
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4.

5.

6.

1 1 1
f(@) et e =) a?
P t t ]. = = — — .
our tout x> 1,¢f(z) xf(x) % x(a:—l)ln(;c—l)—x (x—=1)2ln(x—1) —z(z—1)

En particulier, ef(2) = —2.

A A
On rappelle que Tf ~ ef(2)7x.

Ainsi, si  diminue de 3%, la variation relative de f est d’environ —2 x (—0.03) = 0.06, soit une augmentation de 6%.

A 1 A 1
Inversement, 2 —f =3 x 0.05 = —0.025. Pour que f augmente de 5%, il faut que z diminue de 2.5%.
x

ef(2) f

Exercice 4

Soit la fonction f définie par f(x,y) = ze¥ 4 ye®.

1. Donner le domaine de définition D de f. On admet que f est de classe C! sur Dy.

2. Calculer les dérivées partielles premieres de f en tout point de Dy.

3. Déterminer I’équation du plan tangent & la surface représentative de f au point (0, 0).

4. Déterminer la position relative du plan tangent et de la surface représentative de f au voisinage du point (0, 0).

5. Etudier la convexité de f sur son ensemble de définition.

6. Donner une valeur approchée de f(0.1,—0.2).

7. Soit a > 0. On se place au voisinage du point A = (a,a). On suppose que les variables x et y augmentent toutes les
deux de 5%, et que la variation correspondante de f est une augmentation de 10%. En utilisant un calcul approché,
déterminer alors la valeur de a.

Corrigé
1. f est définie sur R2.
0 0
2. Pour tout (z,y) € R?, on a —f(a:,y) =e¥ +ye” et —f(a:,y) = ze¥ + e”.
ox dy
e ) of of
3. L’équation du plan tangent est donnée par z = f(0,0) + 87(0’ 0)(z—0)+ a—(O7 0)(y—0)=z+y.
€T Y
s e 7 . 2 azf xT azf
4. On calcule les dérivées partielles secondes : V(z,y) € R?, ﬁ(x, y) = ye~, ﬁ(x, y) = xeY,
4 Y
*f . *f >’f >’f
_— = Y. D’ou 0,0),r= —(0,0) =0,s = ——(0,0) =2, —(0,0) = 0.
aﬂvay(at:,y) e +e ou en (0,0),r 8:52(’ ) , 8 &Lﬁy( ,0) ’8y2( ,0)
Ainsi en (0,0),rt — s> = —4 < 0. La surface représentative de f traverse le plan tangent en (0,0).

5. D’apres ce qui précede, la fonction f n’est ni convexe ni concave sur R?.

6. L’approximation affine au voisinage de O = (0, 0) est donnée par fo (z,y) = z+y d’apres la question 3 (le plan tangent
étant la surface représentative de 'approximation affine). Ainsi f(0.1, —0.2) ~ f5(0.1,-0.2) = 0.1 — 0.2 = —0.1.

0 1
7. En A= (a,a), on a ef/,(a,a) = f(ia)ait(a,a) = i‘;a(l +a)e = + ¢ De méme,
0 1
eryla,a) = f(;, o) 8—£(a,a) = —;—a. Or on a % ~es/.(a,a)22 + ef/y(a,a)% soit
1 1 1 1
0.1= +a x 0.05 + ta x 0.05 = ta x 0.1. Il s’ensuit que ta_ l,donc1+a=2eta=1.

10



Université Paris-Dauphine L1 DEGEAD - Mathématiques - Groupe 4 2018 - 2019

Exercice 5

Soit g la fonction a deux variables définie par g(z,y) =

exp(z +y)

Vit

. Déterminer son domaine de définition D,;. On admet qu’il est ouvert et que g est de classe C* sur D,.

D, est-il convexe ?

3. Etudier la convexité de g sur son domaine de définition.

4. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g sur D,,.

5. Donner ’équation du plan tangent & la surface représentative de g en (1,0) et sa position relative par rapport a la
surface représentative de g au voisinage de (1, 0).

Corrigé

1. Le dénominateur n’est défini que si x + y > 0, et il ne doit pas s’annuler ce qui interdit z +y = 0. On a donc
Dy ={(z,y) eR% z+y>0}.

2. Dy est convexe car c’est un demi-plan.

3. Pour tout (z,y) € Dy, g(z,y) >0 et In(g(z,y)) =z +y—In(yz+y)=z+y— 3In(z +y).
Or (z,y) — = + y est convexe car c’est une fonction affine. (z,y) — —2 In(z + y) est convexe car c’est la composée
d’une fonction affine par la fonction f% In(-) qui est convexe. Par la propriété d’addition, Inog est convexe sur Dy,
et g est par conséquent aussi convexe sur Dy.

4. On a, pour tout (x,y) € Dy,
g exp(z +y)VT Ty —exp(z +Y) 5 (20 + 2y — 1) exp(z + 1) R
o (z,y) = = et de méme,
Ox (Vo +y)? 2(z +y)3/2
8g( ) exp(z +y)VT Ty —exp(@ +Y) 54 (20 + 2y — 1) exp(z +)
—(x = =
oy Y (VT Fu) 2a+ )72

5. Le plan tangent en (1,0) a pour équation

z:ﬂL®+g%L®@—D+g%L®@—®:e+g@—n+gy

La fonction g étant convexe, la surface représentative de g est au-dessus du plan tangent au voisinage de (1,0).

Exercice 6

On cousideére la fonction de deux variables f définie par f(z,y) =

1.

y2

2y — a2’

Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet qu’il est ouvert. Est-il convexe ?
Déterminer et représenter la courbe de niveau Ci(f) pour k = 1.

Calculer les dérivées partielles du premier ordre de la fonction f sur Dy.

. Ecrire le développement limité de f a l'ordre 1 au point (2,3). En déduire une valeur approchée de f au point

(2.2,2.9).

Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction f sur Dy. Vérifier que
9 _ (812 —12
Df(273)_(12 4

Ecrire le développement limité & l'ordre 2 de f au point (2,3). En déduire I’équation du plan tangent et la position
de celui-ci par rapport & la surface représentative de f au point (2, 3).

11
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Corrigé

1. Le dénominateur ne doit pas s annuler f est donc définie sur Dy = {(z,y) € R? 2y — 22 # 0}. Il s’agit du plan R?
privé du graphe de la fonction z — 2. Cet ensemble n’est pas convexe : il contient les points (—1,0) et (1,0) mais
pas leur milieu (0,0).

Y
\ ]
\ [
Y Df ]
\ . ’
\ ’
[\ ’
\ ’
|\ ’
\ ’
\ ’
. ’
\ ’
\ C1(f) '
\ ’
\ ’
. ’
s .
s ¢
Y o .
. 1 .
. ’
. ’
A (4
0] T

2. Pour tout (z,y) € Dy, on a f(z,y) =1 < y*> =2y —2? & 22 + (y — 1)? = 1. On reconnait ’équation du cercle de
centre (0,1) et de rayon 1. La courbe de niveau 1 de f est donc ce cercle privé du point (0,0) qui n’est pas dans le
domaine de définition.

of 21> of 2y(2y — x?) — 2y*  2y? — 2ya?
. D = = ———5 et — = = -
9 of of 3 s . o s
4. On a f(2,3) = 2 8—(2,3) =9, a—y(x,y) =3 D’ou le développement limité a l’ordre 1 au voisinage de (2,3) :
flz,y) = 9—¢-9(a: 2) — g(y—i’)) +/(z—2)2+ (y — 3)2e(z — 2,y — 3) avec lim e(z — 2,y —3) =0.
y—3

9 3
En négligeant le terme d’erreur, on a alors f(2.2,2.9) ~ 3 +9(22-2)— 5(2.9 —3)=6.15.

5. On calcule, pour tout (z,y) € Dy,

ﬁ(x ) = 2y%(2y — %)% — 2wy® x (—4dx)(2y — x?)  4y® + 622y?
0x2 7 (2y —a?)t C 2y —a?)?
0% f ( )_417y(2y7:17 )2 —2xy® x 42y —a®)  —dxdy
oyoz By = (2y — x2)* 2y — 22)3’
ﬁ(m ) = (4y — 22%)(2y — 2?)? — (29 — 2ya?) x 4(2y — 2?) 224
oy Y T (2y — 22)* 2y —a2?)¥
) 0% f 81 0% f o f
On a bien r = @(2,3) =58 = 8y5‘x(2’3> =-12,t = 9 +5(2,3) =4.
P 9 3 81
6. Le développement limité a lordre 2 au voisinage de (2, 3) s’écrit alors f(z,y) = 3 +9(z—2)— §(y -3)+ X(x -

2)? = 12(z — 2)(y = 3) + 2(y — 3)* + ((x = 2)* + (y — 3)*)e(z — 2,y — 3)

avec lim e(z — 2,y — 3) = 0. Le plan tangent en (2,3) a pour équation z = g +9(z —2) — g( —3). De plus, en

y~>3

81
(2,3) on art — s? = 5 X 4 —(—12)2 =162 — 144 = 18 > 0, et t = 4 > 0. La surface représentative de f est donc

au-dessus du plan tangent au voisinage de (2, 3).

12
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Exercice 7

Soit la fonction f définie par f(z,y) = (z +y — 2)% + exp(2? — 2y* — zy).

1. Donner le domaine de définition de f. On admet que c’est un ouvert et que f est de classe C? sur son ensemble de
définition.
2. En tout point du domaine de définition donner les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f.
3. Donner le développement limité & l'ordre 2 de f au point (2,1).
4. Donner l’équation du plan tangent en (2,1) et sa position relative par rapport a la surface représentative de f au
voisinage du point (2,1).
5. Au point (2,1), on suppose que f et x augmentent relativement de 5%. Quelle est approximativement la variation
relative de y correspondante ?
6. Donner une approximation de f(1.9,1.2).
7. Pour tout # € R, on pose g(x) = f(x,z) — 4(z — 1)2. Donner les extrema locaux de g et préciser s’ils sont globaux.
Corrigé :
1. La fonction f est définie sur R2.
2 of 2 2
2. Pour tout (z,y) € R*, on a a—(x,y) =2(x+y—2)+ (2 — y) exp(a” — 2y~ — zy) et
x
0
af (z,y) = 2(z+y—2) — (4dy+=) exp(z? —2y*> —zy). Calculons les dérivées partielles secondes. Pour tout (z,y) € R2,
Y
0? 0? o2
G (@) = 2+ 2 (=) expla® =2 —a), G (o9) = 2+ [+ (y+a) expla® ~ 2 —a), A () =
2 —[1+ 2z — y)(dy + )] exp(z® — 2 — xy).
3. Au point (2,1), on a exp(22 —2 x 12 =2 x 1) = exp(0) = 1, d’ou f(2,1) = 2,
of 5 Of Of 0 f 0*f
—(2 2,1)=—4,r = 2,1)=13,s 2,1)=-14,t= 2,1) =23.
1) =5 F @) == e = 1= @) = 14t = TR
Le développement limité de f alordre 2 au voisinage de (2,1) s’écrit alors f(z,y) =245(z—2) —4(y—1)+ 2 (z —
2)2 - 14z =2)(y— 1)+ Zy -1+ (z —2)® + (y — 1)?)e(z — 2,y — 1) avec lime(z -2,y —1) =0.
1/—»1
4. Le plan tangent en (2,1) a alors pour équation z = 2 + 5(z — 2) — 4(y — 1). De plus en (2,1) on a rt — s? =
13 x 23 — (—=14)2 = 103 > 0, et r = 13 > 0. La courbe représentative de f est donc au-dessus du plan tangent au
voisinage de (2,1).
2 8f 1 of
5.0 2,1) = 2,1) = 5, 2,1) = 2,1)=-2.0
A = epa(2,1)42 + ef/y 24 s0it 0.05 =5 x 0.05 — 2 x % 1l s'ensuit 2% = (5 x 0.05 — 0.05) = 0.1, y augmente
donc de 10%.
6. L’approximation affine de f au voisinage de (2, 1) est donnée par f(gyl) =2+5(x—2)—4(y—1). Dot f(1.9,1.2) ~
fo)(1.9,1.2) =2 +5x (—0.1) —4x 0.2 =0.7 .
7. Pour tout z € R, g(z) = (v +2—2)2 +exp(z? —22% —22) —4(x —1)? = exp(—22?). On a alors ¢’(x) = —4x exp(—222)

et celle-ci ne s’annule qu’en 0, g admet donc 0 pour seul point critique. De plus, pour tout = € R, —22% < 0 donc
comme la fonction exponentielle est croissante, g(z) = exp(—21?) < exp(0) = ¢(0). Cela prouve que g a un maximum
global en 0, de valeur g(0) = 1.

13
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Exercice 8

2

x
On consideére la fonction réelle de deux variables définie par f(x,y) = o
y—2x
1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet que cet ensemble est ouvert. Est-il convexe ?
On admet que f est de classe C? sur Dy.
2.

Représenter sur le méme dessin que la question 1 les courbes de niveau C1(f), C_1/2(f) et Co(f).

3. En tout point de Dy, calculer le gradient de f.

Ecrire le développement limité a ordre 1 de f au point (1,1). En déduire une valeur approchée de f au point
(0.9,1.1).

Corrigé

1. La fonction f est définie en tout point ot son dénominateur ne s’annule pas, c’est a dire sur {(x,y) € R?,y # 222}.
11 s’agit du plan R? privé du graphe de la fonction = — 222.

1 y 1
3 '
: Gi(f) | !
\ '
\ '
g '
' ,'
R ) /Df
\ ,'
\ ,'
\‘ ',
A ]
\ 1
\ ]
\) 1
\\ ,,
Co(f) \ |/
O . z
C_1/2(f)
2
2. e Pour tout (z,y) € Dy, ona f(z,y) =1« 52 =1e 2?2 =y —2z° & y = 32°. La courbe de niveau 1 de
y — 2x

f est donc le graphe de la fonction x + 322, privé du point (0,0) qui n’est pas dans Dy.
1 1
e Pour tout (z,y) € Dy, on a f(z,y) = —3® x? = —i(y —22%) & 222 =y — 222 & y = 0. La courbe de
niveau —1/2 de f est donc la droite d’équation y = 0, privée du point (0,0) qui n’est pas dans Dy.

e Pour tout (z,y) € Dy, on a f(x,y) =0« 22 =0 < 2 = 0. La courbe de niveau 0 de f est donc la droite
d’équation y = 0, privée du point (0,0) qui n’est pas dans Dy.

) of C 2x(y —22%) —a? x (—4a) 2y
3. Soit (z,y) € Ds. On calcule 3 (z,y) = (= 227)2 BRCEETIE et
af o —a? - B 2xy —z?
3y = G Do Ve = (e )

14
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1. q =2 %0y =
4. On a alors f(1,1) =1, 63:(1’1) =2, ay(l,l) =—1.

Le développement limité & 'ordre 1 de f s’écrit alors, pour (z,y) proche de (1,1),

flay)=1+42@-1)—(y—-1)+/(z - 12+ (y—1)%(z—-1Ly—1)

avec lim e(z — 1,y —1) = 0.
y—1
Si on néglige le terme d’erreur, on a alors £(0.9,1.1) ~1+2(0.9—-1)— (1.1 —-1) =0.7 .
Exercice 9
On considere la fonction réelle de deux variables f définie par
z? + y?
(x,y) » ——.
Felmy) = —— )
1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet qu’il est ouvert. Est-il convexe ? Justifier votre

réponse.

2. Déterminer et représenter (sur le méme graphique que pour la question précédente) la courbe de niveau Ci(f) pour
k=-2etk=1.

3. On admet que f est C? sur Dy. Calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

4. En déduire une valeur approchée de f au point (0.9,1.2) et déterminer 1’équation de la tangente & la courbe de
niveau C1(f) au point (1,1).

5. Etudier la convexité ou la concavité de f sur les ensembles F; et Es définis par

Ey={(z,y) eR*z+y>0} et FEr={(z,9) eR*z+y<0}

Corrigé

1. On a Dy = {(z,y) € R*,z +y # 0}. Cest le plan privé de la droite d’équation x +y = 0. Il n’est pas convexe : il
contient les points (1,0) et (—1,0) mais pas leur milieu (0, 0).

2. Soit (z,y) € Dy. On a (z,y) € C_o(f) © 22+ y?* +2(x +y) =0« (v + 1)+ (y + 1) = 2. La courbe de niveau
—2 est donc I'intersection du cercle de centre (—1,—1), de rayon v/2, avec Dy.
On a aussi (z,y) € C1(f) @ 2?2 +y  —z—y =04 (z— 3)2+ (y— 2)? = 1. La courbe de niveau 1 est donc
I'intersection du cercle de centre (%, %) et de rayon % avec Dy.

r4+y=0 Y
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. of 2z(x +y) — (22 +y%) 22+ 22y —y? .. Of y? + 2xy — 22
3. Soit (=, Qy; € Dy. On;zﬁ(x),(i): . (_ 2(2{:‘ y)()(ZQ ) 22 :_ 2)(33 n 312)(2(36 +et )p;ar_s;f:nit;j iai_y(g;v), y) = W
Pus G(ay) = SRRt - SRe ) - o
symeétrie, ;;(x, y) = (xix:)g. Enfin, ;jgy R P )G y)* z;(fy;y)(xz + 2y —y)? _ (;‘fyy)g.
4. L’approximation affine de f au point M = (1,1) est alors donnée par
Futa) = 100+ L 00G -0+ Z0nw-1 =14 J@ -1+ -1,

ox 2 2
1 1
On en déduit £(0.9,1.2) ~ fM(O 9,1.2) =1+ - (0 9—-1)+ 2(1.2 —1) =1.05.
L’équation de la tangente & Cy en (1,1) est donnee par
o1 of

5 M) = 1)+ 5 (M)(y = 1) =0 & 2y —2=0.

5. Calculons le déterminant de la matrice hessienne en un point (z,y) de Dy. On a

42 422 4 2

i X x — i = 0. On étudie alors le signe de r. Celui-ci est du signe de x + y, donc
(z+y)? (z+y)? \(z+y)?
positif sur E; et négatif sur Es5. f est donc convexe sur F; et concave sur Es.

rt—s2 =

Exercice 10

w2y?

On considere la fonction f définie par f(z,y) = ————.
Tty

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Cet ensemble est-il convexe 7 On admet que D est un ensemble ouvert.
2. Calculer le gradient de f en chaque point de D.
3. Déterminer I’approximation affine de f au voisinage du point (1, 2).
4. Déterminer les extrema de f sur D. On pourra étudier le signe de f sur D.
Corrigé

1. f est définie sur D = {(z,y) € R%, 2% + y? # 0} = RQ\{(O 0)}. Cet ensemble n’est pas convexe : il contient les
points A = (—1,0) et B = (1,0) mais pas leur milieu 3(A + B) = (0,0).

2y

22y
22 +y2)2" (22 +92)2 )

3. On en déduit 'approximation affine au voisinage du point M = (1,2) : pour tout (z,y) € D,
~ of of 4 32 8

= f(1,2 —(1,2)(x —1 —(1,2)(y — 2 -1 —(y —2).

Fulw) = 712+ 5EA2) (@~ D+ 51,2002 = 5 + 2@~ D+ 20 -2)

2. On a, en tout point (z,y) € D,V f(z,y) = <(

4. On a calculé le gradient de f & la question 2. Celui-ci s’annule en (z,y) € D si et seulement si x = 0 ou y = 0, et
alors f(x,y) = 0. Or on voit que f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € D. f admet donc un minimum global sur D, de
valeur 0, en tout point (z,y) de D tel que z =0 ou y = 0.

Exercice 11

1
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = —zy + 2y2 + 9.

1. Calculer les points critiques de f et donner leur nature locale.

2. En étudiant f, préciser si les extrema locaux trouvés a la question précédente sont globaux ou non.
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3. Rechercher et représenter sur un graphique la courbe de niveau 0 de f.
Corrigé

1. On calcule les dérivées partielles de f. Pour tout (z,y) € R?,

of of 2 *f 0% f >*f
%(x,y) = —2uy, iy(xay) =—z"+y+1, 922 (z,y) = =2y, D20y (z,y) = —2u, Tyg(xvy) =1L
. " , A @y foy =0 N .
Cherchons les points critiques de f : résolvons g . La premiere relation
Ay
donne x = 0 ou y = 0. Si z = 0, la deuxiéme relation donne alors y = —1. Si y = 0, la deuxieéme relation donne

alors 2 = 1 donc z = 1 ou = —1. Les points critiques sont donc (0, —1), (—1,0) et (1,0).
Déterminons leur nature a l’aide des conditions du second ordre.

e En(0,1)onar=2,s=0,t=1etrt—s>=2>0. Deplus,”=2>0. fadonc un minimum local en (0, —1)
de valeur —1/2.

e En (—1,0)onar=0,s=2t=1etrt—s>=—-4<0. fadonc un point-col en (—1,0).
e En (1,0),onar=0,s=—2,t=1et rt —s?>=—4. f a donc un point-col en (1,0).

2. On a f(2,1) = —5/2 < —1/2. L’extremum local atteint en (0,—1) n’est donc pas global.

3. Ona f(z,y) =0& y(—2?+ Ly + 1) =0 (y = 0 ou y = 22% — 2). La courbe de niveau 0 de f est donc I'union de
la droite d’équation i = 0 et de la courbe d’équation y = 2x2 — 2.

y Co(f)

Exercice 12
Soit la fonction f définie sur D = R?\{(0,0)} par
fla,y) =In(2® +y*) —2® —a
1. Montrer que f n’admet aucun extremum global sur D.
2. Déterminer les points critiques de f.
3. Donner la nature des points critiques de f.
Corrigé

1. On a, pour tout y > 0, f(0,y) = In(y?) = 2In(y). Cette quantité tend vers —oco (respectivement +oco) lorsque y
tend vers 0 (respectivement +00). f n’admet donc pas d’extremum global sur D.
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2 2
2. On calcule, pour tout (z,y) € D, %(a@y) = 1;27—53/2 —2x —1, %(m,y) = a:zifgﬁ

Si ces deux quantités sont nulles en (z,y), alors la deuxiéme relation impose y = 0 et la premiére se réécrit
2

= — 2z —1=0soit —22? —z +2 = 0. Le discriminant de ce trindme est A = (—=1)% —4 x (=2) x 2 =17.
x

—1— V17 _—14+V17

Il y a donc deux racines z1 = —1 et o 1
-1 —-+17 —14+ V17

Les points critiques sont donc (4, O) et (tl, 0).

0% f 2y? — 222 0% f —4xy 0% f 22 — 212

3. On calcule, pour tout (CC,y) S D, @(l’,y) = (,’172 n y2)2 — 4, amay(lf,y) = m, 87y2(l‘,y) = m
En particulier, en tout point (z,y) de D ot z # 0,y = 0 (ce qui est le cas des points critiques), on a
r=—-——-2<0,5s=0,t=—>0dourt— 52 < 0. Les deux points critiques sont donc des points-col pour f.
x
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