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Exercice 1

1. La matrice du systéme est A =

W = N =
o N Ot W
O~k w

2. Calculons-en une réduite de Gauss :
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La matrice échelonnée obtenue posséde 3 pivots si a # 7, et 2 pivots si & = 7. Donc rg(A) = 3 pour a # 7 et
rg(A) =2 pour a = 1.

3. Le vecteur b étant la premiére colonne de la matrice A, il appartient & Im(A) puisque ce dernier est le sous-espace
engendré par les colonnes de A.

4. D’apres la question précédente, le systéme posséde toujours au moins une solution. Reste a déterminer si celle-ci est
unique.

e Si a # 7, alors d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(A)) = 3 —rg(A) =3 —3 = 0. Ainsi Ker(A4) = {0} et la
solution est unique, le systéme est de Cramer.

e Si a=7, alors dim(Ker(A4)) =3 — 2 =1 donc Ker(A4) # {0}. Le systéme est donc indéterminé dans ce cas.

Exercice 2

1. On applique a la matrice M la méthode de Gauss-Jordan :
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0 1 1 -1 0 1 L3(—L3—L1
1 0 1 1 0 0
01 2 1 1 0
00 —-1(-2 -1 1 L3+ Ls— Ly



Université Paris-Dauphine L2 DEGEAD - Mathématiques - Groupe 7 2017 - 2018

A ce stade, on constate que la réduite de Gauss possede trois pivots, la matrice M est donc inversible. Poursuivons
la méthode pour calculer I'inverse :
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2. e Déterminons une base et des équations de Im(NV) en travaillant sur la matrice augmentée | 1 4 2 y
-2 -2 2 z
-1 2
0 6 T + Y Lo+ Lo+ Ly
0 —6 —6 —2r+z L3+ L3 —2L,
-1 2 4
0 6 6 x + Y
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-1 2 4
Ainsi N admet pour réduite de Gauss la matrice R=| 0 6 6 | qui possede deux pivots.
0 0 O
-1 2
Im(NV) est donc de dimension 2, et admet la famille des deux premiéres colonnes 11],] 4 pour base.
-2 -2
Notons également que Im(N) admet pour équation —z +y + 2 =0
* —r+2y+4z =0 T =2z
e Soitii=|y| €R® OnawcKer(N)o Ni=0< Ri=0<x y s B
. 6y +62z =0 Yy =-—z
2
Ainsi 4 € Ker(N) & @ = . Donc -1 forme une famille génératrice et méme une base
z 1
de Ker(N), et dim(Ker(N)) = 1.
x
e Soit @ = [y | € R3. D’apres les équations déterminées précédemment, on a
z
deKer(N)NIm(N) & ¢ y=—=2 Sy =0.
—z+y+z=0 z =0

Ainsi Ker(N) N Im(N) = {0} et dim(Ker(N) N Im(N)) = 0.
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Exercice 3

1. On calcule *(AB)(AB) = 'B'AAB = 'BI,B = 'BB = I,,. De méme (AB)'(AB) = I,, et AB est une matrice
orthogonale.

2. Si A est une matrice orthogonale, la relation *AA = A*A = I, signifie que A est inversible et que A™1 = *A.
3. Si A est une matrice orthogonale, alors 1 = det(I,,) = det(*AA) = det(*A) det(A) = det(A4)?. Donc det(A) € {—1,1}.
4. (a) En calculant, on vérifie que ‘BB = B'B =I5 et 'CC = C'C = I3, donc B et C sont des matrices orthogonales.

3 3 4 4
De plus, det(B) = 5 X FTE X (—5) = 1 donc B est directe. On calcule, en développant par rapport a la
premieére colonne,
det(C) = (~1)* x (1) x || (1)‘ —

donc C est indirecte.
3 4

(b) Pour tout A € R, Pg(\) =det(B—Al3) = |5 ;" ;5 ° )
5

2 2
3 4
==X +| =] >0.
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Le polynéme caractéristique de B n’a pas de racines, et B n’a donc pas de valeurs propres.

Calculons maintenant, pour A € R, le polynéme caractéristique de C' en développant par rapport a la premiere
ligne :

Pe(N) = det(C — AI3)

- 1 0
=10 =X 1
-1 0 =X
-2 1 0 1
_ (_1\1+1 _ 142
=(=1)"" x (=) x 0 _)\‘—&—(1) X 1x| _)\‘
=1x(=A) x (=\)?+(-1)x1
=-X-1
Le polynome caractéristique admet —1 pour seule racine, —1 est donc la seule valeur propre de C'. Déterminons
1 1 0 Ha
le sous-espace propre associé. On a C' + I3 = 0 1 1]. Pour ¥ = |22 | € R3, le systéme linéaire
1 0 1 T3
r1+axy = 0 T -
(C + I3)T = 0 se réécrit xo+x3 =0 soit { ; B - ® Ainsi Z € E_1(C) si et seulement si
—x14+x3 =0 L=
I3 1 1
Z=|—-z3| =23|—-1]. Dou E_1(C) = Vect -1
I3 1 1
(c)
Y
Ci
Cy
19 x

Les deux colonnes forment des vecteurs orthogonaux ; c’est cette propriété qui a donné son nom aux matrices
orthogonales.



