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Corrigé de 'interrogation n°2
18 avril 2017

Exercice 1

1. Commencons par calculer les élasticités partielles des fonctions p,¢. On a, pour tous p > 0,q > 0,
In(f(p,q)) = In(q) — In(2) — 21In(p), In(g(p, ¢)) = In(8) + In(p) — 2In(q), d’ott :

° er/p(pia) = pa(lg;f) (p,q) =p x _?2 =-2.

* cr/pa) = qa(lg;f) (P,q) = q x é = 1.

* ¢op(prq) = pa(lg;g) (P,q) =px % = 1.

* eg/q(pra) = qa(lggg) (p,q) = q % _72 =-2.
On a alors af ~ -2 X % +1x & Si ¢ est fixé, le second terme est nul, et la variation relative de p est alors
donnée par % o —%% = —% x 0.02 = —0.01. II faut baisser le prix p de 1%.
La variation relative de g est alors a9 ~1x % -2 % =1x (—0.01) —2x 0= —0.01.

La demande en Y diminue de 1%.

2. Si p augmente de 5% et ¢ augmente de 2%, alors :
. Af . .
e La demande en X varie de — ~ —2 x 0.05 + 1 x 0.02 = —0.08 soit une baisse de 8%.
f
A
o La demande en X varie de —2 ~ 1 x 0.05 — 2 x 0.02 = 0.01 soit une augmentation de 1%.

3. Si on pose, pour p,q > 0,0(p,q) = pf(p,q) + q9(p, q), le probléme revient & déterminer la courbe de niveau 4 de .
Onago(p,q)=4<:>%—|—%p=4(:>16p2—8pq+q2:0®(4p—q)2=0®q:4p.

p

Ca(yp)

Exercice 2

1. Seul le logarithme pose probléme. Le domaine de définition est donc Dy = {(z,y) € R?,z > 0} = R% x R.

2. Pour tout (x,y) € Dy :

b %(m,y) = (3:52 +y+ %) f(xay)
of
dy

(z,y) = (z — 4y + In(2)) f(z,y).
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. giﬂ; (z,y) = [695 - % + (302 4y + 2)2] flay).
. aa;éfy (z,y) = [1 + é + (322 +y+ %) (@ —dy + ln(x))} F(z,y).
o S = [+ -+ @) S
3. On a alors, en (1,1), f(1,1) = exp(0) = 1 puis
giﬂJy_&gzﬂJ)——3éi£ﬂJ)—5+52—3Q§ZQOJ)—2+5x@3)_—1&ngLU__~LH—$2—5

D’ou le développement limité de f a 'ordre 2 au voisinage de (1,1) :
1
flz,y) =1+5(@=1)=3(y—1)+ 5 (30(x - 1)? =26(x — 1)(y — 1) +5(y = 1)°) +[(z = 1)* + (y = D?]e(z — 1,y — 1)

oune(lr—1,y—1 —
( y=1) (z,y)—(1,1)

4. L’équation du plan tangent s’obtient & partir des termes d’ordre 1 du développement limité : z = 1+5(z—1)—3(y—1).
La position relative s’obtient en calculant le déterminant de la matrice hessienne :
rt —s2=30x5—(—13)2 =150 — 169 = —19 < 0.
Le plan tangent coupe donc la surface représentative au voisinage de (1, 1).

5. D’apres la question précédente, f n’est ni convexe, ni concave.

Exercice 3
1. f est définie sur Dy = {(x,y) € R?, 3z +y — 2 > 0} qui est convexe (c’est un demi-plan). De plus :

e La fonction (z,y) — 222 + y* — 22y + 3y — 1 est convexe sur Dy par application du critére pour les fonctions
quadratiques : 4dac—b? = 4x2x1—(—2)2 =4 > 0et a = 2 > 0. Il s’ensuit que (z,y) — exp(2x2+y>—2ry+3y—1)
est convexe sur Dy comme composée d’une fonction convexe par la fonction exp qui est convexe croissante.

e La fonction (x,y) — —In(3z+y—2) est convexe sur Dy comme composée d’une fonction affine par une fonction
convexe.

e Enfin, (z,y) — 22 est convexe d’apres le lemme d’extension.
Par la propriété d’addition, f est donc convexe sur Dy.

2. (a) f est définie sur Dy = {(z,y) € R*,23(y — 1) # 0} = {(x,y) € R?,z # 0,y # 1}. Cet ensemble n’est pas
convexe : les points (—1,0) et (1,0) sont dans D; mais leur milieu (0, 0) ne lest pas.

(b)

Cs 4

C3 (@ Cy r

(c) Calculons les dérivées partielles de g. On a, pour tout (z,y) € Dy,

« Bypy=-"2_ o Py 1
oz’ x(y—1) ’ oy’ x3(y —1)2

e By 2 Do, 3 Do, 2
0z’ 2°(y—1) ’ Oxdy "’ zt(y —1)2 ’ oy’ 23 (y —1)3
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Ainsi, en (z,y) € Dy, le déterminant de la matrice hessienne vaut

rt — s% = 12 X 2 < 3 >2 15 >0

dy—1)  2Py—-17° \at(y—1) aSy—1)* "
On étudie alors le signe de r = % Celui-ci est strictement positif sur Cy et Cs, strictement négatif sur Cy
et Cy. g est donc convexe sur C et C3, et concave sur Cy et Cjy.

h est définie sur Dy, = {(z,y) € R%,x + y > 0} qui est convexe (c’est un demi-plan).

On a, pour tout u > 0,¢'(u) = (ul/2 + %u‘lﬂ) exp(u), puis ¢’ (u) = (u1/2 +u V2~ iu‘g’/z) exp(u). On a
O'(u) >0 e u/? 4 ut? - %u*‘o’/Q >0« u?+u—1>0. Calculons le discriminant puis les racines de ce
trindme. A =1—4 x (—1) =2, les racines sont alors u; = _1%‘/5 et ug = %‘/ﬁ Ainsi ¢”(u) < 0 sur [0, ug]
et ¢”(u) > 0 sur [ug, +oo[. La fonction ¢ est donc concave sur [0, uz] et convexe sur [ug, +00].

Par composition d’une fonction concave (ou convexe) par une fonction affine, h est donc concave sur

A={(z,y) € Dy, x +y < us} et convexe sur B = {(z,y) € Dy,x +y > us}.
Y




