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Corrigé de l'interrogation n°1
23 février 2018

Question de cours

Soit U = (ui,--- ,up) famille de vecteurs de R™. La famille U est liée s’il existe A1, -+, A, € R non tous nuls tels que
Ay 4 -+ Aptp = 0.

Exercice 1

1. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3 :

e Onabien( € F.

€ Y1
e Soient ¥ =[xz | ,7=[y2| € F. Ona 2(xa+y2) =220+ 2ys =21 — 23+ 41 —ys = (1 + v1) — (3 + ¥3)
Z3 Ys

donc ¥+ 4y € F.

T
e Soient A e R, ¥ = [ zo | € F. On a 2 \ze = A(z1 — 23) = Ax1 — Azg donc AT € F.
T3

F est donc un sous-espace vectoriel de R3. Déterminons une famille qui I’engendre.

T 2(1}2 + x3 2 1
Pour tout £ = | z2 | € F, on a 1 = 2x5 + x3 d’ou & peut s’écrire T = To =a29 1| +23]|0
T3 T3 0 1
2 1
Le sous-espace vectoriel F' est donc engendré par la famille 11,10
1

2. G nest pas un sous-espace vectoriel de R3 car 0 ¢ G.

0 0 0
3. H n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 : eneffet = [1]| e Hetv= |0| € Hmaisi+v= (1| ¢ H.
0 1 1
1 -1
4. K n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 : eneffet # = [0 | € K mais —i@= | 0 | ¢ K.
0 0

Exercice 2

1 1 2 -1
. . 2 0 1 - . . 1
1. (a) La matrice de la famille de vecteurs est A = 1 10 1| Déterminons-en une réduite de Gauss.
1 1 1 1

On effectue pour cela les opérations élémentaires suivantes :



Université Paris-Dauphine L2 DEGEAD - Mathématiques - Groupe 7 2017 - 2018

1 1 2 -1
0o -2 -3 1 Lo+ Ly —21,4
0 -2 =2 2 L3+ Ls— 1,4
0 0 -1 2 L4 — L4 — L1
1 1 2 -1
0 -2 -3 1
0 0 1 1 L3 <+ L3 — Lo
0o 0 -1 2
1 2 -1
0 -2 -3 1
0 0 1 1
0 0 0 3 Ly+ Ly+ L3

On obtient une réduite avec 4 pivots. La famille est donc une famille génératrice de R*.

a
(b) Le systeme se réécrit AT = @ avec 4 = (1) . Or la famille étant génératrice, @ est combinaison linéaire des
b
colonnes de A quels que soient a et b, autrement dit le systéme linéaire a toujours au moins une solution.
1 -1 1
2. La matrice de la famille de vecteursest B= |1 m 2 |. Déterminons-en une réduite de Gauss.
2 2 m
1 -1 1
0 m+1 1 Ly« Ly — L
0 4 m— 2 L3 <+ L3 —2L,
1 -1 1
0 4 m—2 Ly < L3
0 m+1 1
1 -1 1
0 1 T_Q Ly + iLQ
0 m+1 1
1 -1 1
—2
0 1 e

0 0 =midmi6) Lg Ly—(m+1)Ly

Il reste a déterminer pour quelles valeurs de m le troisiéme pivot potentiel est nul, c’est-a-dire pour lesquelles
—m? +m + 6 = 0. On calcule le discriminant : A =12 —4 x (1) x 6 = 25. Le trinéme posséde donc deux racines

-1 -2 —14++2
my = TE) =3etmg = %25 = —2. La famille est donc libre pour m ¢ {—2,3}.
1 -1 1
e Si m = —2, la matrice admet pour réduite de Gauss B'= [0 1 -1
0O 0 0

Le systéme linéaire BZ = 0 est donc équivalent a

{ Ty —x9+x3 =0

o — T3 = 0
0
qui se résout en o = x3 puis 1 = x9 —x3 = 0, et dont [ 1 | est donc une solution. Si on appelle u7, us, u3z les
1

trois vecteurs de la famille, celle-ci vérifie I’équation de liaison u5 + u3 = 0.
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1 -1 1
e Si m = 3, la matrice admet pour réduite de Gauss B’ = (0 1 i
0 0 O
R .. L= , . . Ty —T2+x3 =0 , .
Le systeme linéaire Bx = 0 est donc équivalent a 1 dont la résolution donne
To + ir3 = 0
5
r3 = —4x9,x7 = T9 — x3 = Do, ainsi 1 est une solution, et la famille vérifie I'’équation de liaison
—4

50y + ih — 4daiy = 0.
Probléme

1. (a) Sion pose M =

— = O
—_ O =

1
1], on a pour tout n € N, i, 41 = %Mﬁn.
0

1
(b) 1l s’ensuit que pour tout n € N, 4, = 2—nM”ﬁ0.

2 1 1
2.0naM?=|1 2 1| =M+2I3=pM +qlsavecp=1,q = 2.
1 1 2

3. On calcule le discriminant : A = (=1)? —4 x 1 x (—=2) = 9 = 3%, Les racines sont donc 153 = —1 et 132 =2,

4. On écrit le systeme (.5) { L’opération élémentaire L| — Lo donne 3, =

P,(-1) 0 —an + B, =(=1)"
oan _ (1)
2"+ 2(—1)"
L’opération élémentaire Ly 4+ 2Lo donne 35, = 2™ + 2(—1)" soit 5, = %
22 — (—=1)2 2242 —1)2
5. (a) On calcule ay = # =1,0, = %() =2. Or on a My = M + 2[5 d’apres la question 2, d’ou

M2 = OéQM + 6213.
(b) Par hypothese de récurrence, M"™ = a,, M + (3,13, d’on
M™M=, M? + B, M = an(M + 213) + .M = (an + Bn) M + 200, I3.
20— (—1)" 427 4 2(—1)"  2x 2" 4 (—1)" 20t (—1)nt]

0) n n —
ra, + 3

3
2x 2" —2x (—=1)® 2"t 4 (1)t

= On+t1, et

2an = = 5n+1-

3
Ainsi, on a bien M = a,, .1 M + B, 113, d’ott par récurrence, on a M™ = a,, M + 3,13 pour tout n > 2.

an . 2= (1) 1 1
6. (a) Ona lim v = nkffww = nEToo 373" <_2) B
im Proo o 22Dt 1 2( )
n——+oo 2N n——+oo 3 x 2n n—>+oo 3 3
Bn an an
(b) Pour tout n > 2, M" = |y, Bn an |,
an  an By
Brag + anby + anco 1 [0 +bo+co
d’ou i, = 2—nM"ﬂ'@ = anag + Pnbo + anco w3 ag + bo + ¢g
anag + anby + Brco ag + by + ¢o
(¢) Siag=2000,by = 500,co = 500, b, tend vers W = 1000 employés.



