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Ce sujet comporte deux pages.

Petites questions (2.5 points)
1. L’ensemble G = { <Z) € R?, z et y sont entiers} est-il un sous-espace vectoriel de R? ? Justifier.
0 5 1 1
2. Soient A=(2 3| et B= .
1 4 -1 1

Donner la transposée de A. Parmi les produits A*A, *AA, AB, BA, 'AB, B'A, indiquer lesquels sont bien définis et
donner le format du résultat. (On ne demande pas de les calculer).

Exercice (6.5 points)

1 -2 1 0 1
Soit E = zo | ER3 2y —x9+223=0p,s0ient p=| 0 |,a=|1 |, 5= 2 |, 0=]-1
I3 1 —1 —1 0

1. Déterminer, parmi les vecteurs p, i, U, W, lesquels appartiennent a E.

2. Montrer que I'ensemble E est un sous-espace vectoriel de R? et donner une famille de vecteurs qui I’engendre.

—

3. La famille (p, i, U, W) est-elle libre ? Est-elle génératrice ?

4l
4. On cherche & quelle(s) condition(s) sur 1, 22,23 € R le vecteur & = | z2 | est combinaison linéaire de p, @, U, w.
Zs3
(a) Montrer que ce probléme se rameéne & un systéme linéaire que ’on écrira.
(b) Déterminer le nombre de solutions du systéme en fonction de x1,z2, z3 et conclure.

5. On pose F = Vect(p, @, U, w). Déduire des résultats précédents une famille de vecteurs qui engendre le sous-espace
vectoriel E N F.
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Probléme (11 points)

Le but de ce probleme est d’étudier un modele de ’évolution du chomage. On considére qu’a une date donnée, une
chémeuse ou un chémeur a une probabilité p de trouver un emploi au cours du mois a venir, et une probabilité 1 — p de
rester au chomage. Inversement, un-e salarié-e a une probabilité ¢ de perdre son emploi et une probabilité 1 — g de le
conserver au cours du mois. Si on note respectivement x,, et y, la proportion de la population active au chomage et ayant
un emploi au début du mois n, on a les relations suivantes :

Vn € N, { Tnt1 = (1 _p)xn + qYn et To + Yo = 1

Ynt+1 = DPTp + (1 - Q)yn

1. On note u, = (;”) Déterminer une matrice A telle que pour tout n € N, 4,11 = At,.
n

2. On cherche a savoir s’il existe des valeurs initiales pour lesquelles le taux de chdmage reste constant au cours du
temps.
(a) Déterminer tous les vecteurs ¢ vérifiant AT = ¥, en résolvant un systéme linéaire dont on donnera la matrice.

(b) Montrer (par la méthode de votre choix) que I'ensemble F' = {# € R?, AU = ¥} est un sous-espace vectoriel
de R2.

(¢) Montrer que F contient un unique vecteur w dont la somme des composantes vaut 1, et le calculer.
(d) Montrer (par récurrence) que si @y = @, alors pour tout n € N, i, = .
(e) Jusqu’a la fin du probléme, on prendra désormais p = g = i. Calculer les coordonnées de 1.

3. On suppose a nouveau 4y quelconque. On cherche a étudier I’évolution a long terme du taux de chomage.

(a) Calculer A? et déterminer des réels o et 3 tels que A2 = aA + BIs.

1 1
(b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, A™ = (2 — 2711) A+ (2n1 - 1> Ip.

(¢) En déduire lim x, et lim vy, et comparer avec le résultat obtenu a la question 2. Conclure sur I’évolution
n—-+oo n—-+oo

a long terme du taux de chomage.



