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Petites questions
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1. L’ensemble G n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. En effet, @ = <0> € (G mais %u = (

de stabilité par multiplication scalaire n’est donc pas respecté.

0 2 1
5 3 4
sont respectivement de format 3 x 3;2x 2;3 x 2 et 2 x 3.

2. La transposée de A est ‘A = < . Parmi les produits cités, seuls A'A, *AA, AB et B'A sont bien définis. Ils

Exercice

1. On calcule :
e 2—-0+2x1=0doncpe€E.
e 1-1+4+2x(-1)=-2#0doncu ¢ E.
e 0—-2+2x(-1)=—-4#0donc v ¢ E.
e1—(-1)+2x0=2#0donc W ¢ E.

T Y1
2. On vérifie d’abord que 0 — 0+ 2 x 0 =0 donc 0 € E. Soient ¥ = | zo | et y=|y2 | € E, soit A € R.
T3 Y3
A1+ Y1
Montrons que M@+ ¢ € E. On a AZ+ ¢ = | Axa +y2 |. Calculons
ATz + Y3
Azy 4y — (Az2 +y2) +2(Ax3 +y3) = AMx1 — 22 +223) + (Y1 — Y2 +2y3) = Ax 0+ 0=0donc \¥+ 5 € E.
T
L’ensemble E est donc un sous-espace vectoriel de R3. De plus, tout élément & = | zo | € E peut s'écrire
Zs3
1 1 0 1 0
= |x1+2x3| =21 | 1] +23|2|.La famille 11,12 engendre donc E.
T3 0 1 0 1

3. La famille contient 4 vecteurs de R3, elle n’est donc pas libre. Déterminons si elle est génératrice.
-2 1 0 1
La matrice de la famille de vecteurs est A= | 0 1 2 —1|. Calculons une réduite de Gauss en appliquant
1 -1 -1 0
la méthode du pivot.

0 1 2 —1| L &L
-2 1 0

1 -1 -1 0

0 1 2 -1

0o -1 -2 1 L3 — L3 + 214

1 -1 -1 0

0 1 2 -1

0o 0 0 O L3 < L3+ Ly

La réduite obtenue posséde deux pivots. Comme A a trois lignes, la famille n’est pas non plus génératrice.

4. (a) Cherchons s’il existe des réels a, b, ¢, d tels que ap’ + bl + ¢ + did = &. Pour cela, on résout le systéme suivant,
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d’inconnues a,b,c,d € R :

—2a + b + d =z
b + 2¢ — d =uxo
a - b - c =3

(b) La matrice de ce systéme est exactement la matrice A de la question précédente. On échelonne ce systéme en
effectuant les mémes opérations élémentaires Ly <+ L3, puis L3 < L3 + 2Ly et L3 < L3 + Ly. On obtient

a — b — ¢ =3
b + 2¢ — d =9
0 =x + 20+ 223

Ce systeme est indéterminé si x1 + x2 + 2x3 = 0, et impossible sinon. Le vecteur £ est donc combinaison linéaire
de p, i,V et W, si et seulement si, x1 + o + 223 = 0.

T
(¢) D’apres ce qui précede, on a donc ENF = zo | ER3, 21 — a0+ 223 =0¢t 21 + 22 + 2253 =0 p. Ainsi

T3

iR r1 — 29+ 2x3 =0 r1 —r9+2x3 =0 s . _

reENF < { o1+ 19+ 215 =0 & 91y =0 en effectuant 'opération Lo < Lo — L.
%15 9 )

DouZe ENF & (x3=0et z1 = —223) & F = 0 =z3| 0 |. Donc ENF = Vect 0

I3 1 1

Probléme

— — . 17
1. On a, pour tout n € N, @11 = A, OUA:< pp 1gq>'

2. (a) Soit ¥ = (51> € R?%. On a A0 = 7 & (A — )7 = 0. On se raméne donc & résoudre un systéme linéaire
2
homogene, de matrice A — Iy = (_pp _qq> L’opération élémentaire Ly < Lo 4+ Ly transforme la deuxiéme

ligne en 0 = 0, le systéme se réécrit donc —pv; +qve = 0 soit vy = gvl. L’ensemble des vecteurs vérifiant Av = ¢/

est donc {<U1> € R2 vy = pvl}.
V2 q

414 S PP V1 1 1 )
b) Tout élément ¥ de F' peut s’écrire v = =0 . Donc F' = Vect et par conséquent F’
(b) P (@MQMM) 1(p/q> ((p/q>> P 4

est un sous-espace vectoriel de R2.

(¢) Tout élément W de F' s’écrit @ = ( (p /u(;iw ) Si on impose que la somme des composantes de W soit égale a 1,
1
p . 1 q : p .
cela donne w; + —wy = 1 soit wy; = 7= - Il s’ensuit que wy = =w; = ——. L’unique vecteur de F'
q 1+, p+a q p+yq

q
dont la somme des composantes vaut 1 est par conséquent w = (p'};q)
p+q

(d) Supposons g = W et montrons par récurrence que pour tout n € N, @,, = .
e (Initialisation) On a supposé iy = w0, le résultat est donc vrai pour n = 0.
o (Hérédité) Soit n € N tel que le résultat soit vrai (c’est-a-dire tel que @, = ). Montrons que @, +; = .
On a i,y = A, = AW = 0 : le résultat est démontré pour n + 1.
e (Conclusion) Par récurrence, on a donc pour tout n € N, #@,, = .

() Sip=g=1,onaw= G@
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3/4 1/4 . 5/8 3/8 3a4+8 ia
) A= ol A% = P R A I =14 4 LA
3.(a) On a (1/4 3/4) (iou 3 <3/8 5/85 our o, 3 € ,onaa3 +ﬂ25 Bioé %Z‘Jrﬂl insi
—@A—&—ﬁfg entraine Za—get ZO‘+B_§ ce dont ondéduitozzietﬁ:§—1x§——§:—§.D’ou
A2:fA—712.
2 2

1 1
(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, A” = <2 - 2n1> A+ (2n1 - 1) I.
1

1
o (Initialisation) On a <2 ~ 0= > A+ (20 T = 1) Iy =(2-2)A+(2—1)I, = I, = A° donc le résultat est

vrai pour n = 0.

1 1
o (Hérédité) Soit n € N tel que le résultat soit vrai. Alors A"t = A" A = (< T 1> A+ <2 - 1) 12) A

1 1 1 3 1 1 ,
= <2 ~ onoi >A2 + <2n_ — 1) A = (2 — 2n_1> (A — 2]2) + <2n_1 — 1> A. En développant, on

1 1
trouve A"t = 34 — I, — —A + —Ig —|— A A= (2 — > A+ ( — 1) I, en remarquant que

AL 2n
3 1 3 2 , , .
on T on-l —on gn = g’ Le résultat est donc également vrai pour n + 1.

1 1
e (Conclusion) Par récurrence, on a pour tout n € N, A™ = (2 ~ o= ) A+ (2n T 1) Ip.

(¢) On a donc, pour tout n € N, @,, = A"y = (2 — Atly + — 1|y —> 2AT — .

2n71 anl n——4oo
L Zo + 5Y0 Zo L (z0+ %o 1/2
Or 2Aty — g = — =— = en se rappelant que xg + yg = 1.
0 — o (%xo i %yo) <y0> 5 (930 erO) (1/2 pp que o + Yo
Donc lim z, = lim ¥, = = : on évolue vers un taux de chomage de 50%. On constate que la limite de la
n—-+o0 n—+oo 2

suite (i, )nen est exactement le vecteur w calculé & la question 2.

Le vecteur W est ce que [’on appelle un équilibre asymptotiquement stable. Le mot « équilibre » fait référence a
ce qut a été démontré a la question 2 : si on commence avec cette situation, on y reste éternellement. Les mots
« asymptotiquement stable » qualifient ce que l'on a démontré d la question 8 : méme si on commence dans une
autre situation, aprés un temps trés long on arrive a la situation d’équilibre précédente.



