Développement : Théoreme des extrema liés

Lecons : 151, 159, 214, 215, 217, 219.

Théoréme. Soit U ouvert de R, soient f,g1,---,g, € C*(U,R), soit T = {x € U, gi(z) = --- = g,(x) = 0}. Si
fir posséde un extremum relatif en a € T, et si les formes linéaires (dg1(a),- -+ ,dg-(a)) forment une famille libre,

alors il existe \1,--- , A\ € R tels que df (a Z Xidgi(a

Démonstration.

Etape 1 : Cadre de résolution

Comme (dgi(a), -+ ,dg,-(a)) famille libre de (R™)* qui est de dimension n, on a r < n. De plus, si 7 = n, le théoréme
est évident, les (dg;(a)); formant alors une base de (R™)*. On suppose donc r < n — 1, on pose s = n —r et on
identifie R™ & R® x R". Les éléments de R™ seront ainsi notés (z,y) = (1, - ,Zs, %1, * ,Yr), € Ry € R". On

note a = (a, 8),a € R, S € R".

Etape 2 : Expression locale des éléments de I’

Comme (dgy(a),- - ,dg.(a)) est libre, elle est de rang r, et donc la matrice
@ - (@) () - §2(a)
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est aussi de rang r. Comme le rang d’une matrice est la dimension maximale de ses sous-matrices inversibles, on
peut extraire de A une sous-matrice carrée inversible de taille r. Quitte a échanger les variables, on peut supposer

dy;
donc appliquer le théoréme des fonctions implicites : il existe V voisinage de o dans R*, W voisinage de 3 dans
R" et p € CHV,W) tels que V x W C U et ¥(z,y) € V x W,g(z,y) = 0 & y = ¢(z). Ainsi, au voisinage de a,
(z,y) €T < y = p(x), en particulier a = (a, p()).

da
que ( Ji (a)) est inversible. Ainsi, si g = (g1, -, ¢gr), cela revient & dire que dyg(a) est inversible, on peut
1<4,5<r

Etape 3 : Condition d’optimalité
Pour z € V, on pose h(z) = f(z,¢(x)). h admet un extremum local en «, on a donc dh(a) =0. Or h = f o1 ou
1 = (Idgs, ). Par dérivation composée, cela entraine
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Or pour 1 <j<s,
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a) = d; . D’oli, en notant que ¢ () = a et x4, = yj,
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Par ailleurs, en différentiant ’expression g(z, p(z)) =0 en & = «, on tire de méme

d(gi o) 891 8gl &pJ
Vi<i<rVli<k<s 0= -——"=
=0 % Oxk @) &vk Z 3yj 3xk
Alors, si on pose
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les relations précédentes montrent que les s premieres colonnes de M s’expriment comme combinaison linéaire des

r dernieres. Donc rg(M) < r. De plus, comme le rang des lignes est égal au rang des colonnes (car rg(*M) =

rg(M)), les r + 1 vecteurs lignes de M forment une famille liée : il existe pg,-- -, g € R non tous nuls tels que
T

podf (a) + Z,uidgi(a) = 0. Comme (dg;(a),- - ,dgr(a)) libre, uy # 0, et en posant pour tout 4, \; = —p; /g, on a
i=1

df(a) =Y Nidg;(a). O
=1
Compléments

Une caractérisation de SO, (R)
Théoréme. SO, (R) est l’ensemble des éléments de SL,(R) de norme minimale.

Démonstration.

On pose g(M) = det(M) — 1, N(M) = tr(*M M) = ||M]|?. On cherche & minimiser N sous la contrainte g(M) = 0.

Ona N(A+ H) = N(A) + 2tr(*AH) + tr(*HH) donc N différentiable et dN(A)H = 2tr(*AH). De plus, si C est

la comatrice de A, on a dg(A)H = tr(*CH). Enfin, comme SL,(R) = g~1({0}) est fermé, N atteint son minimum

sur SL,(R) car la distance § de 0 & un fermé F est toujours atteinte (sur le compact F'N B(0,6 + 1)).

D’apres le théoréme des extrema liés, si N atteint son minimum en A, alors VH, 2tr(*AH) = Mr(*C H). En évaluant

cette relation en tous les H = E; j, on tire 24 = A\C. Comme A inversible et det(4) = 1, on a C = A~ d’ou

2*AA = M,,. En composant par le déterminant, il vient A™ = 2" donc comme *AA € S, (R), A > 0 donc A = 2. Donc

tAA =1, et A€ SO,(R). Le minimum de N vaut donc N(I,,) = n. Réciproquement, si A € SO, (R), N(A) = n.
O

Références

X. Gourdon, LES MATHS EN TETE - ANALYSE, Ellipses, p. 317, 321, 327.



