
Développement : Théorème de Burnside

Leçons : 104, 106, 155, 157.

Théorème. Tout sous-groupe de GLn(C) est fini si et seulement s’il est d’exposant fini.

Démonstration.
Étape 1 : Pour A ∈Mn(C), A nilpotente ⇔ ∀k ∈ N∗, tr(Ak) = 0.
⇒ : si A est nilpotente, alors pour tout k ∈ N∗, la seule valeur propre de Ak est 0, donc tr(Ak) = 0.
⇐ : χA est scindé. Par l’absurde, si A non nilpotente, alors elle admet des valeurs propres λ1, · · · , λr non nulles ; on

note n1, · · · , nr leurs multiplicités. En trigonalisant A, on voit que pour tout k ≥ 1, tr(Ak) =
r∑

i=1
niλ

k
i . En écrivant

ces relations pour tout k ∈ [[1, r]], on obtientλ1 · · · λr
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λr
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 =
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La matrice de ce système linéaire est une matrice de Vandermonde, de déterminant λ1×· · ·×λr×

∏
1≤i<j≤r

(λi−λj) 6= 0,

donc inversible, et nécessairement n1 = · · · = nr = 0, contradiction, et A est nilpotente.

Étape 2 : Condition suffisante de nilpotence.

SoitG sous-groupe deGLn(C), soit (M1, · · · ,Mm) ∈ Gm base de Vect(G), soit f :
{
G → Cm

A 7→ (tr(AM1), · · · , tr(AMm))T .

Si A,B ∈ G vérifient f(A) = f(B), alors montrons que AB−1 − In est nilpotente.
Si f(A) = f(B), alors par linéarité de la trace, pour tout M ∈ Vect(G), on a tr(AM) = tr(BM).
Soit D = AB−1 ∈ G, soit k ∈ N∗. En prenant M = B−1Dk−1, on a tr(Dk) = tr(AB−1Dk−1) = tr(BB−1Dk−1) =
tr(Dk−1). Ainsi pour tout k ∈ N∗, tr(Dk) = tr(In) = n. Alors, pour tout k ∈ N∗, comme D et In commutent,

tr((D − In)k) = tr

 k∑
j=0

(
k

j

)
(−In)k−jDj

 = n

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)k−j = n(1− 1) = 0.

D’après l’étape 1, AB−1 − In = D − In est nilpotente.

Étape 3 : Si tous les éléments de G sont diagonalisables, alors f injective.
Soient A,B ∈ G vérifiant f(A) = f(B). Alors D = AB−1 est diagonalisable, mais alors D−In aussi : si D = P∆P−1

avec ∆ diagonale, alors D − In = P (∆− In)P−1 avec ∆− In diagonale, donc D − In diagonalisable. Mais D − In

aussi nilpotente, donc nulle : D = In donc A = B et f injective.

Étape 4 : Conclusion.
Soit G sous-groupe de GLn(C) d’exposant fini N . Alors tout élément de G annule XN − 1 qui est scindé à racines
simples, donc est diagonalisable. Ainsi f est injective. Notons X = {tr(A), A ∈ G}. X est fini car les valeurs propres
des éléments de G sont des racines N -èmes de l’unité. On a Im(f) ⊆ Xm, donc Im(f) fini et par injectivité de f ,
G est fini. Réciproquement, un groupe fini est trivialement d’exposant fini.
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Notes personnelles

(Z/2Z)N fournit un exemple de groupe infini d’exposant fini.
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