Développement : Table de caractéres de S;.

Lecons : 105, 107, 109, 161, 183.

Etape 1: 84 est isomorphe au groupe des isométries du tétraedre.

Soit T = {T1,Ts,T5, T4} tétraédre régulier centré en O. Soit G le sous-groupe des isométries qui préservent 7.
Comme ce sont des applications affines, elles préservent les barycentres, donc les sommets de T. Ceux-ci formant
un repere affine de R, g € G est uniquement déterminée par les permutations qu’elle engendre sur les sommets.
G s’identifie donc a un sous-groupe de Sy. Mais les réflexions par rapport au plan médiateur d’une aréte trans-
posent deux sommets. Comme les transpositions engendrent Sy, I'injection Gp — Sy est aussi surjective, donc un
isomorphisme.

Etape 2 : Classes de conjugaison.
Les classes de conjugaison de Sy sont :
— L’identité, seule dans sa classe. Son pendant est I'identité, de trace 3.
— Les permutations, représentées par les réflexions par rapport aux plans médiateurs des arétes. Il y en a 6.

100
Par exemple, la permutation de (T5,T5) est donnée par la matrice {0 0 1], de trace 1.
01 0
— Les 3-cycles, représentés par les rotations d’angle i%“ par rapport a un axe, sont au nombre de 8. Par
0 1 0
exemple, la permutation (71, T»,Ts) (rotation {(OTy), 2°}) est donnée par [ 0 0 1], de trace nulle.
1 00

— Les 4-cycles, représentés par la composée entre la rotation d’une face et la réflexion par rapport au plan
médiateur d’une des arétes hors de la face (car (T1,T4)(T1,T2,T3) = (T1,T»,T3,T4)). Par exemple, la per-
mutation précédente donne Fy — Fo — —F3,Fy — E3 — —Fs, F3 — E; — E;. Sa matrice est donc

0 0 -1
0 —1 0 |],detrace-1.1lyen a6.
1 0 0

— Les bi-transpositions sont représentées par les demi-tours d’axe joignant les milieux de deux arétes opposées
(intersection de deux plans médiateurs). Elles sont au nombre de 3.

1 0 0
Par exemple, (T1,Ty)(Ts,T5) est donnée par |0 —1 0 |, de trace -1.
0 0 -1

Il y a 5 classes de conjugaison, et donc 5 lignes dans la table de caracteres.

Etape 3 : Trois représentations irréductibles simples.

On connailt déja deux représentations de degré 1, la représentation triviale de caractére xi, et la signature, de
caractere x.. De plus, I’étape 2 nous donne la représentation standard de caractere g, qui est également irréductible
car |Sy] (Xs,Xs) =1 x324+6x12+8x0%+6x (—1)2+3 x (—1)? = 24. On peut donc remplir trois lignes :

Id[(12) [ (123)[(1234) ] (12)(34)
vi| 1] 1 1 1 1
e | 1] -1 1 1 1
Ys | 3 | 1 0 1 1

Etape 4 : Deux dernieres lignes de la table.
On peut montrer, en faisant agir S, sur les grandes diagonales, qu’il est aussi isomorphe au groupe des rotations
du cube. On a alors les correspondances :
— L’identité est représentée par 'identité, de trace 3.
— Les transpositions sont représentées par les rotations d’axes binaires (reliant deux milieux d’arétes opposées)
et d’angle 7 : elles sont de trace —1.
— Les 3-cycles sont représentés par les rotations d’axes ternaires (les grandes diagonales) et d’angle %’T : elles
sont de trace nulle.
— les 4-cycles sont représentés par les rotations d’axes quaternaires (reliant les centres de deux faces opposées)

et d’angle 7 : elles sont de trace 1.



— Les bi-transpositions sont représentées par les rotations d’axes quaternaires et d’angle 7 : elles sont de trace
—1.
On montre comme précédemment que la représentation standard associée est irréductible, et on obtient la quatrieme
ligne. Enfin, par orthogonalité des colonnes, on obtient la cinquieme ligne.

Id[(12) (123 (1234 ] 1234
11 1 1 1
Y- | 1| -1 1 1 1
Xs | 3| 1 0 1 )
X5 | 3 -1 0 1 -1
il 21 0 ) 0 2

Complément
Table de caractéres par une méthode algébrique

On consideére de méme les représentations triviale et signature. On consideére alors la représentation de permutation

de Sy : celle-ci est définie par p, { ‘084 : (C;L4((C)) ,
1,0(j))1<i,j<n

autrement dit dans une base (e, ez, 3, e4), (Z a:kek> = Zmafl(k)ek;.

Cette représentation n’est pas irréductible car s = e; 4 e2 + e3 + e4 est un vecteur stable par p,. Son orthogonal
est 'hyperplan H = {z € C* 21 + 25 + 23 + 24 = 0}. p, induit sur Vect(s) la représentation triviale, et sur H une
représentation qu’on note pg. Ainsi, en notant x, et xg leurs caracteres, on a x, = xs + xu. Comme X, est une
représentation de permutation, son caractére est égal au nombre de points fixes, on peut donc calculer g :
xu(Id) = xp,(Id) — xs(Id) =4—-1=3.
i ((12) = x((12)) — xs((12) =21 = 1.
X ((123)) = xp(123)) = xo(123)) =1 -1 =0.
Xxu((1234)=xp((1234))—xs((1234))=0-1=-1.
(123 1)) = (1 2)(3 4) (123 ) =0 1= 1.
On a alors |Sy| (a7, xg) = 1x32+6x124+8x0%24+6 x (—1)2+3 x (—1)2 = 24. Donc (xm, xg) = 1 et le caractére
est irréductible, on peut ajouter ses valeurs a la table de caracteres.
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Notes personnelles

C’est joli, ¢a se recase bien, mais pas facile & rédiger. Dessin(s) indispensable(s)! L’étape 1 est surtout ld pour
allonger un peu la sauce, on peut la zapper.



