Développement : Prolongement méromorphe de la fonction ¢

Lecons : 207, 235, 239, 241, 245, 247.
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Théoréme. On pose ((s) = Z — . Cette fonction est bien définie pour R(s) > 1 et définit dans ce demi-plan une
n
n=1
fonction holomorphe. De plus,  se prolonge en une fonction méromorphe sur C, admettant un unique pole simple
en 1.

pémonstration.
Etape 1 : Holomorphie de ¢.

On a —R(s)

n

1
=n , et comme la série de Riemann Z — converge pour « > 1, la série qui définit ¢ (s) converge
n
n>1
absolument pour R(s) > 1. De plus, pour (s) >y > 1,on a |n~*| <n~ 7, il y a donc convergence normale sur les
demi-plans R(s) > v, > 1. Comme s — n~* = exp(—s1n(n)) est holomorphe, par le théoreme de Weierstrass, ¢

est holomorphe sur {§(s) > 1} comme limite uniforme de fonctions holomorphes.

Etape 2 : Identité de la fonction 6 de Jacobi
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On pose pour t > 0, (¢ Z e~™t et on admet qu'elle satisfait 'équation fonctionnelle §(1/t) = V/20(t).
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On considere alors, pour t > 0, 9 e mmt _ 2 t)—1) == —1) = =)+ — — 2. (%
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Etape 3 : Expression de ¢ a ’aide de I" et d’une intégrale.
Soit s € C tel que o := R(s) > 1. On a, en faisant le changement de variables r = mn’t,
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On pose, pour tout N € N, fn(t) Z —mnttys =1 ot F(t) = 0(t)ta L.
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Alors (fn)nen converge simplement vers f, et pour tout ¢ > 0, |fn(t)] < Z et E 1 g(t).
n=1

Montrons que g € L. D’aprés Fubini-Tonelli et (), on a
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/ t)dt = Z/ e~ 1t = (0/ )C(U) < 400, donc g € L.
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On applique & () le théoréme de convergence dominée a : ((s) =
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/ o(t)tz=1de. ().
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Etape 4 : Découpage de l'intégrale.
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En utilisant ( ona/ 9 ’_1dt 0( )t?‘gdt—I—/ t2~ %dt—f/ t271de.
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En faisant le changement de variables u = % ans la premiere intégrale et en calculant les deux autres, il vient :
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Etape 5 : Conclusion.
Soit ®; : s+ 6(t) (L2t + t_%_%) est holomorphe sur C pour ¢t > 1.
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De plus, si R(s) € [a,b], on a Q(t)(tifl —|—t757%) < : € —71-( 151 +t*z*%).
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Par le théoréeme d’holomorphie des intégrales a parameétre, ¥ : s — / 5(15) (t%_l + t_%_%)dt holomorphe sur C.
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Alors, comme ((s) = F(Z;Q) <51 3 —I—w(s)) et que I' est méromorphe sur C et ne s’annule pas, ( est

méromorphe sur C, avec au plus un pdle simple en 0 et 1. Mais I' a un pdle simple en 0. Donc ¢ n’a pas de

pdle en 0, et ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C\{1}, avec un unique pdle simple
en 1.
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Notes personnelles

Présenté a loral dans la lecon 207. On m’a demandé s’il y avait unicité du prolongement obtenu, de prouver le
théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, et d’expliquer d’ou vient l’identité sur la fonction 6 de Jacobi.
Développement a bien travailler sinon on a vite fait de se perdre dans les calculs...



