Développement : Ellipsoide de John-Loewner

Lecons : 152, 171, 203, 219, 253.

Théoréme. Soit K compact d’intérieur non vide de R™. Alors il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume
minimal contenant K.

Démonstration.

On rappelle qu'un ellipsoide centré en 0 est défini par une équation de la forme g(z) < 1 ou ¢ forme quadratique
définie positive. On notera @ (respectivement Q+, Q1) I'espace des formes quadratiques (respectivement formes
quadratiques positives, définies positives).

Etape 1 : Calcul du volume d’un ellipsoide.
Soit ¢ € Q*T, calculons le volume V; de l'ellipsoide &,.

n
D’apres le théoréme spectral, il existe une base (eq,- - ,e,) de R™ telle que Va € R", ¢(z) = Z a;ix?.
=1

Si S est une matrice symétrique définie positive représentant (), ses valeurs propres sont aq, - , @y, son déterminant
est donc det(S) = ay - - - a,, indépendamment de la base choisie, on le note D(q).

On a alors V, = dzy---dz,.
a1x§+-~~+anmi§1
On pose le changement de variables x; = t;'. C’est un C!-difféomorphisme, et son jacobien est donnée par
1
J = L = L . Le changement de variables donne alors V,, = / dzy---dx, = Vo ,
Vaian  \/D(q) a3+t <1 VD(q)

ot Vj est le volume de la sphére unité (pour la norme euclidienne) de R” (qui vaut 7™/2T'(n/2 4+ 1)~1).
On se rameéne & montrer qu’il existe ¢ € QT telle que Vz € K, q(z) < 1 et tel que D(q) soit maximal.

Etape 2 : Maximisation de D(q).

On munit @ de la norme N(q) = sup |g(z)]. On considere A = {qg € QT,Vx € K,q(x) < 1}. Montrons que A
lzll<1
compact convexe :

— A convexe : soient ¢,¢' € A, X €[0,1]. Si z € R™, (1 — AN)g(z) + A¢'(x) > 0 et (1 — X\)g+ A¢’ est positive. Et si
x € K,(1—XNq(z)+ M(z) <1—X+X=1.Donc A est convexe.

— A fermé : soit (¢n)nen € AY qui converge vers ¢ € Q. Montrons que cela implique la convergence simple :
soit x € R™. On a |g(z) — qu(z)] < N(q — qn)||z|)? e 0. Il s’ensuit en passant a la limite que pour tout

x €R", g(x) > 0et g(x) <1, donc g € A et A est fermé.
— A borné : comme K d’intérieur non vide, il existe z € K,r > 0 tel que B(z,r) C K. Soit g € A.
Si||z|| < r, alors z+ 2 € K donc ¢(z +x) <1, et g(—z) = q(2) < 1. L’inégalité de Minkowski donne alors

n /2 /4y /2 ; 1/2
q(x)= (Z(\@(aﬁi +zi - 21))2> < (Z(x/cTi(xi + Zi))2> + (Z(\/@(—Zi)V) =Valz+2)+Vq(z) <2

i=1 i=1 i=1
4
Donc ¢(z) < 4. Maintenant, si [z[| <1, on a ¢(z) = —¢(rz) < —. Donc N(gq) < — et A est borné.
r T r
Ainsi A compact convexe. Montrons qu’il contient un élément de Q*+. Comme K compact, il est borné, donc il
2
existe M > 0 tel que Va € K, ||z|| < M. Si on pose §(z) = H]\ZHQ , ¢ est définie positive (en particulier D(§) > 0), et

vérifie Ve € K,§ <1 donc § € A.
Comme det est continue (car polynomiale) sur A compact non vide, l’application D atteint son maximum sur A
en go. De plus, D(qp) > D(§) > 0, donc gy définie positive. Il existe donc un ellipsoide de volume minimal contenant K.

Etape 3 : Unicité
S’il existe ¢1 € A tel que D(qo) = D(q1), on note Sy, S7 les matrices de go, g1 dans la base canonique de R™. On a
g+ q1

par convexité de A, € A, et par concavité logarithmique du déterminant,

So+ S
D (qo —; Ch) = det (O—;l> > det(Sg)/2 det(S1)'/? = D(qp). Contradiction avec la maximalité de D(qo). O



Extensions
Concavité logarithmique du déterminant

Théoréme. Soient A, B € S;'T(R), soit a € [0,1]. Alors det((1 — a)A + aB) > det(A)! = det(B)®, avec inégalité
stricte si o €]0,1] et A # B.

Démonstration. Par pseudo-réduction simultanée, il existe P € GL,(R) et D = diag(A1,--+ , Ay) avec les A; > 0 tels

que A =' PP, B ='PDP. Alors det(A)!~*det(B)® = det(P?)!~ det(P?)* det(D)* = det(P)? det(D)®.
Par allleurs det((1— )A+aB) = det(PQ) det((1— )l +aD). Montrons donc que det(( a)l, +aD) > det(D)*,

soit H (I—a+a)) > H Ai | . En prenant le logarithme, Zln I-—a+a)) >« Z In(A

Or, par concavité du logarlthme on a pour tout i, aln(\;) = (1 —a)In(1) + aln();) < 1n((1 —a)l + A(\)).
En sommant ces inégalités, on obtient le résultat (et la stricte inégalité vient de la stricte concavité du logarithme). O

Remarque. Le fait qu'un ellipsoide plein centré en 0 posséde une équation de la forme g(z) < 1 provient du fait
n_ 2
x.
que, dans une base adaptée, son équation est donnée par Z a—; <1.
i=1
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Notes personnelles

Un trés grand classique, mais quand méme de bon niveau, alors pourquoi s’en priver... Jolie application aux sous-
groupes compacts de GL,,(R) dans Alessandri.



