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Lemme (Kantorovitch). Soit A ∈ S++
n (R), soient 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn ses valeurs propres. Alors, pour tout x ∈ Rn,
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Démonstration.
Étape 1 : Reformulation du problème.
On diagonalise A en base orthonormée : P ∈ On(R) tel que A = tPDP,D = diag(λ1, · · · , λn). Alors A−1 =
tPD−1P avecD−1 = diag(1/λ1, · · · , 1/λn), 〈Ax, x〉 = 〈D(Px), Px〉 ,

〈
A−1x, x

〉
=
〈
D−1(Px), Px

〉
. Par homogénéité,

on suppose ‖x‖2 = 1. P étant orthogonale, on a x 7→ Px bijection de la sphère sur elle-même. Par changement de
variables y = Px, on se ramène à prouver que pour tout y ∈ Sn−1,

1 ≤ 〈Dy, y〉
〈
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〉
≤ 1
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Si λ1 = λn, c’est vrai. Supposons λ1 < λn.

Étape 2 : Preuve.
On considère θ : R∗+ → R∗+, x 7→ 1/x. Pour k ∈ [[1, n]], on appelle Mk le point (λk, 1/λk) = (λk, θ(λk)). Soit y ∈ Sn−1,

on appelle M le point d’abscisse µ := 〈Dy, y〉 =
n∑
i=1

λiy
2
i et d’ordonnée

〈
D−1y, y

〉
=

n∑
i=1

1
λi
y2
i . Ainsi M est bary-

centre des Mk à coefficients positifs (y2
k)k, il est dans le polygone de sommets M1, · · · ,Mn. Soient M∗ = (µ, θ(µ)),

M# le point de la droite (M1Mn) d’abscisse µ.

Si on note z l’ordonnée de M#, on a
∣∣∣∣λn − λ1 µ− λ1

1
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λ1

∣∣∣∣ = 0⇔ z = 1
λ1
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(
1
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− 1
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)
= 1
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+ 1
λn
− µ

λ1λn
.

L’épigraphe de θ est convexe, donc l’ordonnée deM est supérieure à celle deM∗, ie
n∑
i=1

y2
i

λi
≥ 1
µ

, et 〈Dy, y〉
〈
D−1y, y

〉
≥

1. Et l’ordonnée de M est inférieure à celle de M#, soit
〈
D−1y, y

〉
≤ z ⇔ µ

〈
D−1y, y

〉
≤ µz = µ(λ1 + λn − µ)

λ1λn
.

Or u 7→ u(λ1 + λn − u)
λ1λn

atteint son maximum pour u = 1
2 (λ1 + λn), d’où µz ≤ 1

λ1λn

(
λ1 + λn

2

)2
, et il s’ensuit

que 〈Dy, y〉
〈
D−1y, y

〉
≤ 1
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Théorème. On considère f : Rn → R donnée par f(x) = 1
2 〈Ax, x〉 − 〈b, x〉. On considère la suite définie par

x0 ∈ Rn et xk+1 = xk − tk∇f(xk) où tk = argmint∈Rf(xk − t∇f(xk)). Alors (xk)k converge vers x solution du

système linéaire Ax = b, et ‖xk − x‖ ≤
(

2(f(x0)− f(x)
λn

)1/2(cond2(A)− 1
cond2(A) + 1

)k
.

Étape 1 : Diverses relations sur les itérés.
On pose dk = −∇f(xk). On a f(xk + tdk) = f(xk) + t 〈Axk − b, dk〉+ t2

2 〈Adk, dk〉 d’où si dk 6= 0, le minimum est

atteint en tk = −〈Axk − b, dk〉
〈Adk, dk〉

= ‖dk‖2

〈Adk, dk〉
. Il s’ensuit que dk+1 = −(Axk+1−b) = −Axk+b−tkAdk = dk−tkAdk,

〈dk+1, dk〉 = 〈dk, dk〉 − tk 〈Adk, dk〉 = 0.

On a aussi f(xk + tkdk) = f(xk) + tk 〈Axk − b, dk〉+ t2k
2 〈Adk, dk〉 = f(xk)− ‖dk‖4

〈Adk, dk〉
+ 1

2
‖dk‖4

〈Adk, dk〉

= f(xk)− 1
2
‖dk‖4

〈Adk, dk〉
. D’où f(xk+1)− f(x) = (f(xk)− f(x))

(
1− ‖dk‖4

2(f(xk)− f(x)) 〈Adk, dk〉

)
.

Par ailleurs, on a
〈
A−1dk, dk

〉
=
〈
A−1(Axk − b), Axk − b

〉
= 〈Axk, xk〉−〈b, xk〉−〈b, xk〉+

〈
A−1b, b

〉
= 2(f(xk)−f(x))

1



car A−1b = x et f(x) = 1
2 〈b, x〉.

Ainsi f(xk+1)− f(x) = (f(xk)− f(x))
(

1− ‖dk‖4

〈Adk, dk〉 〈A−1dk, dk〉

)
.

Étape 2 : Vitesse de convergence.

On applique Kantorovitch : ‖dk‖4

〈Adk, dk〉 〈A−1dk, dk〉
≥ 4

(√
λ1

λn
+
√
λn
λ1

)−2

= 4 λ1/λn
(λ1/λn + 1)2 d’où

f(xk+1)− f(x) ≤ (f(xk)− f(x))
(

1− 4 cond2(A)
(cond2(A) + 1)2

)
= (f(xk)− f(x))

(
cond2(A)− 1
cond2(A) + 1

)2
.

Par récurrence, on tire f(xk)− f(x) ≤ (f(x0)− f(x))
(

cond2(A)− 1
cond2(A) + 1

)2k
.

Et on a 2(f(xk)− f(x)) = 〈Axk, xk〉 − 2 〈Ax, xk〉 − 〈Ax, x〉+ 2 〈Ax, x〉 = 〈A(xk − x), xk − x〉

≥ λn‖xk − x‖2. D’où ‖xk − x‖ ≤
(

2(f(x0)− f(x)
λn

)1/2(cond2(A)− 1
cond2(A) + 1

)k
.

Références
J.-B. Hirriart-Urruty, Optimisation et analyse convexe, EDP Sciences, pp. 17 et 53.

Notes personnelles

Bof, calculatoire, trop court sans Kantorovitch, trop long avec.
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