
Développement : Processus de Galton Watson

Leçons : 223, 228, 229, 243, 244, 253, 264.
Théorème. On considère l’évolution d’une population, dont on note Zn le nombre d’individus de la génération
n. On suppose que chaque individu i de la génération n a Yn,i enfants. Les (Yn,i)n,i sont supposées iid, on note
m = E[Y ] leur moyenne et pour tout k, pk = P(Y = k). On suppose 0 < p0 < 1, et Z0 = 1. Alors :

— Si m ≤ 1, la population s’éteint presque sûrement.
— Si m > 1, la population s’éteint avec une probabilité non nulle.

Démonstration.
Étape 1 : Fonction génératrice de Zn.

On note g(s) = E[sY ] la fonction génératrice de Y , ainsi g(s) =
+∞∑
k=0

pks
k.

On note Gn la fonction génératrice de Zn, et on a pour tout n ∈ N, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Yn,i.

Alors pour s ∈ [0, 1], Gn+1(s) = E[sZn+1 ] = E[sYn,1+···+Yn,Zn ] = E

[+∞∑
k=0

1{Zn=k}s
Yn,1+···+Yn,k

]

=
+∞∑
k=0

P(Zn = k)E
[
sYn,1 × · · · × sYn,k

]
=

+∞∑
k=0

P(Zn = k)E[sY ]k =
+∞∑
k=0

P(Zn = k)g(s)k = Gn(g(s)), (la permutation

somme-espérance étant permise par Fubini-Tonelli).
D’où, par récurrence immédiate, pour tout n ∈ N, Gn = gn = g ◦ · · · ◦ g.

Étape 2 : Croissance et convexité de g.

On a g′(s) =
+∞∑
k=0

kpks
k−1 = E[Y sY−1] ≥ 0, et de même g′′(s) =

+∞∑
k=0

k(k − 1)pks
k−2 = E[Y (Y − 1)sY−2] ≥ 0.

De plus, comme p0 < 1, il existe k > 0 tel que pk > 0, et donc g′(s) > 0 pour s ∈]0, 1] : g est strictement croissante.
Si p0 + p1 = 1, alors g′′(s) = 0 et g est une fonction affine. Sinon, il existe k > 2 tel que pk > 0, alors g′′(s) > 0 sur
]0, 1[ et g est strictement convexe.

Étape 3 : Probabilité d’extinction.
On note A = {∃n ∈ N, Zn = 0} =

⋃
n∈N
{Zn = 0}. Comme {Zn = 0} ⊆ {Zn+1 = 0}, c’est une union croissante.

D’où P(A) = lim
n∞

P(Zn = 0) = lim
n∞

Gn(0). La suite (Gn(0))n est croissante car P(Zn = 0) ≤ P(Zn+1 = 0) : elle
converge donc vers un point fixe de g. De plus, m = E[Y ] = g′(1). On pose ϕ(s) = g(s)− s, pour s ∈ [0, 1].

— Si m < 1 : on a ϕ′(s) = g′(s) − 1 donc ϕ′(1) = g′(1) − 1 = m − 1 < 0. De plus, comme g convexe, g′ est
croissante et ϕ′ aussi. Donc, pour tout s ∈ [0, 1], ϕ′(s) < 0 et ϕ est strictement décroissante. Donc pour tout
s ∈ [0, 1[, ϕ(s) < ϕ(1) = 0. 1 est donc le seul point fixe de g, ainsi P(A) = 1.

— Si m > 1 : On a ϕ′(1) > 0 et ϕ(1) = 0, donc par continuité, il existe α ∈]0, 1[ tel que ϕ(α) < 0. Or
ϕ(0) = g(0) = p0 > 0, donc par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe v ∈]0, α[ tel que g(v) = v. De
plus, c’est le seul point fixe de g dans ]0, 1[ : en effet, s’il existait deux points fixes v1, v2 distincts dans ]0, 1[,
par Rolle il existe β ∈]v1, v2[ tel que ϕ′(β) = 0. Rolle donne aussi qu’il existe β′ ∈]v2, 1[ tel que ϕ′(β′) = 0.
Alors g′(β) = g′(β′) = 1, donc en appliquant encore Rolle, il existe γ ∈]β, β′[ tel que g′′(γ) = 0 : cela contredit
la stricte convexité de g. Ainsi, P(A) = v.

— Si m = 1, alors g strictement convexe. S’il y a un point fixe p ∈]0, 1[, alors la tangente en (p, p) est en-dessous
de la courbe, et la corde de (p, p) à (1, 1) est au-dessus de la courbe. Mais ces deux droites sont confondues
(elles ont même pente et passent par un même point), donc g|[p,1] = Id. Par prolongement analytique, g = Id.
Mais alors p0 = 0, contradiction. Donc 1 est le seul point fixe et P(A) = 1.
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