Développement : Formule sommatoire de Poisson

Legons : 240, 241, 246, 254.
Théoréme (Formule sommatoire de Poisson). Soit f € CY(R) vérifiant f(z) = O(1/2?) et f'(x) = O(1/2?) quand

|x] = 400. On note Vn € Z, fr, : © — f(x +n). Alors la série Z fn converge normalement sur tout compact et
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Démonstration.
Etape 1 : La série des (f,,)nez converge normalement sur tout compact.
Soit K > 0. o
1
Ona f(z)=0 (:UQ)’ donc pour n assez grand, 3C' > 0,Vz € [-K, K], |fn(z)| = |f(z +n)| < G

Supposons |n| > K + 1. Alors :
— Sin>0,z4+n>-K+n=-K+|n|>0,dot (z+n)? > (|n| - K)2.

— Sin <0, alors (z+n)? = (—z—n)? = (—z + |n|)? > (|n] — K)? en utilisant le cas précédent.
Pour n assez grand et z € [—K, K], on a donc Vz, | f,(2)| < ————, dob || fulloxx) € 75
(Inf = K2 TS (- K2
il y a convergence normale sur [— K, K].

Etape 2 : Preuve de la formule.
+oo

On pose, pour tout z € R, F(z Z f(z+n). Comme f' € S(R), on a comme précédemment, Z f/, converge
n=-—oo nez
normalement sur tout compact. F est donc de classe C! et Vo € R, F'( Z f(x+n)
n=—oo
N N+1
Pour x € RN > 1, on a Z flx+n+1) = Z f(x + n), donc en faisant tendre N vers +oo, on a
n=—N n=—N+1

F(zx+1)=F(z) et F est 1- périodique Calculons ses coePﬁcients de Fourier. On a, pour k € Z,

ck(f>:A F( —Qlkwldx_/ Z f 1""77, —szﬂwdx_ Z / f x—l—n —2zk7racdm

n=-—oo n=-—oo

n+1 N
Z / —2zk7r(m n)dx_ Z e2zkn7r/ f(x)e—%kﬂwdx:/ f(m)e_%kmdx:fﬂlmr).

n=-—o0 n=-—o00 n

La permutation limite-intégrale est permise par la convergence normale (donc uniforme) sur [0, 1] de Z fn-

nez
Comme F est C! et 1-périodique, sa série de Fourier converge uniformément vers F', donc on a
Ve € R, F(x Z flea+n)= Z f2n7r Zinme, O
n=—oo n=—oo
+oo )
Théoréme (Fonction de Jacobi). On pose, pourt > 0,6(t) = Z e L,
n=—oo

Al tout t > 0,0(t) 19(1>

ors on a pour tou , =—0(-].
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Démonstration. ,
On pose, pour a > 0, f(z) = e **". f vérifie bien les conditions d’application de la formule sommatoire de
—+oo —+o0
Poisson. On a pour n € Z, f(2nw) = / emar” m2inme g \f/ —u? g =2inmu/Va g, 1/[67712#2/0‘ d’apres
@

le résultat sur la transformee de Fourier de la Gaussienne. La formule sommatoire de Poisson évaluée en z = 0
+

1 1
donne alors Z e—om’ Z ,/ e /e , d’ott en évaluant en o = 7t, on trouve 6(t) = %9 (t) O

n=—oo n=—oo
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Notes personnelles

On peut trouver d’autres applications de ce résultat, par exemple la formule d’inversion de Fourier dans S dans
Zuily-Queffélec.



