
Développement : Équation de Bessel

Leçons : 221, 244.

On considère l’équation différentielle linéaire (E) xy′′ + y′ + xy = 0.

Étape 1 : Solution DSE en 0.

On cherche une solution f développable en série entière au voisinage de 0 : f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n pour tout x ∈]−R,R[.

Ainsi f est C2 sur ]−R,R[ et pour x ∈]−R,R[,

f ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n, et f ′′(x) =

+∞∑
n=1

n(n+ 1)an+1x
n−1.

Alors f solution de (E) équivaut à
+∞∑
n=1

n(n+ 1)an+1x
n +

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

+∞∑
n=1

an−1x
n = 0, soit

+∞∑
n=0

(n+ 1)2an+1x
n +

+∞∑
n=1

an−1x
n = 0. Par unicité du DSE, on a a1 = 0 et ∀n ≥ 1, (n+ 1)2an+1 = −an−1.

On en déduit que pour tout n ∈ N, a2n+1 = 0 et a2n = (−1)n

(2n)2(2n− 2)2 · · · 22 a0 = (−1)n

4n(n!)2 a0.

Finalement, pour x ∈]−R,R[, f(x) = a0

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2x
2n. Réciproquement, cette série entière a un rayon de conver-

gence infini, donc toute fonction de cette forme est solution.

Théorème. On note f0 la solution DSE vérifiant f(0) = 1. Si f est une solution sur ]0, a[, on a (f, f0) libre ssi f
non bornée au voisinage de 0.
Démonstration. f0 continue en 0 donc bornée au voisinage de 0, ainsi si (f, f0) liée, f bornée au voisinage de 0.
Réciproquement, supposons (f, f0) libre. Sur ]0, a[, (E) se réécrit y′′ + 1

xy
′ + y = 0 dont l’ensemble des so-

lutions est un R-ev de dimension 2 de base (f, f0). On considère le Wronskien associé W = ff ′0 − f ′f0, et
W ′(x) = ff ′′0 (x)− f ′′(x)f0(x) = f(− 1

xf
′
0(x)− f0(x))− (− 1

xf
′(x)− f(x))f0(x) = − 1

xW (x).
Ainsi, pour tout x ∈]0, a[,W (x) = λe− ln(x) = λ

x avec λ 6= 0 car (f, f0) libre.
Ainsi, pour tout x ∈]0, a[, f(x)f ′0(x)−f ′(x)f0(x) = λ

x . Supposons f bornée au voisinage de 0, alors comme lim0 f0 = 1
et lim0 f

′
0 = 0, on a f ′(x) ∼

x→0
−λx .

Soit b ∈]0, a[. On a x 7→ −λ/x de signe constant sur ]0, b] et non intégrable sur ]0, b], donc par intégration des

équivalents, f(x)− f(b) =
∫ x

b

f ′(t)dt ∼
x→0
−λ
∫ x

b

dt
t

= λ(ln(b)− ln(x)). Ainsi f(x) ∼ −λ ln(x) −→
x→0

+∞, contradic-
tion avec l’hypothèse f bornée. Donc f non bornée.

Application. g(x) := 1
π

∫ π

0
cos(x sin(θ))dθ =

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2x
2n.

Montrons que g solution de (E). En dérivant sous le signe somme (possible car on intègre des fonctions continues sur

un segment), on a g′(x) = − 1
π

∫ π

0
sin(θ) sin(x sin(θ))dθ, et g′′(x) = − 1

π

∫ π

0
sin2(θ) cos(x sin(θ))dθ. Alors, pour x ∈

R, xg′′(x)+g′(x)+xg(x) = 1
π

∫ π

0
(x cos(x sin(θ))(1−sin2(θ))−sin(θ) sin(x sin(θ)))dθ = 1

π
[sin(x sin(θ)) cos(θ)]π0 = 0.

Donc g est solution. Elle est clairement bornée, donc (f0, g) est liée. Comme f0(0) = g(0) = 1, elles cöıncident sur
R+, puis sur R car elles sont paires. D’où le résultat.
Application.

On a g(x) = 1
π

∫ π

0

+∞∑
n=0

(−1)k sin(θ)2k

(2k)! x2kdθ =
+∞∑
n=0

(−1)k

(2k)!

(
1
π

∫ π

0
sin(θ)2kdθ

)
x2k en intégrant terme à terme.

Par unicité du DSE, on en déduit la valeur de l’intégrale de Wallis :
∫ π

0
sin(θ)2kdθ = (2n)!

4n(n!)2 .
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Notes personnelles

Original, on peut plus ou moins en faire selon le temps dont on dispose.
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