
Développement : Décomposition de Bruhat

Leçons : 101, 105, 106, 150, 151.

Théorème. Pour tout A ∈ GLn(K), il existe une unique permutation σ ∈ Sn telle que A s’écrit A = T1PσT2 où
T1, T2 matrices triangulaires supérieures inversibles et Pσ matrice de permutation associée à σ.

Démonstration.
Étape 1 : Remarques préliminaires.
Pour i, j ∈ [[1, n]], on note Eij la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient (i, j). On note Ts
l’ensemble des matrices triangulaires supérieures inversibles. On définit les matrices suivantes :

— Les matrices de transvection Tij(λ) = In +λEij . Elles sont dans Ts si j > i. Multiplier une matrice à gauche
(resp. à droite) par Tij(λ) revient à effectuer l’opération élémentaire Li ← Li + λLj (resp. Cj ← Cj + λCi).

— Les matrices de dilatation Di(α) = In + (α − 1)Eii. Elles sont dans Ts si α 6= 0. Multiplier une matrice à
gauche (resp. à droite) par Dii(α) revient à effectuer l’opération élémentaire Li ← αLi (resp. Ci ← αCi).

Étape 2 : Construction de la décomposition de Bruhat.
Étant données les remarques précédentes, on cherche à effectuer des opérations élémentaires pour se ramener de
A à une matrice de permutation. Comme A est inversible, sa première colonne n’est pas nulle et on peut poser
i1 = max{k ∈ [[1, n]], ak1 6= 0}. Pour tout i ≤ i1, on effectue Li ← Li − ai1

ai11
Li1 : on annule ainsi toute la première

colonne sauf le i1-ème coefficient. On effectue ensuite C1 ← 1
a1i1

C1 de façon à ramener le i1-ème coefficient à 1.
Enfin, pour tout j ≥ 2, on effectue Cj ← Cj − ai1jC1 de façon à annuler toute la i1-ème ligne sauf le premier
coefficient. On obtient une matrice de la forme

A1 =



0
... (∗)
0
1 0 · · · 0
0
... (∗)
0


Comme A1 ∈ GLn(K), sa deuxième colonne n’est pas nulle, on peut donc définir i2 = max{k ∈ [[1, n]], ak2 = 0}. De
plus i2 6= i1 car ai12 = 0. Comme précédemment, on peut mettre le coefficient (i2, 2) à 1 et mettre des 0 partout
ailleurs sur la ligne et la colonne, sans affecter la première colonne. En répétant l’opération, on construit une suite
injective (i1, · · · in), et on obtient finalement la matrice An = Pσ correspondant à la permutation σ(k) = ik. Et
comme An a été obtenue par multiplication par des éléments de Ts, en considérant l’inverse de ces matrices (toujours
dans Ts) on a T−1

1 AT−1
2 = Pσ soit A = T1PσT2.

Étape 3 : Unicité.
Supposons qu’il existe σ, σ′ ∈ Sn tels que A = T1PσT2 = T ′1Pσ′T ′2. Alors, en posant T = T ′−1

1 T1 et T ′ = T ′2T
−1
2 , on

a TPσ = Pσ′T ′, avec T, T ′ ∈ Ts. Comme T ′ triangulaire supérieure inversible, on a (T ′)jj 6= 0 pour tout j ∈ [[1, n]].
Or, pour j ∈ [[1, n], (T ′)jj = (Pσ′T ′)σ′(j)j = (TPσ)σ′(j)j = Tσ′(j)σ(j). Mais comme T triangulaire supérieure, les
coefficients (i, j) de TPσ sont nuls si i > σ(j). On a donc nécessairement σ′(j) ≤ σ(j). De même, on a aussi
σ(j) ≤ σ′(j), donc σ(j) = σ′(j) et σ = σ′.

Application aux drapeaux

Définition. Soit E espace vectoriel de dimension n. On appelle drapeau complet de E toute suite de sous-espaces
vectoriels {0E} = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E. On note D l’ensemble des drapeaux de E.

Théorème. GLn(K) agit transitivement sur D, et D est en bijection avec GLn(K)/Ts.

Démonstration. Si d = (E0, · · · , En) est un drapeau et A ∈ GLn(K), alors A · d = (A(E0), · · · , A(En)) est un
drapeau car A préserve la dimension (car inversible). On définit ainsi une action de GLn(K) sur D. Elle est
transitive : si on note (e1, · · · , en) base de E et δ le drapeau formé par les espaces (V ect(e1, · · · , ek))k, et qu’on
considère d = (E0, · · · , En) un drapeau quelconque : par le théorème de la base incomplète, il existe (f1, · · · , fn)
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base de E telle que pour tout k, (f1, · · · , fk) base de Ek. Alors la matrice A qui vérifie A · ei = fi est inversible
et vérifie A · δ = d, donc l’action est transitive. D est donc en bijection avec GLn(K)/Stab(δ). Mais clairement
A · δ = δ ⇔ A ∈ Ts, donc D est en bijection avec GLn(K)/Ts.

Théorème. GLn(K) agit sur D ×D et l’action possède n! orbites.

L’action s’identifie à celle de GLn(K) sur (GLn(K)/Ts)× (GLn(K)/Ts). Soient X,Y ∈ GLn(K)/Ts.
En appliquant la décomposition de Bruhat àX−1Y , on a (X,Y ) = X(In, X−1Y ) = X(In, T1PσT2) = XT1(T−1

1 , PσT2)
= XT1(In, Pσ). Ainsi toute orbite contient un élément de la forme (In, Pσ). De plus, σ est définie de manière
unique : s’il existe A ∈ GLn(K) telle que (In, Pσ) = A · (In, Pσ′) = (A,APσ′), alors A ∈ Ts et il existe T ∈ Ts tel
que APσ′ = PσT , et d’après ce qui précède, σ = σ′. Les orbites sont donc en bijection avec Sn, donc il y en a n!.

Notes personnelles

Joli développement qui se recase bien, un peu long. Attention, c’est risqué de le faire dans la leçon 162.
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