
263. Variables aléatoires à densité. Exemples et applications.

Introduction : Les lois à densité permettent de modéliser certains phénomènes
continus.

On se place sur un espace probabilisé (Ω,F ,P), et on munit R de (B(R), λ).

1 Généralités
1.1 Notion de densité
Définition 1. Une fonction f : R → R est appelée densité si elle est positive et si∫
R
f(t)dt = 1.

Exemple 2. f : x 7→ 1
x21]1,+∞[(x) est une densité.

Proposition 3. La fonction F : x 7→
∫ x

−∞
f(t)dt définit alors une fonction de

répartition.

Définition 4. On dit qu’une variable aléatoire réelle X admet la densité f si pour
tout x ∈ R,P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Remarque 5. La densité d’une variable aléatoire n’est définie que presque partout.

Proposition 6. Si X admet la densité f , alors sa fonction de répartition F est
dérivable partout où f est continue et F ′(x) = f(x). Réciproquement, si F est
continue et C1 par morceaux, alors X admet une densité donnée par f = F ′.

1.2 Espérance, variance et moments
Théorème 7 (de transfert). Soient X variable aléatoire réelle de densité f , et g :
R→ R mesurable. Alors la variable aléatoire g(X) est intégrable ssi

∫
R
|g(t)|f(t)dt <

+∞. Si cette intégrale converge, on a alors E[g(X)] =
∫
R
g(t)f(t)dt.

Corollaire 8. En particulier, X a un moment d’ordre p ssi
∫
R
|t|pf(t)dt < +∞, et

alors E[Xp] =
∫
R
xpf(x)dx.

Contre-exemple 9. Si X suit une loi de Cauchy, dont la densité est donnée par
f(x) = 1

π
1

1+x2 , alors X n’admet pas de moment d’ordre 1.
Contre-exemple 10. Même lorsqu’elle est définie, la suite des moments ne ca-
ractérise pas la densité d’une variable aléatoire. Par exemple, on pose pour x ∈
R, f(x) = 1

2πxe
− ln(x)2/21x>0, et pour a ∈ [−1, 1], fa(x) = f(x)(1 + a sin(2π ln(x)).

Alors f, fa sont des densités, et si X,Xa ont pour densité respectivement f, fa, elles
ont les mêmes moments.
Proposition 11. Si X variable aléatoire de densité f , sa fonction caractéristique
est φX(t) = E[eitX ] =

∫
R
f(x)eitxdx. C’est la transformée de Fourier de f .

Proposition 12. La fonction caractéristique caractérise la loi de X.
De plus, si X admet un moment d’ordre p, alors φX est p fois dérivable et
φ

(p)
X (t) =

∫
R
xpf(x)eitxdx.

1.3 Exemples de lois usuelles
Loi uniforme
Définition 13. Pour a < b ∈ R, on dit que X suit une loi uniforme sur [a, b], et on
note X ∼ U([a, b]), si elle admet pour densité 1

b−a1[a,b].

Proposition 14. On a alors E[X] = a+b
2 ,Var(X) = (b−a)2

12 et φX(t) = eitb−eita

it(b−a) .

Loi normale
Définition 15. Pour m ∈ R, σ > 0, on dit que X suit une loi normale N (m,σ2) si
elle admet pour densité f : x 7→ 1√

2πσ2 e
−(t−m)2/2σ2 .

Proposition 16. On a alors E[X] = m,Var(X) = σ2 et φX(t) = eitm−t
2σ2/2.

Loi Gamma
Définition 17. On dit que X suit une loi Gamma de paramètres a > 0, λ > 0 si
elle admet pour densité f : x 7→ λa

Γ(a)e
−λxxa−11]0,+∞[(x). Si a = 1, on dit qu’elle

suit une loi exponentielle de paramètre λ, notée E(λ).
Proposition 18. On a alors E[X] = a

λ ,Var(X) = a
λ2 .

Proposition 19. La transformée de Laplace est alors définie sur ]−∞, λ[ et donnée

par LX(t) = E[etX ] =
(

λ

λ− t

)a
. La fonction caractéristique est donnée par

∀t ∈ R, φX(t) =
(

λ

λ− it

)a
.



2 Utilisation de la notion de densité
2.1 Lois marginales
Définition 20. Soit X = (X1, · · · , Xd) un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd. On
dit qu’il admet la densité f : Rd → R+ si

∫
Rd

fdλ = 1 et si ∀x1, · · · , xd ∈ R,

P(X1 ≤ x1, · · · , Xd ≤ xd) =
∫ x1

−∞
· · ·
∫ xd

−∞
f(y1, · · · , yd)dy1 · · · dyd.

Proposition 21. X1 a alors f1 : x 7→
∫
R
· · ·
∫
R
f(x, y2, · · · , yd)dy2 · · · dyd pour

densité.
Exemple 22. Si (X,Y ) de loi uniforme sur le disque unité de R2, il admet
pour densité f : (x, y) 7→ 1

π1x2+y2≤1, et alors X admet pour densité fX : x 7→
2
π

√
1− x21[−1,1](x).

2.2 Indépendance et conditionnement
Théorème 23. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles de densités respectives
fX , fY . Elles sont indépendantes si et seulement si (X,Y ) admet pour densité
f : (x, y) 7→ fX(x)fY (y).
Proposition 24. Si X,Y variables aléatoires réelles indépendantes, de densités
respectives fX , fY , alors X + Y admet pour densité fX ∗ fY .
Exemple 25. Si X,Y indépendantes et suivent une loi χ2

1, de densité f : x 7→
e−x/2
√

2πx1]0,+∞[(x), alors X + Y suit une loi E(1/2).

Proposition 26. Si X,Y indépendantes, alors φX+Y = φXφY .
Exemple 27. Si X ∼ N (m,σ2), Y ∼ N (m′, σ′2), alors X+Y ∼ N (m+m′, σ2+σ′2).
Proposition 28. Soit (X,Y ) vecteur aléatoire de densité f . Alors pour tout x ∈ R
tel que fX(x) 6= 0, fY |X=x : y 7→ f(x,y)

fX (x) définit une densité.

Définition 29. On l’appelle densité conditionnelle de Y sachant X = x.
On définit alors l’espérance conditionnelle de Y sachant X = x par
E[Y |X = x] =

∫
R
yfY |X=x(y)dy.

Proposition 30. On a alors E[Y ] =
∫
R
E[Y |X = x]fX(x)dx.

Exemple 31. Si T = {(x, y) ∈ R2, 0 < y < x < 1} et (X,Y ) vecteur aléatoire de
densité f : x 7→ 1

x1T (x, y), on a fX(x) = 1]0,1[(x) et pour x ∈]0, 1[,E[Y |X = x] = x
2 .

2.3 Simulation de lois à densité
Définition 32. Soit F une fonction de répartition. On définit son inverse généralisée
par ∀u ∈]0, 1[, F←(u) = inf{x, F (c) > u}.
Proposition 33. Si U ∼ U([0, 1]), alors F←(U) admet F pour fonction de
répartition.
Exemple 34. Si F (x) = 1 − e−λx avec λ > 0 (fonction de répartition d’une loi
E(λ), on a F←(u) = − ln(1−u)

λ . Or si U ∼ U([0, 1]), on a aussi 1 − U ∼ U([0, 1]).
Ainsi, Y := − 1

λ ln(U) ∼ E(λ).
Proposition 35. Soient S,Θ indépendantes de lois respectives E(1/2),U([0, 2π]), on
pose X =

√
S cos(Θ), Y =

√
S sin(Θ). Alors X,Y sont indépendantes de loi N (0, 1).

Remarque 36. D’après ce qui précède, on sait simuler simplement une loi N (0, 1)
à partir d’une loi U([0, 1]).
Proposition 37 (Méthode de rejet). Soient deux densités f, g telles qu’il existe
a ≥ 1 tel que ∀x ∈ R, f(x) ≤ ag(x). Soient (Un)n∈N, (Zn)n∈N suites de variables
iid, respectivement de loi U([0, 1]) et de densité g. Soient N = inf{n ∈ N∗, f(Zn) >
aUng(Zn)} et Y = ZN . Alors N,Y sont indépendantes, N suit une loi géométrique
de paramètre 1

a et Y admet f pour densité.
Exemple 38. Si D = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1}, on peut simuler une loi uniforme
sur D en tirant X,Y indépendantes de loi U([0, 1]) jusqu’à ce que (X,Y ) ∈ D.

3 Applications
3.1 Théorème central limite
Théorème 39 (Lévy). Si (Xn)n∈N, X sont des variables aléatoires de fonctions ca-
ractéristiques (φXn

)n∈N, et si (φXn
)n∈N converge simplement vers φX , alors (Xn)n∈N

converge en loi vers X.
Théorème 40 (central limite). Soit (Xn)n∈N∗ suite de variables aléatoires iid dans

L2. Alors
√

n

Var(X1)

(
Sn
n
− E[X1]

)
L−→

n→+∞
N (0, 1)

Application 41. Soit (Xn)n≥1 suite de variables aléatoires iid de loi B(θ) où θ ∈ R

est inconnu. On définit, pour n ≥ 1, la moyenne empirique Xn = 1
n

n∑
k=1

Xk. Alors

lim
n∞

P
(
θ ∈

[
Xn −

qα√
2n
,Xn + qα√

2n

])
≥ 1−α, où qα est le quantile d’ordre α de la

loi N (0, 1).



3.2 Méthode de Monte-Carlo
Proposition 42 (Monte-Carlo). Soit (Xn)n∈N suite de variables aléatoires iid de
loi uniforme sur [−1, 1]d, soit f mesurable bornée sur [−1, 1].

Alors În := 2d

n

n∑
i=1

f(Xi) −→
n→∞

I :=
∫

[−1,1]d

f(x)dx en probabilité.

Remarque 43. Pour d = 1, on a P
(
I ∈

[
În −

√
6
nqα, În +

√
6
nqα

])
−→

n→+∞
1− α.

Développements
— Étude de la loi Gamma.
— Théorème central limite et application aux intervalles de confiance.
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