
261. Fonction caractéristique et transformée de Laplace d’une
variable aléatoire. Exemples et applications.

Introduction : Lorsqu’il n’est pas possible de caractériser la loi par la densité ou
la fonction de répartition, ce sont des outils puissants qui donnent de nombreuses
informations.

Soient (Ω,F ,P) un espace probabilisé, X variable aléatoire à valeurs dans Rd.

1 Définitions et premières propriétés
1.1 Fonction caractéristique
Définition 1. La fonction caractéristique de X est définie par :
∀u ∈ Rd, φX(u) = E[ei〈u,X〉].

Proposition 2. On a pour tout u, |φX(u)| ≤ 1, φX(0) = 1 et φX(−u) = φX(u).
De plus, si a ∈ Rn, A ∈Md,n(R), on a φa+AX(u) = ei〈u,a〉φX(tAu).

Exemple 3. Si X ∼ B(n, p), on a φX(u) = (peiu + 1− p)n.
Si X ∼ E(λ), on a φX(u) = λ

λ− iu
.

Remarque 4. Si X variable aléatoire réelle discrète de fonction génératrice GX ,
on a φX(u) = GX(eiu). Si X variable aléatoire réelle de densité f , alors φX est la
transformée de Fourier de f .

Théorème 5. Deux variables aléatoires X,Y à valeurs dans Rd ont même fonction
caractéristique ssi elles ont même loi.

Théorème 6 (Inversion de Fourier). Si ϕX ∈ L1(λ), alors X admet une densité fX
donnée par ∀t ∈ R, fX(x) = 1

(2π)d

∫
Rd

e−i〈x,u〉ϕX(u)du.

Application 7. Si X suit une loi de Cauchy, de densité f : x 7→ 1
π(1 + x2) , alors

ϕX(t) = e−|t|.

1.2 Transformée de Laplace
Soit X variable aléatoire réelle.

Définition 8. Sa transformée de Laplace est définie par LX(t) = E[etx], définie
pour tout t tel que E[etX ] < +∞. On notera UX son intervalle de définition.

Proposition 9. LX est toujours définie en 0 et LX(0) = 1. De plus, si X est bornée,
LX est définie et continue sur R.
Théorème 10. Si X,Y sont deux variables aléatoires dont les transformées de
Laplace sont définies et égales sur un ouvert contenant 0, alors elles ont même loi.
Contre-exemple 11. Si X suit une loi de Cauchy, alors LX n’est définie qu’en 0.
Exemple 12. Si X ∼ B(n, p), on a UX = R et LX(t) = (pt+ 1− p)n. Si X ∼ E(λ),
on a UX =]−∞, λ[ et LX(t) = λ

λ−t .
Remarque 13. Si X variable aléatoire réelle discrète de fonction génératrice GX ,
on a LX(t) = GX(et). De plus, on a formellement φX(u) = LX(iu).
Application 14. Soient a, λ > 0. On considère une variable aléatoire X de densité
donnée par f(x) = λa

Γ(a)e
−λxxa−11R+(x) par rapport à la mesure de Lebesgue. On

a UX =]−∞, λ[, LX(t) =
(

λ

λ− t

)a
et φX(u) =

(
λ

λ− iu

)a
.

2 Premières applications
2.1 Moments et régularité
Supposons X variable aléatoire réelle.
Théorème 15. Si X admet une transformée de Laplace sur un ouvert contenant 0,
disons sur ]− s, s[ avec s > 0, alors :

— Pour tout k ∈ N∗,E[|X|k] < +∞.

— ∀t ∈]− s, s[, LX(t) =
+∞∑
k=0

E[Xk]
k! tk.

— LX est de classe C∞ et ∀k ∈ N∗, g(k)(0) = E[Xk].
Remarque 16. La loi de X est alors caractérisée par ses moments.
Théorème 17. S’il existe n ∈ N∗ tel que E[|X|n] < +∞, alors ϕX est de classe Cn,
et pour tout k ∈ [[0, n]], ϕ(k)(0) = ikE[Xk].

Application 18. Si X ∼ N (0, 1), alors ϕX(u) = e−u
2/2.

Corollaire 19. Si ϕX est analytique, alors la loi de X est caractérisée par ses
moments.

Contre-exemple 20. On pose f(x) = 1
2πxe

− ln(x)2/21{x>0}, et pour a ∈
[−1, 1], fa(x) = (1 + a sin(2π ln(x))f(x). Soient X,Xa de densités respectives f, fa.
Alors X,Xa ont les mêmes moments mais ne sont pas de même loi.



2.2 Indépendance

Théorème 21. Soit (X,Y ) vecteur aléatoire à valeurs dans R2. X et Y sont
indépendantes, ssi, ϕ(X,Y ) = ϕX ⊗ ϕY .

Application 22. Si (X,Y ) vecteur gaussien, X et Y sont indépendantes ssi
Cov(X,Y ) = 0.

Théorème 23. Si X,Y variables aléatoires réelles indépendantes, alors ϕX+Y =
ϕXϕY .

Application 24. Si X ∼ N (m,σ2), Y ∼ N (m′, σ′2) alors X+Y ∼ N (m+m′, σ2 +
σ′2).

Contre-exemple 25. Si X suit une loi de Cauchy, on a ϕX+X(t) = ϕX(t)2.

Théorème 26. Si X,Y admettent une transformée de Laplace sur un ouvert conte-
nant 0, et si elles sont indépendantes, alors X+Y admet une transformée de Laplace
sur un ouvert contenant 0 et LX+Y (t) = LX(t)LY (t).

Contre-exemple 27. Soit E = {(x, y) ∈ [0, 1]2, 1
2 ≤ x ≤ 1 et 0 ≤ y ≤ x}∪{(x, y) ∈

[0, 1]2x ≤ y ≤ x + 1
2}. Soit (X,Y ) de loi jointe de densité 2 · 1E(X,Y ). Alors

LX+Y = LXLY mais X,Y non indépendantes.

2.3 Grandes déviations

Proposition 28 (Chernov). Si X admet une transformée de Laplace, on a ∀x >
0,P(X > x) ≤ inf

u≥0
e−uxLX(u).

Théorème 29 (Hoeffding). Soit (Xn)n suite de variables aléatoires réelles
indépendantes, telle qu’il existe deux suites (an)n, (bn)n de réels pour lesquelles

∀n,P(an ≤ Xn ≤ bn) = 1. On pose Sn =
n∑
k=1

Xk. Alors, pour tous n ∈ N∗, x > 0, on

a P(|Sn − E[Sn]| > x) ≤ 2 exp

−2x2

(
n∑
i=1

(bi − ai)2

)−1
.

Exemple 30. Si les Xn suivent des lois de Bernoulli de paramètre p, on a
P(|Sn − E[Sn]| > x) ≤ 2e−2x2/n. L’inégalité de Tchebychev donne
P(|Sn − E[Sn]| > x) ≤ np(1−p)

x2 : Hoeffding est donc plus précise.

3 Convergence en loi
3.1 Définition et caractérisation
Définition 31. Soient (Xn)n suite de variables aléatoires réelles, X variable
aléatoire réelle. On dit que (Xn)n converge en loi vers X, et on note Xn

L−→ X, si
pour tout f ∈ C(R) bornée, E[f(Xn)] −→

n→+∞
E[f(X)].

Proposition 32. Si les (Xn)n et X ont respectivement pour fonctions de répartition
les (Fn)n et F , alors Xn

L−→ X ssi Fn(x) −→
n→+∞

F (x) en tout point x où F est
continue.

Théorème 33 (Lévy). (Xn)n converge en loi vers X, si et seulement si, (ϕXn)n
converge simplement vers ϕX .

Exemple 34. Si (pk)k∈N ∈ [0, 1]N converge vers p ∈ [0, 1], alors la loi B(n, pk)
converge en loi vers la loi B(n, p).

3.2 Théorème central limite
Théorème 35 (central limite). Soit (Xn)n∈N∗ suite de variables aléatoires iid dans

L2. Alors
√

n

Var(X1)

(
Sn
n
− E[X1]

)
L−→

n→+∞
N (0, 1)

Application 36. Soit (Xn)n≥1 suite de variables aléatoires iid de loi B(θ) où θ ∈ R

est inconnu. On définit, pour n ≥ 1, la moyenne empirique Xn = 1
n

n∑
k=1

Xk. Alors

lim
n∞

P
(
θ ∈

[
Xn −

qα√
2n
,Xn + qα√

2n

])
≥ 1−α, où qα est le quantile d’ordre α de la

loi N (0, 1).

Développements
— Étude de la loi Gamma.
— Théorème central limite et intervalles de confiance.
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