239. Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un
parametre. Exemples et applications.

Introduction : Les intégrales a parametre interviennent dans de nombreux do-
maines de 'analyse : primitives, convolution, transformées classiques...

1 Reégularité des intégrales a parametre

1.1 Cas des primitives

Théoréme 1. Soient I = [a, b] intervalle de R, E un R-espace normé de dimension
finie, f : [a,b] — E continue par morceaux. Alors F : [a,b] — E,z — [ f(t)dt est
continue, de classe C! par morceaux, dérivable & gauche et & droite en tout z € I
avec Fy(x) = f(z7), Fj(z) = f(z"). En particulier, si f est continue, F’ est de classe
CletVz eI, F'(z) = f(z).

Application 2 (Cauchy-Lipschitz). Soit I intervalle de R. Soient ty € I,z € R™.
yo=fty) Lo n

ty) =1 ou f: I xR" —
R™ est continue et vérifie VK compact de I,3k > 0,Vy,z € R" V¢t € K,| f(¢, z) —

f& | < Ellz —yll. Alors (S) posséde une solution unique, qui est de plus définie
sur I entier.

On considére le systéeme différentiel (S) { y(

Ezemple 3. Sia € C(R), le probléme de Cauchy y'(t) = a(t)y(t), y(0) = yo posséde

une unique solution définie sur R donnée par y(t) = yo exp fg a(s)ds).

1.2 Théorémes de régularité

Soient (X, T, ) espace mesuré, I intervalle de R, f: I x X — C telle que pour tout
t €1, f(t,-) intégrable.

Théoréme 4 (Continuité). Si pour presque tout z € X, f(-, ) est continue sur I,

et §’il existe g intégrable positive sur X telle que pour tout (¢t,z) € I x X, |f(t,x)| <

g(x), alors F : t — [ f(t z)dz est continue sur I.

Contre-exemple 5. Soit f : (R1)? = R, (z,t) — ze~ . On a f continue, pour tout
x, f(x,-) intégrable, et F : x — [, f(x,t)dt vérifie F(0) =0 et Yz > 0, F(x) = —1.

Théoréme 6 (Dérivabilité). Si pour presque tout z € X, f(-, z) est dérivable sur I,
et 8’1l existe g intégrable positive sur X telle que pour tout (¢,2) € Ix X, [0:f(t,x)| <

g(x), alors F : ¢t — / f(t,z)dzx est dérivable sur I et F'(t) = / O f(t, z)dx.
p's p's

Contre-exemple 7. Soit f : R x Ry — R, (x,t) — z2e" It On a f de classe C',
pour tout x, f(x,-) intégrable, et F : x — [, f(z,t)dt vérifie Vo € R, F(z) = |z|
donc F' non dérivable en 0.

Théoréme 8 (Holomorphie). Si U ouvert de C, soit f: U x X — C telle que pour
tout z € U, f(z,-) intégrable. Si, pour presque tout = € X, f(-, z) holomorphe sur U,
et ¢'il existe g : X — R, intégrable telle que pour tout (z,2) € U x X, |f(z,2)| <

g(x), alors F : z —
p's

f(z,2)dx est holomorphe sur U et on peut dériver sous le

signe intégrale.

Remarque 9. On peut se contenter d’'une domination sur tout compact dans les
théoremes précédents.

—+o0
Exemple 10. La fonction ' : z — / t*~te~tdt est holomorphe sur {R(z) > 0}.
0

1.3 Cas particulier : régularité des séries

Théoréme 11. Soit U ouvert connexe de R ou C, soient (f,)nen, f : U — C des
fonctions. Si chaque f,, est continue et si la série Y f,, converge uniformément vers
f, alors f est continue.

Théoréme 12. Si U = I intervalle de R, si chaque f,, est dérivable, si Y f/ converge
uniformément vers g : U — C et §'il existe a € I tel que > f,,(«) converge, alors
> fn converge simplement vers f, et f est dérivable et vérifie f' = g.

Théoréme 13. Supposons U ouvert connexe de C. Si > f,, converge uniformément
vers f et si chaque f, est holomorphe, alors f est holomorphe, et pour tout k €
N, > fy(lk) converge uniformément vers f*).

Lemme 14. La fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C, dont les
poles sont simples et sont les —n,n € N.

+oo
1
Application 15. La fonction { : s — g — est holomorphe sur {Re(s) > 1} et se
nS

n=1
prolonge en une fonction méromorphe sur C ayant un unique péle en 1, qui est un

pole simple.



2 Convolution

2.1 Généralités
Définition 16. Soient p[l,+oc], soient f € L', g € LP. On définit leur produit de

convolution par f * g(z) = /Rf(x —y)g(y)dy.

Proposition 17. f % g est bien définie presque partout. De plus, f x g € LP et
1F* gllp < 1712 lglp-

Corollaire 18. (L!(R),+,*, x) est une algébre de Banach.

Proposition 19. Sip,q € [1, 00| sont conjugués, alors f* g est bien définie partout,
uniformément continue, bornée, et || f * gllco < || fllpllgllq- De plus, si 1 < p < oo,
f % g a une limite nulle en I'infini, et c’est encore vrai si p = 1 et g est & support
compact.

2.2 Régularisation

De fagon générale, la convolution a un effet régularisant sur les fonctions.
Exemple 20. 1y 1)+ 1jgq) est la fonction tente sur [0,2].

Proposition 21. Soient f € L}(R),g € C*(R) bornée a dérivée bornée. Alors f * g
est dérivable, de dérivée (f xg) = f*g'.

Proposition 22. Soit f € L*®(R), soit g € L}(R) N CY(R), de dérivée intégrable.
Alors f * g dérivable, de dérivée (f xg) = f*g'.

Corollaire 23. Si f € L'(R),g € D(R), alors f * g € C*(R).

exp(—1/x) sixz>0

Ezemple 24. On pose p(z) = 0 sinon et g(x) = p(1 —2?). g est

C> a support dans [—1,1].
Définition 25. On dit quune suite (p,)neny € LY(R)Y est une approximation

p(r)de = 1 et Ve >

R

de T'unité si pour tout n,¢, > 0 presque partout,

n—oo

0,/ on(z)dz — 0.
|z|>e

Exemple 26. Si ¢ positive d’intégrale 1, on définit une approximation de l'unité
en posant o, (t) = np(nt). En particulier, en prenant ¢ = g on obtient des approzi-
mations de l'unité C*° a support compact.

Proposition 27. Soit f € LP(R),p < 00, soit (¢, )nen une approximation de I'unité.
Ona fx*p, = f dans LP(R).
n——+0o00

Théoréme 28. D(R) est dense dans LP(R) pour p < oc.

3 Transformée de Fourier

3.1 Généralités

Définition 29. Soit f € L*(R).

On définit sa transformée de Fourier par f(£) = / fx)e~™d.
R

Proposition 30. f € Cy(R) et H.]?Hoo < Ifllx-

~

Exemple 31. Si f(x) = 1;_y 1(x), alors f(&) = %sin(f).
Si f(z) = e, alors f(€) = /me=S/4.
Proposition 32. Soient f,g € L'(R). On a Trg=Tfa.
1 ; n
— e~ l&l/n - ixg -
On pose ,(§) =e et on(z) 5 /Re D, (&)d¢ T )

~

1 ixg
/R e, (6) F€)de.

Lemme 33. Soit f € L'(R). Alors ¢, * f(x) = Py
m

—~ 1 BN
Théoréme 34. Si f € LY(R) est telle que f € L*(R), alors f(z) = o / e f(€)de
T JR
pour presque tout x. En particulier, la transformée de Fourier est injective.

Définition 35. Soit I intervalle de R. On appelle fonction poids une fonction p : I —
R mesurable strictement positive telle que pour tout n € N, [, [z"|p(z)dz < +oc.

Application 36. Soit p fonction poids telle que /eo‘lmlp(x)dac < 400 pour un
I

certain o > 0. Alors la famille de polynomes orthogonauzr associés d p forme une
base hilbertienne de L*(I, pdz).
3.2 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire

Définition 37. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction caractéristique est
définie par ¢x : t — E[e!X].

Proposition 38. Si X admet une densité f, alors ¢x = f



Exzemple 39. Si X ~ B(n,p), alors ¢x(t) = (pe’* +1 —p)". i X ~ U([—a,a)),
alors ¢x (t) = Snle)

ta
Proposition 40. Si deux variables aléatoires réelles X,Y ont méme fonction ca-

ractéristique, alors elles ont méme loi.

Théoréme 41 (Lévy). Soit (X,,), suite de variables aléatoires telle que (dx, )n
converge simplement vers ¢. Alors (X,,), converge en loi vers une variable aléatoire
de fonction caractéristique ¢.

Application 42 (Théoréme central limite). Soit (X, )nen+ suite de wvariables

aléatoires iid dans L*. Alors % (‘5: - E[X1]> nﬁoo N(0,1).

Développements

— Prolongement méromorphe de la fonction (.
— Les polyndémes orthogonaux forment une base hilbertienne.
— Théoréme central limite.
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