
229. Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et
applications.

Soit D partie de R, soit f : D → R une fonction.

1 Fonctions monotones
1.1 Premières définitions et propriétés
Définition 1. f est dite croissante (resp. strictement croissante) si pour tous x, y ∈
D, x < y ⇒ f(x) ≤ f(y) (resp. f(x) < f(y)). Elle est dite décroissante si −f est
croissante. Elle est dite (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante
ou décroissante.

Exemple 2. x 7→ 1
x est décroissante sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[ mais pas sur R∗.

Exemple 3. Soit (Ω,F ,P) espace probabilisé, X variable aléatoire réelle. Sa fonc-
tion de répartition, définie par F (x) = P(X ≤ x), est croissante.

Proposition 4. Une somme de fonctions croissantes est croissante. Le produit de
deux fonctions croissantes positives est croissant. Le produit d’une fonction crois-
sante par un réel positif est croissant. La composée de deux fonctions de même mo-
notonie est croissante. L’application réciproque d’une bijection croissante est crois-
sante. Une limite simple de fonctions croissantes est croissante.

Exemple 5. sin : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] est croissante, d’où arcsin : [−1, 1]→ [−π :
2, π/2] aussi.

Application 6. Supposons I stable par f . On considère une suite définie par u0 ∈
I et ∀n ∈ N, un+1 = f(un). Si f croissante, alors (un)n∈N est monotone. Si f
décroissante, alors (u2n)n et (u2n+1)n sont monotones.

Théorème 7. Une fonction strictement monotone est injective.

Proposition 8. Toute fonction croissante f : [0, 1]→ [0, 1] admet un point fixe.

1.2 Existence de limites, continuité
Théorème 9 (Limite monotone). Supposons f monotone, soit a ∈ R tel qu’il soit
adhérent à D∩]−∞, a[. Alors f admet une limite (finie ou infinie) à gauche en a.

Corollaire 10. Si f croissante, f admet une limite finie à gauche en a, si et seule-
ment si, f majorée sur D∩]a,−∞[.

Corollaire 11. Si D intervalle de R, f monotone et a ∈
◦
D, alors f a une limite finie

à gauche en a.

Théorème 12. Si I intervalle et f : I → R monotone, l’ensemble de ses points de
discontinuité est au plus dénombrable.

Exemple 13. Soit (qn)n une énumération de Q ∩ [0, 1]. On pose, pour x ∈

[0, 1], fn(x) = 2−n1qn<x. La fonction f :
+∞∑
n=0

fn est bien définie, strictement crois-

sante et discontinue en tout point de Q ∩ [0, 1].

Théorème 14. Soit f : I → R monotone. Alors f continue, si et seulement si, f(I)
est un intervalle.

Contre-exemple 15. f : [0, 1]→ R, x 7→ x1[0,1[(x) prolongée par 1-périodicité à R
vérifie que f(R) est un intervalle mais f non continue.

Proposition 16. Soit f : I → R strictement monotone continue. Alors J = f(I)
intervalle et f : I → J est un homéomorphisme.

1.3 Aspects différentiels

Proposition 17. Soit f : I → R dérivable. On a f constante ssi ∀t ∈
◦
I, f ′(t) = 0,

et f croissante ssi ∀t ∈
◦
I, f ′(t) ≥ 0.

Théorème 18. f est strictement croissante ssi ∀t ∈
◦
I, f ′(t) ≥ 0 et si {f ′ = 0} est

d’intérieur vide.

Exemple 19. f : t 7→ t3 est strictement croissante même si {f ′ = 0} 6= ∅.

Théorème 20 (admis). Si f est monotone, elle est dérivable λ-presque partout.

2 Fonctions convexes
2.1 Définition et caractérisations
Soit C partie convexe de Rn, soit f : C → R.

Définition 21. f est dite convexe si pour tous x, y ∈ C, t ∈ [0, 1], f((1 − t)x +
ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y). Elle est dite strictement convexe si lors que l’inégalité est
stricte dès lors que t ∈]0, 1[ et x 6= y. Elle est dite (strictement) concave si −f est
(strictement) convexe.



Remarque 22. La convexité signifie que le graphe de f est en-dessous de la corde
(x, f(x)), (y, f(y)).

Proposition 23. f est convexe ssi son épigraphe {(x, y) ∈ C × R, y ≥ f(x)} est
convexe.

On suppose C = I intervalle de R.
Pour x ∈ I, on définit τf,x : I\{x} → R, y 7→ f(y)− f(x)

y − x
.

Proposition 24. On a équivalence entre :
(i). f est convexe.

(iii). Pour tous x, y, z ∈ I, x < y < z ⇒ τf,x(y) ≤ τf,x(z) ≤ τf,y(z).
(iv). Pour tout a ∈ I, τf,a est croissante sur I\{a}.

Exemple 25. x 7→ exp(x), x 7→ |x| sont strictement convexes. x 7→ ln(x) est stric-
tement concave.

Théorème 26. Si f convexe sur I, alors f est continue et possède une dérivée à
droite et à gauche en tout point de

◦
I, et les fonctions dérivées sont croissantes.

Corollaire 27. Soit f : I → R. Elle est convexe sur I si et seulement si elle est
continue et admet une dérivée à droite croissante.

Le graphe de f est donc au-dessus de ses tangentes.

Corollaire 28. Si f deux fois dérivable, elle est convexe ssi f ′′ > 0 sur I.

On suppose C ouvert convexe de Rn.

Proposition 29. Si f de classe C1, f est convexe ssi ∀x, y ∈ C, f(y) − f(x) ≥
df(x)(y − x). Si f est de classe C2, f convexe ssi ∀x ∈ C, d2f(x) est positive.

2.2 Propriétés des fonctions convexes
Proposition 30 (Jensen discrète). Soient x1, · · · , xp ∈ C, λ1, · · · , λp ≥ 0 tels que
p∑
j=1

λj = 1. Alors f

 p∑
j=1

λjxj

 ≤ p∑
j=1

λjf(xj).

Proposition 31 (Jensen intégrale). Soit g :]a, b[→ R continue, soit ϕ : R → R

convexe. Alors ϕ
(

1
b− a

∫ b

a

g(t)dt
)
≤ 1
b− a

∫ b

a

ϕ(g(t))dt.

Proposition 32. Toute fonction convexe et majorée est constante.

Proposition 33. Soit f : R+ → R convexe. Alors ` = lim
x→+∞

f(x)
x

existe (dans

R ∪ {+∞}), et si ` < +∞, lim
x→+∞

f(x)− `x existe dans R.

Application 34. Soit q : R → R strictement négative. On considère l’EDO y′′ +
qy = 0. Alors la seule solution bornée est la fonction nulle, et toute autre solution
possède au plus un zéro sur R.

3 Applications

3.1 Inégalités de convexité
Proposition 35 (Inégalité arithmético-géométrique). Soient x1, · · · , xn > 0. On a(

n∏
i=1

xi

)1/n

≤ 1
n

n∑
i=1

xi.

Proposition 36 (Hölder). Soit (X, T , µ) espace mesuré, soient f, g : X → R me-

surables positives. On a
∫
X

fgdµ ≤
(∫

X

fpdµ
)1/p(∫

X

gqdµ
)1/q

pour p, q ≥ 1

vérifiant 1
p + 1

q = 1.

Corollaire 37 (Minkowski). Pour p ≥ 1, f 7→
(∫

X

fpdµ
)1/p

définit une norme sur

Lp(µ).

Proposition 38. Soient A,B ∈ S++
n (R), α ∈ [0, 1]. Alors det((1 − α)A + αB) ≥

det(A)1−α det(B)α, avec inégalité stricte si α ∈]0, 1[ et A 6= B.

3.2 Optimisation
Proposition 39. Soient C convexe de Rn, f : C → R convexe différentiable, x ∈ C.
Alors f atteint un minimum local en x si et seulement si df(x) = 0.

Proposition 40. Si de plus f strictement convexe, elle atteint un minimum global
en au plus un point.

Théorème 41 (John-Loewner). Soit K compact d’intérieur non vide de Rn. Alors
il existe un unique ellipsöıde centré en 0 de volume minimal contenant K.



3.3 Processus de Galton-Watson
Théorème 42 (Galton-Watson). On considère un processus défini par Z0 = 1 et

∀n ∈ N, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Yn,i où (Yn,i)n,i∈N suite de variables aléatoires iid à valeurs dans

N, dont on note g la fonction génératrice. g est convexe. Si A =
⋃
n∈N
{Zn = 0} et

m = E[Y ], on a :
— Si m ≤ 1,P(A) = 1.
— Si m > 1, on a 0 < P(A) < 1.

Développements
— Ellipsöıde de John-Loewner.
— Processus de Galton-Watson.
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