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Exemples et applications.

Introduction : Les problèmes d’optimisation sont omniprésents : rotation des
avions, tournées de véhicules, statistiques et machine learning... d’où l’intérêt de
disposer de méthodes efficaces d’optimisation.

1 Existence et unicité
Définition 1. Soient (X, d) un espace métrique, f : X → R, a ∈ X. On dit que f
admet un minimum global en a si ∀x ∈ X, f(x) ≥ f(a). Le minimum est dit strict
si ∀x 6= a, f(x) > f(a). On dit que a minimum local s’il existe V voisinage de a tel
que pour tout x ∈ V, f(x) ≥ f(a). On dit que f a un maximum (global, strict, local)
en a si −f a un minimum (global, local, strict) en a. On dit que f a un extremum
en a si elle a un minimum ou un maximum en a.

1.1 Utilisation de la compacité
Proposition 2. Supposons X compact. Alors si f continue, elle atteint un minimum
et un maximum sur X.

Application 3. Si X compact et f : X → X vérifie ∀x, y ∈ X, d′f(x), f(y)) <
d(x, y), alors f possède un unique point fixe sur X.

Corollaire 4. Si E evn de dimension finie et si f : E → R continue et coercive, ie.
f(x) −→

‖x‖→+∞
+∞, alors f minorée et atteint son minimum sur E.

Exemple 5. Soit n ∈ N∗, soit f ∈ C([0, 1],R).
Il existe P ∈ Rn[X] tel que ‖f − P‖∞ = inf

Q∈Rn[X]
‖f −Q‖∞.

Application 6 (D’Alembert-Gauss). Soit P ∈ C[X] non constant. Alors P possède
une racine dans C.

1.2 Utilisation de la convexité
Définition 7. Soit C partie convexe de Rn. f : C → R est dite convexe si pour tous
x, y ∈ E, t ∈ [0, 1], f((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)f(x) + tf(y). Elle est dite strictement
convexe si l’inégalité est stricte dès lors que x 6= y et t ∈]0, 1[.

Proposition 8. Si f : C → R est strictement convexe, alors il existe au plus un
point minimisant f sur C.

Exemple 9. − ln est strictement convexe sur R∗+.

Application 10. Soient A,B ∈ S++
n (R), soit α ∈ [0, 1]. Alors det((1−α)A+αB) ≥

det(A)1−α det(B)α, avec inégalité stricte si α ∈]0, 1[ et A 6= B.

Application 11 (John-Loewner). Soit K compact d’intérieur non vide de Rn. Alors
il existe un unique ellipsöıde centré en 0 de volume minimal contenant K.

1.3 Cas particulier : fonctions holomorphes
Définition 12. Soient U ouvert de C, f ∈ C(U,C). On dit que f vérifie la pro-
priété de la moyenne si pour tous a ∈ U, r > 0 tels que D(a, r) ⊂ U , on a

f(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)dt.

Exemple 13. Les fonctions holomorphes vérifient la propriété de la moyenne.

Proposition 14. Si f vérifie la propriété de la moyenne et que |f | a un maximum
local en a ∈ U , alors f constante sur un voisinage de a. Si f non constante et |f |
admet un minimum local sur U , celui-ci est nul.

Théorème 15. Si U ouvert connexe et borné de C, et f continue sur U vérifiant la
propriété de la moyenne sur U . Soit M = max

z∈∂U
|f(z)|. Alors, pour tout z ∈ U, |f(z)| ≤

M , et s’il y a égalité en un point, f est constante.

2 Localisation

2.1 Conditions du premier ordre
Proposition 16. Soient U ouvert de Rn, f : U → R, x ∈ U . Si f a un extremum
local en x et est différentiable en x, alors df(x) = 0.

Contre-exemple 17. f : R → R, t 7→ t3 vérifie df(0) = 0 mais 0 n’est pas un
extremum local de f .

Application 18 (Rolle). Soit f : [a, b] → R continue, dérivable sur ]a, b[, vérifiant
f(a) = f(b). Alors il existe c ∈]a, b[, f ′(c) = 0.

Proposition 19. Soit U ouvert convexe de Rn, soit f : U → R convexe,
différentiable en x ∈ U . Si df(x) = 0, alors x minimum global de f sur U .



2.2 Conditions du second ordre
Théorème 20. Soit U ouvert de Rn, f ∈ C2(U,R), x ∈ U .

— Si f a un minimum local en x, alors df(x) = 0 et d2f(x) est positive.
— Si df(x) = 0 et d2f(x) définie positive, alors x minimum local strict de f .

Contre-exemple 21. f : R2 → R, (x, y) 7→ x2 − y3 vérifie df(0, 0) = 0, d2f(0, 0)
positive, mais (0, 0) n’est pas un minimum local.

Contre-exemple 22. f : R2 → R, (x, y) 7→ x2 + y4 admet un minimum local strict
en (0, 0) mais d2f(0, 0) non définie positive.

2.3 Optimisation sous contraintes
Théorème 23. Soit U ouvert de Rn, soient f, g1, · · · , gr ∈ C1(U,R), soit Γ = {x ∈
U, g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|Γ possède un extremum relatif en a ∈ Γ, et
si les formes linéaires (dg1(a), · · · , dgr(a)) forment une famille libre, alors il existe

λ1, · · · , λr ∈ R tels que df(a) =
r∑
i=1

λidgi(a).

Application 24. SOn(R) est l’ensemble des éléments de SLn(R) de norme mini-
male.

Soient k ≤ n ∈ N, A ∈Mk,n(R) de rang k, b ∈ Rk, c ∈ Rn.
On note Xad = {x ∈ Rn, x ≥ 0, Ax − b ≤ 0}. On cherche à déterminer
x = argmin

x∈Xad

〈c, x〉.

Proposition 25. Xad est un polyèdre, dont les sommets (et donc points extrémaux)
vérifient Ax = b. De plus, si le minimum est atteint, alors il l’est au moins sur un
sommet de Xad.

On détermine alors une solution exacte grâce à l’algorithme du simplexe : partant
d’un sommet, on se déplace selon l’arête de plus forte décroissance jusqu’à ce que ce
ne soit plus possible.

3 Optimisation numérique
3.1 Méthodes de descente
Soit U ouvert de Rp, soit J ∈ C1(U,R) admettant un unique minimum en x.

Définition 26. Soit α > 0. On dit que J est α-convexe si pour tous u, v ∈

U, J

(
u+ v

2

)
≤ 1

2(J(u) + J(v))− α‖u− v‖2.

On cherche à construire une suite convergeant vers le minimum de f . Pour cela, on
fixe x0 ∈ U et un critère d’arrêt ε > 0, et tant que ‖xn−x‖ ≥ ε, on calcule un terme
supplémentaire xn+1 = xn − tn∇J(xn), où tn > 0 est appelé pas et dn ∈ Rp est la
direction de descente.
On parle de méthode de gradient lorsque dn = ∇f(xn), à pas constant lorsque
tn = µ =constante.

Proposition 27. Si J est α-convexe et s’il existe M > 0 tel que dJ soit M -
lipschitzienne, alors la méthode du gradient à pas constant converge lorsque µ ∈
]0, 2α/M2[.

On peut aussi choisir un pas maximisant la descente, en prenant pour tout n ∈ N,
tn = argminµ>0 J(xn+µ∇f(xn)). Cette méthode est appelée gradient à pas optimal.

Proposition 28. Si J est α-convexe et df lipschitzienne sur toute partie bornée de
U , alors la méthode de gradient à pas optimal converge.

3.2 Application : résolution de systèmes linéaires
On considère le système linéaire Ax = b, d’inconnue x ∈ Rp, où A ∈Mp,n(R), b ∈ Rn
donnés.

Lemme 29. Si A ∈ Sn(R), on définit la fonction f : Rn → R par f(x) = 1
2 〈Ax, x〉+

〈b, x〉. Alors :
— Si A ∈ S++

n (R), f admet un unique minimum en x0 qui est la solution de
Ax = b.

— Si A ∈ S+
n (R et b ∈ Im(A), les points où f atteint son minimum sont exacte-

ment les solutions de Ax = b.
— Sinon, f n’est pas minorée.

Théorème 30. On suppose A ∈ S++
n (R). Alors x0 réalise le minimum de f ssi

∇f(x0) = 0. De plus, si x ∈ Rn tel que ∇f(x) 6= 0, alors pour tout α ∈]0, 2
ρ(A) [,

f(x− α∇f(x)) < f(x).

Corollaire 31. Ainsi, pour x0 ∈ Rn, la suite définie par xk+1 = xk − α∇f(xk) =
xk + α(b−Axk) converge vers la solution de Ax = b.

Proposition 32 (Pas optimal). La suite définie par xk+1 = xk+αk(b−Axk), où αk
minimise la fonction gk(α) = f(xk−α∇f(xk)), converge vers la solution de Ax = b.

Définition 33. Si le système est incompatible, le problème aux moindres carrés
revient à chercher x = argminx∈Rn‖Ax− b‖2.

Proposition 34. x est solution du problème aux moindres carrés, si et seulement
si il vérifie A∗Ax = b.



Théorème 35. Le problème aux moindres carrés possède toujours une solution, et
celle-ci est unique ssi ker(A) = {0}.

3.3 Méthode de Newton
Supposons f de classe C2. L’idée de cette méthode est de chercher, à chaque étape,
argminhf(xn + h) mais argmin

( 1
2 〈Hf(xn)h, h〉+ 〈∇f(xn), h〉+ f(xn)

)
. Pour cela,

on prend cette fois comme direction de descente Hf(xn)−1∇f(xn).

Remarque 36. Cette méthode nécessite la résolution d’un système linéaire à chaque
étape. En contrepartie, la convergence est quadratique.

Développements
— Ellipsöıde de John-Loewner.
— Théorème des extrema liés.
— Méthode du gradient à pas optimal pour les systèmes linéaires.
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