215. Applications différentiables définies sur un ouvert de R".
Exemples et applications.

Introduction : La différentielle généralise la notion de dérivée pour les applications
d’une variable. L’idée est d’approcher une application f par une application linéaire,
et de tirer des propriétés de cette derniere des informations sur f.

1 Applications différentiables

1.1 Différentielle d’une application

Soient E, F' espaces vectoriels normés de dimension finie, soit U ouvert de E. On
munira L(E, F') de la norme subordonnée.

Définition 1. Soit f : U — F, soit @ € U. On dit que f est différentiable en a
1
s’il existe une application linéaire L telle que W(f(a +h) — f(a) — L(h)) " 0.
E —

L’application L est alors unique, on dit que c’est la différentielle de f en a, et on
note L = df(a).

Définition 2. f est dite différentiable sur U si elle est différentiable en tout point
de U. On définit alors l'application différentielle df : U — L(E, F),a — df(a). Si
E = R™, on appelle jacobienne de f en a € U et on note Jac(f)(a) la matrice de
df(a) dans la base canonique. Si df est continue, on dit que f est de classe C*.

Exemple 3. Si f : R — R est dérivable, alors elle est différentiable et sa
différentielle est donnée par df(a)h = f'(a)h.

Exemple 4. L’application f : GL,(R) — GL,(R) définie par f(M) = M~ est
différentiable, et sa différentielle est donnée par df (M) : H — —M " YHM™1,

Proposition 5. Si f différentiable en a, alors f continue en a.

Théoréme 6. Soient E, F, G espaces vectoriels normés de dimension finie, U ouvert
de E, V ouvert de F, f : U — F telle que f(U) CV,g:V — G. Alors, si a € E,
tel que f différentiable en a et g différentiable en f(a), alors g o f différentiable en

a et d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Corollaire 7. Soit f : U — F qui réalise une bijection de U sur F(U), différentiable
en a € U, et telle que f~! différentiable en f(a). Alors df(a) est un isomorphisme

et df71(f(a)) = (df(a))"".

Exemple 8. Si E = R™ muni du produit scalaire euclidien, et N :
Az, z), N est différentiable en tout x # 0 et alors Vh € R™,dN(x)h = (ILII;E}\LI) .

Théoréme 9 (Inégalité des accroissements finis). Soit f différentiable sur U, soient
a,b € U tels que [a,b] € U. On suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout
z € [a,b], ||f(2)|| < M. Alors [|f(b) — f(a)|r < M|b—al &

Corollaire 10. Si U est un ouvert connexe de E, et si df = 0 sur U, alors f est
constante sur U.

Corollaire 11. Si f différentiable sur U convexe, et vérifie Vo € U, ||df(z)| < &,
alors f est k-lipschitzienne.

Application 12. Le systeme d’équations { $ —y) d’inconnues x,y €

R, admet une unique solution.
On prendra désormais £ = R™ muni de la norme euclidienne.

Proposition 13. Si f: U — R différentiable, il existe alors une unique application
Vf:U — R"™ telle que pour tous x € U, h € R* df(x)h = (Vf(x),h).

Définition 14. On l'appelle gradient de f.

1.2 Dérivées partielles

Définition 15. Soit f: U — F, soit a € U, soit h € E. On dit que f admet une
dérivée directionnelle en a selon h si t — f(a + th) est dérivable en 0, et on note

of
1 tte dérivée —-(a).
alors cette dérivée 8h(a)

Il ne suffit pas d’avoir des dérivées directionnelles selon tout vecteur pour étre
différentiable.

Contre-exemple 16. La fonction f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et V(z,y) #
2
Ty

(0,0), f(z,y) =

———— admet des dérivées directionnelles selon tout vecteur en
(0,0) mais n’est méme pas continue en (0,0).

22 + y?

Définition 17. Soit f : U — F, soit (e1,- - , e,) base canonique de R™. Si f possede

la dérivée selon le vecteur

of

des dérivées directionnelles selon eq, - - - , e,,, on notera

T
e;, et on lappellera la i-eme dérivée partielle de f.

9f |

Proposition 18. Si f : U — R différentiable en a, on a V f(a) =" (aw ,
1

Si f: U — R™ différentiable en a, on a Jac(f)(a) = (gf (a)> .
J 2,7

)



Proposition 19. f est de classe C' sur U, si et seulement si, toutes ses dérivées
partielles sont définies et continues sur U.

Proposition 20. Soit f : U — R différentiable, soit T € U. Alors, si f admet un
extremum local en T, on a df(Z) = 0.

Définition 21. On appellera points critiques de f les points ou sa différentielle est
nulle.

Contre-exemple 22. f : R? — R, (z,y) — 22 — y? admet un point critique mais
pas d’extremum en (0,0).

1.3 Différentielle d’ordre supérieur
Soit f : U — F application de classe C?.

Définition 23. Si 'application df : U — L(FE, F) est différentiable en a, on dit
que f est deux fois différentiable en a. On notera d?f(a) cette différentielle, et on
Iidentifiera & une application bilinéaire : d®f(a)(h,k) = d2f(a)(h)(k). Si d*f est
continue, on dira que f est de classe C2 sur U.

On définit de méme la différentielle k-éme, que 1'on identifie & une application k-
linéaire. On notera d* f(a)(h)* = df*(a)(h,--- ,h) avec (h,--- ,h) € R¥.

Définition 24. Si f : U — R est deux fois différentiable en a € U, on définit sa
2
matrice hessienne en a, H f(a) = (8?Ei£j (a)).

Théoréme 25 (Schwarz). Si f est deux fois différentiable en a € U, alors 'appli-
cation bilinéaire d? f(a) est symétrique.

wy(z? — y?)
Contre-ezemple 26. Soit f : R? — R, (z,y) — e st (z,y) # (0,0), 0
T Y
sinon O f (0,0) et ' (0,0) sont bien définies et valent respectivement 1 et —1
" Ox0y Oydx "’ P ’

Théoréme 27 (Taylor-Young). Soit f : U — F k-fois différentiable, soit a € U.
Alors, pour tout h € E tel que a+h € U,on a f(a+h) = f(a) +df(a)h+--- +

L F(@) (1) + ol ).

Proposition 28. Soit f : U — R deux fois différentiable, soit £ € U un point
critique de f. Alors, si T est un minimum local, d?f(%) est une forme bilinéaire
positive. Réciproquement, si d2 f(Z) est une forme quadratique définie positive, alors
T minimum local strict.

Ezemple 29. f:R? - R, (z,y) — 2* +y* — 2(z — y)? admet deux extrema locauz

en (—v2,v/2) et (v/2,—/2), qui sont des minima.

Ezemple 30. Pour A € S;77(R),b € R", on considére J : R™ — R,z — + (Az,z) —
(b,x). J admet un unique minimum en o qui est la solution de Ax =b.

Théoréme 31 (Taylor reste intégral). Si f € C**Y(U,F), a € U,h € E tel que
[a,a+ h| C U, alors

11 _pk
lat ) = @)+ df@he+ooot @)+ [ B ey ay+ae,

2 Inversion locale et fonctions implicites

2.1 Difféomorphismes

Définition 32. Soient U,V ouverts respectifs de E, F. On dit que f : U — V est
un C* difféomorphisme si f est de classe C*, bijective et que f~! est de classe C*.

Exemple 33. f:t— argth(t) réalise un C*°-difféomorphisme de R sur]—1,1].

Théoréme 34 (Changement de variables). Soient U, V ouverts de R™, soit ¢ : U —
V un C* difféomorphisme, soit f: V — R. Ona f € L'(V) & det(dy) fop € L' (U),

et alors /Vf(a:)dx:/U|det(dg0(x))|f(<p(m))dx.

Exemple 35. J Ry x [0,27],(r,0) + (rcos(f),rsin(9)) définit un C*-
difféomorphisme, et | det(dJ (r cos(8),rsin(0)))| = r.

—+o0
Application 36. / e dr = g
0

Application 37. Soient X1, Xy variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).
Alors Y = X} + X3 suit une loi £(3).

2.2 Théoréme d’inversion locale

Théoréme 38 (Inversion locale). Soit f : E — F de classe C*, soit a € E tel que
df(a) soit inversible. Alors il existe U voisinage de a dans E, et V voisinage de f(a)
dans F, tel que f réalise un C* difféomorphisme de a sur f(a).

Application 39. Soit k € N*. Il existe un voisinage ¥V de I,, dans M.,,(C) tel que
pour tout A €V, il existe B €V, A= B*.



Application 40 (Lemme de Morse). Soit U ouvert de R™ contenant 0, soit f :
U — R de classe C3. On suppose que df(0) = 0 et d2f(0) forme bilinéaire non
dégénérée, de signature (p,n — p). Alors il existe un Cl-difféomorphisme ¢ : x
o(x) = (p1(x), -, pn(x)) entre U et un voisinage V de 0, tel que p(0) =0 et pour

p n
tout v € U, f(x) = f(0) + Z%(ff)z - Z pi(x)”.

i=1 i=p+1
Théoréme 41 (Hadamard-Lévy). Soit f € C?(R",R"). Alors f est un
difféomorphisme global, si et seulement si, elle est propre et sa différentielle est
partout inversible.

Exzemple 42. f : R? — R? (z,y) — (x — arctan(y),y — arctan(z)/2) est un
difféeomorphisme global.

2.3 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 43 (Fonctions implicites). Soit U ouvert de R™ x RP, soit (a,b) € U,
soit f € C'(U,RP). On suppose f(a,b) = 0 et det(d, f(a,b)) # 0. Alors il existe V, W
voisinages de a, b tels que V x W C U et une unique application ¢ € C1(V, W) telle
que {(r,4) € V x W, f(z,y) = 0} = {(z, o)), x € V}.

Exemple 44. Le cercle, d’équation x> + y> = 1 dans R2, s’exprime localement
comme le graphe d’une fonction au voisinage de tout point sauf (1,0) et (—1,0).

Remarque 45. On a alors, pour z € U, dp(z) = —(d, f(z, o(x)) ™ o dy f (2, p(2)).

Ezemple 46. En tout point (a,b) tel que 3(b®> — a) # 0, le folium de Descartes
d’équation 3 +y> — 3zy = 0 s’exprime localement comme le graphe d’une fonction.
En particulier, la tangente en (a,b) a pour équation (a®>—b)(x—a)+(b*>—a)(y—b) = 0.

Théoréme 47 (Extrema liés). Soit U ouvert de R", soient f, g1, -+ , g, € CL(U,R),
soit I' = {x € U,V1 <4 < r,g;(x) = 0}. Si fir possede un extremum relatif en a € T,

(
et si les formes linéaires dg;(a), - - ,dgn(a)) forment une famille libre, alors il existe

A,y A € Rtels df(a) = Z)\idgi(a)'
i=1

Ezemple 48. Soient Q = {(x,y) € R, 2% +y*> < 1}, f : Q = R, (z,y) — z +
y. f admet un minimum et un maximum global respectivement en (—%7 —%) et

().
Application 49. SO, (R) est l'ensemble des éléments de SL,(R) de norme mini-
male.

Définition 50. Les ();) sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Développements

— Lemme de Morse.
— Théoréme de Hadamard-Lévy.
— Théoréme des extrema liés.
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