
154. Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une
famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension

finie. Applications.

Introduction : La notion de sous-espace stable est à la base de la théorie de la
réduction des endomorphismes.

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension n, u ∈ L(E).

1 Généralités
1.1 Sous-espaces stables
Définition 1. Un sous-espace F de E est dit stable par u si u(F ) ⊆ F .

Exemple 2. Pour tout P ∈ K[X], ker(P (u)), Im(P (u)) sont des sous-espaces stables
par u. En particulier, les sous-espaces propres sont stables.

Exemple 3. Une rotation de R3 admet son axe pour sous-espace stable.

Proposition 4. Si toutes les droites vectorielles de E sont stables par u, alors u est
une homothétie.

Corollaire 5. Pour tout k ∈ [[1, n− 1]], si tous les sous-espaces de E de dimension
k sont stables par u, alors u est une homothétie.

Proposition 6. Si K = C, alors u admet une droite stable. Si K = R, alors u admet
une droite ou un plan stable.

Proposition 7. Si u est nilpotent, ses seuls sous-espaces propres sont les ker(uj), j ∈
[[0, n]].

Proposition 8. F sous-espace de E est stable par u si et seulement si F⊥ est un
sous-espace de E∗ stable par tu.

1.2 Endomorphisme induit
Définition 9. Si F sous-espace stable par u, on définit l’endomorphisme induit
uF ∈ L(F ) par uF : x 7→ u(x).

Proposition 10. Soit alors B = (e1, · · · , en) base de E telle que BF := (e1, · · · , ek)

base de F . Alors dans B, la matrice de u est de la forme
(
A B
0 C

)
, où A =

MatBF
(uF ).

Proposition 11. On a alors µuF
|µu et χuF

|χu.

Remarque 12. Réciproquement, si u admet une matrice triangulaire par blocs,
alors on en déduit un sous-espace stable.

Proposition 13. Si E = F ⊕G où F,G stables par u, alors µu = µuF
∧ µuG

.

2 Réduction des endomorphismes
2.1 Réduction par blocs
Proposition 14. La matrice de u relativement à une décomposition de E de la
forme E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ep est diagonale par blocs ssi ∀i, Ei stable par u.

Théorème 15 (des noyaux). Soient P1 · · ·Pk ∈ K[X] deux à deux premiers entre
eux, soit P = P1 · · ·Pk. Alors ker(P (u)) = ker(P1(u))⊕ · · · ⊕ ker(Pk(u)).

Définition 16. On suppose χu scindé, χu =
n∏
j=1

(X − λj)αj . Alors Nj = ker((u −

λjIdE)αj ) est appelé sous-espace caractéristique de u associé à la valeur propre λj .

Proposition 17. Si χu est scindé, alors E est somme directe de sous-espaces
caractéristiques, et la matrice de u dans une base adaptée est de la forme
diag(M1, · · · ,Mk) où Mj ∈Mαj

(K) est triangulaire supérieure et ses termes diago-
naux sont tous égaux à λj .

Exemple 18. u ∈ L(R4) donné par u(x, y, z, t) = (x + y, y, 2z + t, 2t) possède
exactement 9 sous-espaces stables.

2.2 Diagonalisation et trigonalisation
Définition 19. On appelle drapeau complet de E une suite {0} = F0 ( · · · ( Fn =
E de sous-espaces de E tels que pour tout k,dim(Fk) = k.

Proposition 20. u est trigonalisable si et seulement s’il existe un drapeau complet
formé de sous-espaces stables par u.

Théorème 21. u est trigonalisable si et seulement si χu est scindé.

Théorème 22. u est diagonalisable si et seulement s’il stabilise n droites vecto-
rielles, si et seulement si µu est scindé à racines simples.

Remarque 23. Si F sous-espace stable par u, et si u est diagonalisable (resp.
trigonalisable), alors uF est diagonalisable (resp. trigonalisable).



Proposition 24. Si u, v ∈ L(E) commutent, alors Im(u), ker(u) sont stables par v.

Théorème 25. Si (uj)j∈J famille d’endomorphismes diagonalisables (resp. trigona-
lisables) de L(E) qui commutent, alors ils se diagonalisent (resp. trigonalisent) dans
une même base.

Application 26. GLm(C) et GLn(C) sont des groupes isomorphes ssi m = n.

2.3 Décomposition de Dunford

Lemme 27. Si χu est scindé, alors E =
p⊕
j=1

Nj où les Nj sont des sous-espaces

caractéristiques, et les projecteurs associés à cette décomposition sont des polynômes
en u.

Théorème 28. Soit k un corps, soit E un k-espace vectoriel de dimension finie, soit
f ∈ L(E) tel que son polynôme caractéristique χf soit scindé sur k. Alors il existe
un unique couple (d, n) ∈ L(E)2 tel que d diagonalisable, n nilpotent, f = d+ n et
d ◦ n = n ◦ d. De plus, d et n sont des polynômes en f .

Application 29. u est diagonalisable ssi exp(u) est diagonalisable.

3 Endomorphismes remarquables

3.1 Endomorphismes cycliques

Définition 30. Soit x ∈ E. On définit le sous-espace cyclique de u associé à x par
〈x〉u = {P (u)(x), P ∈ K[X]}. On dit que u est cyclique s’il existe x ∈ E tel que
E = 〈x〉u.

Exemple 31. Si n = 2 et u pas une homothétie, alors u est cyclique.

Lemme 32. Pour x ∈ E, on note Iu,x = {P ∈ K[X], P (u)(x) = 0E}. C’est un idéal
de K[X], on note Px son unique générateur unitaire. Il existe x ∈ E tel que Px = µu.

Théorème 33. u est cyclique si et seulement si deg(µu) = n.

Définition 34. Soit P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k ∈ K[X] unitaire.

Sa matrice compagnon est définie par C(P ) =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 −an−2

0 · · · 0 1 −an−1


.

Proposition 35. u est cyclique si et seulement si il est représenté dans une certaine
base par une matrice compagnon.

Théorème 36. Il existe une suite F1, · · · , Fr de sous-espaces de E, tous stables par
u, tels que :

— E = F1 ⊕ · · · ⊕ Fr,
— Pour tout i ∈ [[1, r]], uFi est un endomorphisme cyclique de Fi,
— Si on note Pi le polynôme minimal de uFi

, on a pour tout i ∈ [[1, r−1]], Pi+1|Pi.
De plus, la suite des P1, · · · , Pr ne dépend que de u et pas du choix de la
décomposition. On a de plus µu = P1 et χu = P1 · · ·Pr.

Définition 37. Les P1, · · · , Pr sont appelés invariants de similitude de u.

Corollaire 38. Il existe alors une base dans laquelle la matrice de u est (par blocs)
diag(C(P1), · · · , C(Pr)).

3.2 Endomorphismes normaux
On suppose E euclidien ou hermitien.

Lemme 39. Soit F sev de E stable par u. Alors F⊥ est stable par u∗.

Définition 40. u est dit normal si u∗u = uu∗.

Lemme 41. Si u est normal et λ valeur propre de u, alors Eλ(u)⊥ est stable par u.

Théorème 42. On a équivalence entre :
(i). u est normal.
(ii). u se diagonalise en base orthonormée.
(iii). u, u∗ se diagonalisent dans une même base orthonormée.

4 Théorie des représentations
Définition 43. Soit G un groupe. On appelle représentation (linéaire) de G la
donnée de (ρ, V ) où V est un C-espace vectoriel et ρ : G → GL(V ) un morphisme
de groupes. On appelle degré de la représentation la dimension de V .



Exemple 44. Les isométries conservant les polygones réguliers donnent une
représentation de degré 2 des groupes diédraux.

Définition 45. On appelle sous-représentation de (ρ, V ) la donnée d’un sous-espace
W de V stable par tous les ρ(G), g ∈ G. Une représentation qui ne possède pas de
sous-représentation non triviale est dite irréductible.

Exemple 46. Si G est abélien, les seules représentations irréductibles sont celles
de degré 1.

Lemme 47. Si G est fini et si (ρ, V ) représentation de degré fini dont W est une
sous-représentation, alors W possède un supplémentaire dans V qui définit aussi une
sous-représentation.

Théorème 48 (Maschke). Toute représentation de degré fini d’un groupe fini est
somme directe de représentations irréductibles.

Définition 49. Si (ρ1, V1), (ρ2, V2) sont deux représentations de G, on appelle
morphisme de représentations toute application linéaire f ∈ L(V1, V2) tel que
∀g ∈ G, f ◦ ρ1(g) = ρ2(g) ◦ f . Si f est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on
dit que les représentations sont isomorphes.

Théorème 50 (Schur). Soient (ρ1, V1), (ρ2, V2) deux représentations irréductibles
de G, soit f : V1 → V2 un morphisme de représentations. Alors, soit f = 0, soit
c’est un isomorphisme. En identifiant V1 et V2 par f , on a alors ρ1 = ρ2 et il existe
λ ∈ C∗ tel que f = λIdV .

Développements
— Décomposition de Dunford.
— Réduction de Frobenius.
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