
122. Anneaux principaux. Exemples et applications.

Introduction : Peut-on étendre les propriétés arithmétiques de Z à d’autres struc-
tures ?

1 Anneaux principaux
Soit (A,+,×) anneau commutatif intègre unitaire.

1.1 Définitions et premières propriétés
Définition 1. Une partie I de A est appelée idéal de A si (I,+) sous-groupe de
(A,+) et si ∀a ∈ A, x ∈ I, ax ∈ I.

Exemple 2. Les idéaux de Z sont les nZ, n ∈ N.

Proposition 3. Si I idéal de A, on a I = A ssi I contient un inversible de A.

Proposition 4. Si I, J idéaux de A, I + J et IJ :=
{

m∑
k=1

ikjk, ik ∈ I, jk ∈ J

}
sont

des idéaux de A.

Définition 5. Un idéal I de A est dit principal s’il existe a ∈ A tel que I = aA. a est
alors appelé générateur de I. A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux.

Exemple 6. Z et K[X] (si K est un corps) sont des anneaux principaux.
Z[X] n’est pas un anneau principal (2Z[X] +XZ[X] n’est pas principal).

Application 7. Soient L/K une extension de corps, a ∈ L. L’ensemble {P ∈
K[X], P (a) = 0} est un idéal de K[X]. Il existe donc un unique π ∈ K[X] unitaire
engendrant cet idéal, on l’appelle le polynôme minimal de a.

1.2 Anneaux euclidiens
Définition 8. A est dit euclidien s’il existe ν : A→ N tel que pour tous a, b ∈ A\{0},
il existe q, r ∈ A tels que a = bq + r et ν(r) < ν(b). ν est alors appelé stathme
euclidien.

Exemple 9. Z est un anneau euclidien, ainsi que K[X] muni du stathme ν = deg.

Théorème 10. Tout anneau euclidien est principal.

Contre-exemple 11. L’anneau Z
[

1 + i
√

19
2

]
est principal mais non euclidien.

Proposition 12. Soient K le corps des fractions de A, S ⊆ A stable par produit,
contenant 1 et pas 0. On note A

S = {a
s ∈ K, a ∈ A, s ∈ S}. C’est un sous-anneau de

K, principal si A l’est, euclidien si A l’est.

Application 13. D (anneau des nombres décimaux) est euclidien.

2 Arithmétique dans les anneaux principaux
Supposons A principal.

2.1 Divisibilité, PGCD et PPCM
Définition 14. Soient a, b ∈ A. On dit que b divise a (ou que a multiple de b), et on
note b|a, s’il existe c ∈ A tel que a = bc. On dit que a et b sont premiers entre eux
si leurs seuls diviseurs communs sont les éléments de A×. Si a1, · · · , ak ∈ A, on dit
qu’ils sont premiers entre eux dans leur ensemble si leurs seuls diviseurs communs
sont les éléments de A×.

Proposition 15. b|a⇔ aA ⊂ bA, et la divisibilité définit un préordre.

Proposition 16. Un générateur de l’idéal aA∩bA est un plus petit multiple commun
(noté ppcm) de a et b (au sens du préordre précédent). Un générateur de aA + bA
est un plus grand diviseur commun (noté pgcd) de a et b. Le ppcm et le pgcd sont
uniques à multiplication par un inversible près. On définit de même les ppcm et pgcd
de k éléments.

Contre-exemple 17. Dans Z[i
√

5], 3 et 2 + i
√

5 n’ont pas de ppcm.

Corollaire 18 (Bézout). Si a1, · · · , ak ∈ A, un diviseur commun d de a1, · · · , ak

est un pgcd ssi il existe u1, · · · , uk ∈ A tels que a1u1 + · · ·+ akuk = d.

Application 19 (Noyaux). Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f ∈
L(E), P,Q ∈ K[X] premiers entre eux. On a ker(PQ(f)) = ker(P (f))⊕ ker(Q(f)).

Corollaire 20 (Gauss). Si a, b, c ∈ A, avec a, b premiers entre eux et a|bc, alors a|c.

Définition 21. a ∈ A est dit irréductible si ses seuls diviseurs sont 1, a et leurs
associés.

Exemple 22. Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés, les
irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.

Théorème 23. Si A principal, tout a ∈ A non inversible possède une décomposition
en produit d’irréductibles, unique à association près.

Application 24. {ln(p), p premier} est une famille Q-libre dans R, et [R : Q] =∞.



2.2 Lemme chinois
Lemme 25. Si A principal et I, J idéaux de A vérifiant IJ = I∩J , alors I+J = A.

Contre-exemple 26. C’est faux en général : considérer K[X,Y ] et les idéaux en-
gendrés par X et Y .

Théorème 27. Soient a1, · · · , ak ∈ A deux à deux premiers entre eux.

Alors φ
{
A/(a1 · · · ak)A → A/a1A× · · · ×A/akA

x 7→ (xa1 , · · · , xak ) est un isomorphisme.

Application 28. Les entiers relatifs x vérifiant x ≡ 2 mod 4, x ≡ 3 mod 5, x ≡ 1
mod 9 sont les 118 + 180k, k ∈ Z.

3 Modules sur les anneaux principaux
3.1 Définitions et premières propriétés
Définition 29. Un ensemble M est appelé A-module s’il est muni d’une loi interne
+ tel que (M,+) soit un groupe abélien et d’une loi externe · : A×M →M telle que
pour tous λ, µ ∈ A, x, y ∈M, (λ+µ)x = λx+µx, λ(x+y) = λx+λy, λ(µx) = (λµ)x
et 1Ax = x.

Exemple 30. Un groupe abélien est un Z-module. Si I idéal de A, alors I et A/I
sont des A-modules.

Définition 31. Soient M,N deux A-modules, soit f : M → N . On dit que f est
A-linéaire si ∀λ, µ ∈ A, x, y ∈M,f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y). Si f est bijective, on
dit que c’est un isomorphisme.

Définition 32. Soit M un A-module, soit (mi)i∈I une famille d’éléments de M .
— On dit qu’elle est libre si ∀(ai)i ∈ A(I),

∑
i∈I

aimi = 0⇒ ∀i, ai = 0.

— On dit qu’elle est génératrice si ∀m ∈M,∃(ai)i ∈ A(I),m =
∑
i∈I

aimi.

— On dit que c’est une base si elle est libre et génératrice.

Définition 33. M est dit de type fini s’il possède une partie génératrice finie. Il est
dit libre s’il possède une base.

Contre-exemple 34. Le Z-module Z/nZ n’admet aucune famille libre.

Théorème 35. Si M est libre de type fini, alors toutes ses bases sont finies et de
même cardinal.

Définition 36. Ce cardinal est appelé rang de M .

3.2 Modules de type fini sur les anneaux principaux
On suppose A principal.

Théorème 37 (Bases adaptées). Soient M un A-module libre de rang n, N un sous-
module de M . Alors il existe une base (e1, · · · , en) de M et une famille (d1, · · · , ds) ∈
A\{0} tels que ds| · · · |d1 et (d1e1, · · · , dses) soit une base de N .

Théorème 38 (Facteurs invariants). Si M est un A-module de type fini, il existe
un unique (r, s) ∈ N2 et une unique suite ds| · · · |d1 tels que M ' Ar × A/d1A ×
· · · ×A/dsA.

Remarque 39. On retrouve ainsi le théorème de structure des groupes abéliens.

Exemple 40. À isomorphisme près, il y a 6 groupes abéliens d’ordre 600.

4 Applications
4.1 Réduction des endomorphismes
Proposition 41. Si E est un K-espace vectoriel, u ∈ L(E), E a une structure de
K[X]-module via P · x = P (u)(x).

Proposition 42. u, v ∈ L(E) sont semblables ssi ils induisent sur E deux structures
de K[X]-module isomorphes.

Définition 43. Il existe d’après ce qui précède une unique famille de polynômes uni-
taires Ps| · · · |P1 tels que E soit isomorphe à K[X]/(P1)×· · ·×K[X]/(Ps). P1, · · · , Ps

sont appelés invariants de similitude de u.

Corollaire 44. u, v sont semblables ssi ils ont les mêmes invariants de similitude.

Théorème 45. Il existe alors F1, · · · , Fs sev de E stables par u tels que E =
s⊕

i=1
Fi

et que pour tout i, u|Fi
soit cyclique et de polynôme minimal Pi.

Corollaire 46. En particulier, P1 est le polynôme minimal de u.

4.2 Théorème des deux carrés
Proposition 47. Z[i] = {a+ ib, (a, b) ∈ Z2} est euclidien, le stathme étant ν = | · |.

Théorème 48. Un nombre premier p > 3 est somme de deux carrés ssi p ≡ 1
mod 4, et la décomposition est alors unique.

Corollaire 49. Un entier est somme de deux carrés ssi ses facteurs premiers congrus
à 3 mod 4 figurent dans n à une puissance paire.



Développements
— Exemple d’anneau principal non euclidien.
— Théorème des deux carrés.
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