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CORRIGE DU DM N° 5

Exercice 1.

(a)

lim f(z)=—-oc0

r——3
La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = —3 au voisinage
de —3.
lim f(z) = +o0
r——+00

On ne peut rien dire.
lim f(z) =2

La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 au voisinage
de —oo0.
lim f (z) = —0
#>0
La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation z = 0 au voisinage de
0.
lim f(z) =400
r—+0o0

On ne peut rien dire.

AP =1
La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = —1 au voisinage
de +o0.

lirr%) flx)y=1
On ne peut rien dire.
lim f(z)=1

La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage
de —o0.

lim f(z) =400
On ne peut rien dire.
lim f(z) =400
r——1

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation z = —1 au voisinage
de —1.

Exercice 2.

(a)

1
lim 2x —3+ -
r——+00 T

lim 2z —3 = +oc0

r——+00 . 1
par somme, lim 2z -3+ —5 =+o0
lim — =0 rotee il
T—+00 J,‘?’

1
lim 22 — 3+ —
x—0 x3
x<0
hH‘l) 20 —3=-3
=<0

) 1
1 par somme, hr% 20 -3+ 5 =-00
lim — = —oo 2<0 z
x—0 X
<0

La courbe associée admet une asymptote verticale d’équation z = 0.

lim 2x — 3 + x2

r——00
lim 2z —-3=—-00
T——00 ) : A né
. 5 par somme, c’est une forme indéterminée.
mm x° = —+o0
Tr— — 0

On factorise alors : 2z — 3+ 22 =22+ 22 — 3 = z(z +2) — 3.

lim 2= -

R par produit, lim z(z +2) = +oco
lim z+4+2=- T——00

Tr—— 00

Donc par addition de —3, lim z(xz 4+ 2) — 3 = 400,

r— —00

lim 2z —3+ 2% = +o00|

Tr——00

c’est-a-dire

lim —

1
— =0

lim 22 =400 donc par inverse, lim
Tr— —00 ,1'2

r— —0Q

5
Par multiplication par 5, on a toujours | lim — =0
rT——00 I

La courbe associée admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 (I'axe des
abscisses) au voisinage de —oo.
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lim 5
(e) xﬂlrvpoo * xr+3
lim x+ 3 =400 donc par inverse, lim =0
T— 400 z—+oo T + 3
Par multiplication par 3, lim =0

z—>+ooz+3_

Par ajout de 5, lim 5+

=5
r—+00 JC+3

La courbe associée admet une asymptote horizontale d’équation y = 5 au voisi-
nage de +o0.

3
() limS 5+
S T3
lim 43 =0" donc par inverse, lim =400
e——3 v—-3 4+ 3
r>—3 r>—3
Par multiplication par 3, lim = 400
s ets
. . 3
Par ajout de 5, lim 5+ = 400
z——3 x+3
x>—3
La courbe associée admet une aymptote verticale d’équation z = —3 au voisinage
de —3.
Exercice 3.
1. o Etude en —c0 :
D’une part, lim —z+ 3 = 4o0.
r——00
D’autre part, lim x—1 = —oo, donc par passage a 'inverse, lim =0
T——00 z——oco L — 1
Par somme, on obtient alors que | lim f(z) = +o0|.
r——00
e Etude en +00 : méme chose qu’en —oo
lim —z+4+3=—0c0 et lim = 0, donc par somme, | lim f(z) = —oc0|.
T— 400 rz—+oo x — 1 T—+00
e Etude en 1 a gauche :
D’une part, hn} —r+3=2.
Py
1
D’autre part, hrr} x —1 = 07, donc par passage a l'inverse, hrr% = —o0,
e el
puis hrr} [ =~ (on multiplie par 2, qui est positif).
o1 —

Par somme, on obtient alors que | lim f(z) = —oo|.

<1

e Etude en 1 & droite :

D’une part, lin} —r+3=2.

x>1
1
D’autre part, hn} z —1 = 0", donc par passage & l'inverse, hH} = +o0,
1 el

puis lim =400

e=lp—1

x>1
Par somme, on obtient alors que | lim f(z) = 400 |

z>1
2. D’aprés la question précédente, hn} flx) = —o0 et hn} flx) = +oo, donc

x<1 x>1

‘la courbe de f admet une asymptote verticale d d’équation = = 1 au voisinage de 1 |.

Au voisinage de —oo et de 400, ¥ n’admet pas d’asymptote horizontale, puisque
lim f(z)=+occet lim f(x)=—o0.
r——00 r——+00

Cependant, f est de la forme f(z) = ax+b+¢e(z), ce qui laisse présager I'existence
d’une asymptote oblique d’équation y = ax + b si la fonction (z) tend vers 0 en
—o0 et/ou en +0oo.

En effet, f(z)—(—xz+3)=

)

z—1
t it li 2 0 et li 0
et on sait que lim —— =0 et lim =
a IH*OO"I,'—]_ m~>+oox—]_
Donc lim [f(z) — (-2 +3)]=0 et liT [f(z) = (—z+3)]=0
Donc la droite d’ d’équation y = —x + 3 est asymptote oblique & % au voisinage

de —oo et au voisinage de +oo.

3. Pour étudier la position de € par rapport & d’, on étudie le signe de f(x)—(—z+3).

Or, f(z)—(—w+3) = zi

-1
. 1 . 2
e Six <1, alors x —1 <0, donc 1<0,puus 1<0.
T — _
Donc pour z < 1, f(z) — (—z +3) < 0.
‘CK est en-dessous de d’ sur l'intervalle | — oco; 1]. ‘
1 2
e Six>1,alors x —1 >0, donc 1>0,puis 1>0.

x
Donc pour z > 1, f(z) — (—z +3) > 0.

“5 est au-dessus de d’ sur U'intervalle |1; 4o00]. ‘

Corrigé du DM n° 5, page 2



Exercice 4. e Etude en 2 & droite :

1. On étudie 'expression proposée en la réduisant au méme dénominateur : D’une part, lirr% r+1=3.
.3 _@th@-2) 3 o
T+ 1= r—92 T —9 T r_9 D’autre part, lin% x —2 = 0", donc par passage & l'inverse, lirr% 5 = +-00,
r— =2 p—
(x4 1)(x-2)-3 w2 w2
o T —2 puis hrr% Erer i —oo (on multiplie par —3, qui est négatif).
2 -2r+2-2-3 v>2
- T — 9 Par somme, on obtient alors que hn% f(z) = —o0|
- fZ?2 —x—5 z>2
oz —2
3 3. On sait que lim f(z) = +o0 et lim f(z) = —o0,
$+1—f2:f($) J;:2 ;:2
donc € admet une asymptote verticale d d’équation x = 2 au voisinage de 2.
. 3
Donc on a bien, pour z #2, | f(z) =2 +1 - -2 D’autre part, d’apres la forme démontrée a la question 1 pour f, on conjecture que

% admet une asymptote oblique d’équation y = x + 1 au voisinage de —oco et de

2. o Etude en —00 : 4-00. Démontrons-le.

Si on utilise la forme donnée initialement dans 1’énoncé, on obtient une forme

indéterminée. On utilise donc la forme démontrée (ou admise, pour ceux qui On sait que f(z) = (z +1) = —— 9" Or, on a vu lors des calculs de la question
n’ont pas su la faire) a la question 1: f(z) =z +1— —— précédente que lim =0 et lim — 3 _
x—2 N z—+oo T — 2
D’une part, lim x4+ 1= —o0
r——00
1 . .
D’autre part, hm T — 2 = —o0, donc par passage a U'inverse, lim =0 Donc lim [f(x) = (z+1)]=0 et lim [f(z) —(z+1)]=0
00 r——00 T — 2 r——00 r—+00
3
puis lim — =0

rz——00 I — 2

Donc la droite d’ d’équation y = x + 1 est asymptote oblique & ¥ au voisinage de
Par somme, on obtient alors que| lim f(z) = —o0|. —o0o et au voisinage de +oo.

r——00

Etud : mé inci ‘en — . . X s .
¢ Ztuce en 400 : meme principe quen —oo 4. Pour étudier la position de € par rapport & d’, on étudie le signe de f(z)— (z+1).

. _ — _ 3
xEI}rloox—’—l +oo et a:ErJ{loo po— 0, donc par somme, T/Eanoof( x) =400 | Or, f(ff)_(x—'—l):_m_z'
e Etude en 2 a gauche : 1 3
On pourrait utiliser 'une ou 'autre forme, mais la deuxieme limite les risques e Siz <2 alors x —2 <0, donc 7—9 < 0, puis T -1 > 0.
d’erreur. On utilise donc toujours l’expression de la question 1. Donc pour z < 2, f(z) — (z+1) > 0.
) 1 —
Dune part, 111% z+1=3 “5 est au-dessus de d’' sur lintervalle | — o0;2]. ‘
x <
D’autre part, lim z —2 = 07, donc par passage a I'inverse, lim 5 = % e Sixz>2, alors z —2 > 0, donc 1 > 0, puis _i <0
z— z—2 pr — .
z<2 z<2 x—2 -2

Donc pour = > 2, f(z) — (z+1) < 0.

puis hm et = 400 (on multiplie par —3, qui est négatif).
s - “5 est en-dessous de d’ sur l'intervalle ]2; +oo. ‘
Par somme, on obtient alors que hrr% f(x) =4o0|
P 5. Courbe
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