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Chapitre 1

Introduction : probabilité sur un
espace fini

Historiquement, le calcul des probabilités s’est développé a partir du XVIleme siecle
autour des problémes de jeux dans des situations ou le nombre de cas possibles est fini. Les
développements plus récents concernant des espaces non nécessairement finis nécessitent
les outils techniques de la théorie de la mesure. Mais on peut introduire simplement sur
les espaces finis toutes les notions importantes de probabilités sans avoir besoin de cet
outillage.

1.1 Probabilité sur un espace fini, événements

1.1.1 Définitions

On s’intéresse a une expérience aléatoire qui conduit a la réalisation d’un seul résultat
parmi un nombre fini de résultats possibles wy,ws, ..., w,. On note Q@ = {wy,ws, ..., w,}
I’ensemble de ces résultats.

Exemple 1.1.1. - Jet d'une piece a pile ou face : Q2 = {P, F'}.
— Jet d'un dé : Q ={1,2,3,4,5,6}.

Si on mesure la fréquence d’apparition du résultat wy au cours d’un grand nombre de
répétitions de I'expérience i.e. on calcule le rapport F} = % du nombre Nj d’expériences
dont le résultat est wy sur le nombre total d’expériences N, on constate qu’elle fluctue de
moins en moins. La limite pr > 0 de F} lorsque N — +o00 correspond a la notion intuitive
de probabilité.

On appelle événement une partie A de €2. La fréquence de A c’est-a-dire la proportion
d’expériences dont le résultat est dans A est égale a >, 4 Fi. On est donc amené a
associer la probabilité kwpea Pr @ Uévénement A.

Comme la fréquence de 2 vaut 1, en passant a la limite, on obtient Y ,_, py = 1.

Définition 1.1.2. Une probabilité P sur un ensemble fini Q = {wi,ws,...,w,} est une
pondération py,po, ..., p, des éléments de cet ensemble t.q.

VI<k<n pp>0 et > p=1
k=1

1
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On attribue a tout événement A C Q) le nombre

P(A) = Y ps

kiwp€A

qui est appelé probabilité de ’événement A.

Exemple 1.1.3. Jet de deux dés a six faces : Q = {(4,7) : 1 <4,j < 6} ou i désigne la
valeur de la face supérieure du premier dé et j celle du second.
Pour des raisons de symétrie (si les dés ne sont pas pipés), on munit (2 de la pondération
suivante :

1

V1<1,7<6, puj = 36"

Soit A I'événement : les valeurs des deux dés sont identiques.

A:ﬂLm@@,wm@}almﬂzzmm:%:%

On note S la somme des deux dés et {S = k} I'événement {(7,7) : S(i,j) = k}. On a
S(i,7) =i+ j. Donc

(S=21 ={(1,1)} P(S = 2) = 1/36
(5=3 ={(1.2),(21)} P(S =3) =1/18
(S=41 =1{(1,3),(22),(3.1)} P(S =4) =1/12
(S=51 =1{(1,4),(2.3),(3,2),(41)} P(S = 5) = 1/9

(S=6} ={(1.5),(24),(3,3),(4,2),(51)} P(S = 6) = 5/36
(S=70 =1{(1,6),(25).(3,4),(43),(52),(6,1)} P(S=7)=1/6

(S=8 =1{(26),(35),(44),(53),(6,2)} P(S = 8) = 5/36
(S=91 =1{(3,6),(4.5),(54),(6,3)} P(S =9) = 1/9

(S =10} ={(4,6),(5,5),(6,4)} P(S = 10) = 1/12
{(S=11} =1{(56),(6,5)} P(S = 11) = 1/18
(S=12} ={(6,6)} P(S = 12) = 1/36

Terminologie concernant les événements :

— SiP(A) =0, 'événement A est dit négligeable.

— SiP(A) =1, il est dit presque sur.

On appelle événement contraire de A et on note A° I’événement 2\ A.

Si A, B C Q, I'événement A et B (réalisé lorsque A et B le sont) est noté AN B.
L’événement A ou B (réalisé lorsque A ou B le sont) est noté AU B.

Probabilité de I’événement AU B :

Par définition, P(AU B) = ;. c4up Pk-
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A

Comme AU B est égal a I'union disjointe (AN B) U (AN B) U (A°N B),

P(AUB)= >  pe+ > pet >

k:wpeANBC k:wp€ANB k:wp€ANB
=< E Pr + E Pk>+< E Pr+ E pk>— E Pk
k:wr€ANB® k:wr€ANB k:wp€ANB k:wp€ANB kwpeANB
= E Dr + E DPr — E Dk
k:wp€A k:wp€B k:wp€ANB

=P(A)+P(B)—-P(ANB).

Ainsi

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

Fonction indicatrice :

On appelle fonction indicatrice de I'événement A la fonction 1,4 : Q2 — {0, 1} définie
par

1siweA

Yw € €, 1A(w):{ .
0 sinon.

Exercice 1.1.4. Quel est 'événement {w : 14(w) X 1g(w) = 1} que l'on note aussi de

fagon condensée {14 x 1g =1}7

Conclure que

|Lynp = 14 x 15.]

Montrer également que

lpe=1-14 et lavp=1a+1p—14nB.
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1.1.2 Probabilités uniformes

Dans le cas ou les symétries font que tous les résultats possibles wq,ws, . ..w, jouent
le méme role, ces résultats doivent avoir la méme pondération 1/Card (£2). On dit alors
qu’il sont équiprobables.

On a alors pour tout événement A C (),

1 ~ Card (4)
Card (Q)  Card ()

Cette probabilité P s’appelle probabilité uniforme sur €.

Exemple 1.1.5. Dans le cas du jet de deux dés non pipés, Q = {(4,7): 1 <14,j <6} est
muni de la probabilité uniforme.

Remarque 1.1.6. Si on s’intéresse a la somme des deux dés, on peut choisir 2 =
{2,3,4...,12}, ensemble des valeurs prises par cette somme. Mais faute de propriétés
de symétrie, on ne sait pas munir cet espace d’une probabilité naturelle.

Dans l'exemple 1.1.3, en travaillant sur I'espace plus gros {(i,7) : 1 < 4,5 < 6} des
couples des valeurs des deux dés muni de la probabilité uniforme, nous avons pu construire
la pondération naturelle sur les valeurs de la somme des deux dés. Cette pondération n’a
rien d’uniforme.

Cet exemple permet de bien comprendre I'importance du choix de l'espace de probabilité
sur lequel on travaille.

Dans le cas des probabilités uniformes, les calculs se ramenent a du dénombrement.

Rappels de dénombrement

On se donne n,p € N* avec p < n.

— Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est n!.

— De facon plus générale, le nombre d’injections d’un ensemble a p éléments dans un
ensemble a n éléments est

n!
An:m:n(n—l)...(n—]ﬂrl).

Le facteur n (resp. n — 1,..., resp. n — p + 1) vient du choix de I'image du 1 (resp
ond | (n — p)®Me) glément.
— Le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments est

n!

o/ L —
" pl(n —p)!

Exercice résolu 1.1.7. Dans une classe de n < 365 éléves, quelle est la probabilité de
[’événement : “2 éléves au moins sont nés le méme jour” que l’on note A ?

On choisit comme espace de probabilité Q = {f : [1,n] — [1,365]} ot pour 1 < i < n,
f (@) représente le jour d’anniversaire du ieme éleve dans I'ordre alphabétique.
Meme si les naissances ne sont pas vraiment équiréparties au long de I’année, on munit €2
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de la probabilité uniforme. On a Card (£2) = 365".
Pour calculer la probabilité de A, on peut calculer la probabilité de I’événement contraire
A° . “tous les éleves ont des dates d’anniversaire différentes”. En effet comme AU A¢ = ()

et AN A =10,
P(AU A°) =P(A) + P(A°) —P(AN A°) = P(A) = 1 — P(A°).
On a A° = {f :[1,n] — [1,365] injective}. Donc Card (A¢) = Al et

Card (A°) 365! 365 364 365 —n + 1
P(A°) = = = o x2
Card () (365 —n)!365» 365 365 365

et
365 364 365 —n—+1

—— X — X ... X
365 365 365
On peut vérifier que dés que n > 23, cette probabilité est supérieure a 1/2.

P(A) = 1

1.2 Probabilité conditionnelle et indépendance

1.2.1 Probabilité conditionnelle

La notion de probabilité conditionnelle permet de prendre en compte I'information
dont on dispose (a savoir qu'un événement B est réalisé) pour actualiser la probabilité
que 'on donne & un événement A :

Définition 1.2.1. Soit Q muni d’une probabilité P et A, B C ). La probabilité condition-
nelle de l’événement A sachant ’événement B est notée P(A|B) et définie par

R

Exercice résolu 1.2.2. 1. Dans une famille qui comporte deuz enfants, [’'un est une
fille. On cherche la probabilité que ’autre soit un garcon.

On choisit Q = {F'F, FG,GF, GG} ou par exemple F'G signifie que I’ainé des enfants
est une fille et le second un garcon.
Cet espace est muni de la probabilité uniforme. On note

A = {un des enfants est un gargon} = { G, GF, GG}
B = {un des enfants est une fille} = {FF, FG,GF}.

On aP(B) = ogid = 2. Comme AN B ={FG,GF}, P(ANB) = “55l46d — L

Donc la probabilité recherchée est

P(ANB) 1/2 2

P(AIB) = P(B)  3/4 3

2. On suppose maintenant que l’ainé des enfants est une fille. On veut alors connaitre
la probabilité pour que [’autre soit un gargon.

En reprenant la démarche ci-dessus, on obtient que cette probabilité vaut 1/2.
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Dans certains problemes, ce sont les probabilités conditionnelles que 'on connait na-
turellement et on est amené a utiliser la définition sous la forme

P(AN B) = P(A|B)P(B)

qui se généralise en

P(A; N Ag NN Ay = P(Ap A 0o O Ay )P(Apy1 [Ar 00 Apa) - . . P(Ag| A)P(A)

pour m événements Aq, ..., A,,.

Exercice résolu 1.2.3. Parmi 10 pieces mécaniques, 4 sont défectueuses. On prend
successivement deux piéces au hasard dans le lot (sans remise). Quelle est la probabilité
pour que les deux pieces soient correctes.

On note A; I'événement la premiere piece est bonne et Ay 'événement la seconde piece
est bonne.
Comme, au départ, il y a 6 pieces bonnes sur 10, P(A;) = 6/10 = 3/5. Lorsque 'on a
retiré une piece bonne, il reste 5 pieces bonnes sur 9. D’ou P(A5|A;) = 5/9. On conclut
que la probabilité cherchée est

X

P(A; N Ag) = P(Ay|A))P(Ay) =

O ot
ot W

g.
Il est a noter et c’est rassurant que l'on peut retrouver ce résultat en posant
) = {sous-ensembles comportant 2 pieces de I’ensemble des 10 pieces} que l'on mu-

nit de la probabilité uniforme. L’événement A dont on cherche la probabilité est
{sous-ensembles comportant 2 pieces de ’ensemble des 6 pieces correctes}. On a alors

_ Card (4) % 6! 8! 2! 6x5 1

PA) = ——~L =2 = = =,
(4) Card (Q) C% 1004!20 10x9 3

Enfin le résultat suivant qui porte le nom de formule de Bayes est souvent utile

Proposition 1.2.4. Soit By, ..., B, une partition de Q) (i.e. des sous-ensembles disjoints
de Q0 dont la réunion est Q) et A C Q t.q. P(A) > 0. Alors pour tout 1 <i <mn,

P(A|B;)P(B;)
2 i1 P(AIB)P(B;)

B(B,|A) =

Démonstration : Le numérateur du second membre est égal a P(A N B;). Le
dénominateur vaut ) 7" P(AN B;) et comme les B; forment une partition de € il est égal
a P(A). Donc le second membre est bien égal a P(AN B;)/P(A). O]

Exercice 1.2.5. Pour dépister une maladie, on applique un test sanguin. Si le patient
est atteint, le test donne un résultat positif dans 99% des cas. Mais il se peut aussi que
le résultat du test soit positif alors que le patient est en bonne santé et cela se produit
dans 2% des cas. La proportion de personnes malades dans la population soumise au test
est de 1073. Calculer la probabilité pour quun patient soit en bonne santé sachant que le
résultat de son test est positif.
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1.2.2 Indépendance

Définition 1.2.6. Soit Q2 muni d’une probabilité P. Deux événements A et B sont dits
indépendants st

P(AN B) = P(A) x P(B).

Remarque 1.2.7. L’indépendance de A et B se caractérise aussi par les relations
P(A|B) = P(A) ou P(B|A) = P(B), c’est-a-dire que la probabilité donnée a 1’événement
A (resp. B) n’est pas modifiée par I'information que I'événement B (resp. A) est réalisé.

Définition 1.2.8. m évenements Aq,. .., A,, sont dits indépendants si
VI C [1,m], (ﬂA) =[P4
el i€l
Attention

— 11 ne suffit pas que P(A4, N A, N...NA,) =[]~ P(A4) pour que les événements
soient indépendants.

— Pour que 3 événements soient indépendants, il ne suffit pas qu’il soient 2 a 2
indépendants.

Exemple 1.2.9. Jet de deux pieces a Pile ou Face : Q = {PP,PF,FP,FF} ou par
exemple PF signifie que la premiere piece donne Pile et la seconde Face. Cet espace est
muni de la probabilité uniforme.

On note A I'événement “la premiere piece donne Pile”, B I'événement “la seconde piece
donne Face” et C' I'événement “les deux pieces donnent le méme résultat”.

— (PP, PF} P(A) =1/2
— {PF,FF} P(B) =1/2
— {PP,FF} P(C) =1/2
ANB ={PF} P(ANB) =1/4 =P(A)P(B)
ANC ={PP} P(ANC) =1/4 =P(A)P(C)
BNC ={FF} P(BNC) =1/4 =P(B)P(C)
ANBNC =0 P(ANBNC) =0 #P(AP(B)P(C).

Ainsi les événements A, B et C sont 2 a 2 indépendants mais pas indépendants.

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1. Deux événements A et B disjoints (AN B = )) et de probabilités non
nulles peuvent-ils étre indépendants ?

Exercice 1.3.2. On tire successivement et sans remise 4 lettres du mot “ATTACHANT”.
Quelle est la probabilité d’obtenir “CHAT” ?

Exercice 1.3.3. Une personne rentre chez elle apres une soirée un peu trop arrosée. Elle
ne sait plus laquelle des n clés qui se trouvent dans sa poche ouvre la porte de son domicile.
Elle essaie donc les clés successivement. Déterminer la probabilité pour que la k-ieme clé
soit la bonne (1 < k < n).



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : PROBABILITE SUR UN ESPACE FINI

Exercice 1.3.4. On note T la valeur obtenue lors du jet d'un dé a douze faces (numérotées
de 1 & 12) et S le total obtenu lors du jet de deux dés a six faces (numérotées de 1 a
6). Calculez P(S > T), P(S =T) et P(S < T). Dans un jeu a deux joueurs ou celui qui
obtient le plus grand total gagne, on vous propose de choisir entre le dé a douze faces et
les deux dés a six faces. Quel est votre choix ?

Exercice 1.3.5. 1. Soient Ay, As, ..., A, des événements. Montrer la formule du crible
(ou formule de Poincaré)

n

]P’(OAZ-) =Y (=D)"'p o p= > P(A;, N A, N...NA;)
=1

k=1 1<y <ig<...<ip<n

On pourra commencer par établir que

P(@QAi) =P(A,) +P(:gAi) —P(U(AmAn)).

i=1

2. Un service a thé comporte n ensembles “tasse 4 sous-tasse” de couleurs différentes.
A la sortie du lave-vaisselle, on pose au hasard les tasses sur les sous-tasses. On
numérote les couleurs de 1 a n et pour 1 < ¢ < n, on note A; I’événement : “la tasse
de couleur i est sur la sous-tasse de méme couleur. Soit N le nombre d’ensembles
“tasses+sous-tasses” assortis.

(a) Pour 1 <k <n,etl<i; <iy<...<ix <n,calculer P(4; NA;,N...NA;,).
(b) En déduire P(N = 0).

(c) A l'aide du résultat précédent, montrer que

_ ‘ n—k 1 I+1
P({N:k}mAilmAmm...mAik):%(1— ( “) )
’ I=1 ’

(d) Pour 1 < k <mn, donner P(N = k).

Exercice 1.3.6. Trois chasseurs tirent en méme temps sur un éléphant lors d’un safari. La
béte meurt atteinte par deux balles. On estime la valeur d’un chasseur par sa probabilité
d’atteindre la cible en un coup. Ces probabilités sont respectivement i, % et %. Trouver
pour chacun des chasseurs, la probabilité d’avoir raté 1’éléphant.

Exercice 1.3.7. On dispose d'une carte comportant 2 faces rouges, d’'une carte com-
portant une face rouge et une face blanche et d’une carte comportant 2 faces blanches.
Une des trois cartes est tirée au sort et une des faces de cette carte (également choisie au
hasard) est exposée. Cette face est rouge. On vous demande de parier sur la couleur de la
face cachée. Choisissez-vous rouge ou blanc?

Exercice 1.3.8. La couleur des yeux d’une personne est déterminée par 2 genes dont I'un
est transmis par le pere et 'autre par la mere. On suppose qu’il y a deux formes possibles
pour les genes : la forme B (bleue) et la forme M (marron). La forme B est récessive c’est
a dire qu'une personne qui a le génotype BM ou MB a les yeux marrons. Vos parents ont
tous deux les yeux marrons mais votre sceur a les yeux bleus. Quelle est la probabilité
pour que vous ayez les yeux marrons ? On suppose en plus que votre conjoint a les yeux
bleus tandis que votre premier enfant a les yeux marrons. Quelle est la probabilité pour
que votre second enfant ait les yeux bleus?
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1.4 Résumé

e Soit A, B C Q.

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

Pour B = A¢, cette égalité se récrit

P(A) = 1 — P(A°).

e Pour A, B C , on appelle probabilité conditionnelle de 1’événement A sachant
I’événement B le nombre

P(AN B)
P(A|B) = ———=
(A1) = S5
e Les événements Ay, ..., A, sont dits indépendants si
VI C[1,m], P (ﬂ AZ) =[P4
iel iel

En particulier les événements A et B sont dits indépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B).
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Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

2.1 Espace de probabilité

Dans le cas d'un espace {2 fini, nous avons défini un événement comme une partie

quelconque de 2. Mais si on souhaite modéliser le temps de premiere obtention de Pile
dans une suite de jets d'une piece a Pile ou Face, on choisit naturellement Q = {P, F}"|
enesemble qui est infini. Des que € est infini, pour pouvoir construire une probabilité qui
satisfasse des propriétés intuitives, il est souvent utile de restreindre les événements que
'on considere a une sous-classe de P(2) appelée tribu.
Il est naturel de demander que si A et B sont dans cette sous-classe alors A¢, AU B et
ANB le sont aussi. Dans la définition d’une tribu, on demande méme la stabilité par union
ou intersection dénombrable (un ensemble est dénombrable s’il existe une surjection de N
sur cet ensemble) :

Définition 2.1.1. Une tribu A sur € est une classe de parties de ) qui vérifie les trois
Propriétés suivantes :

i) 0,Qe A
ii) Ac A= A°c A

iii) Si (A;)ier est une famille dénombrable d’éléments de A alors |J
dans A.

On appelle événements les éléments de A.

ier Ai et (Ve Ai sont

Exemple 2.1.2.  — {0, Q} est la plus petite tribu sur 2. On Pappelle tribu grossiére.
— P(R) est la plus grosse tribu sur 2. On appelle tribu discreéte.
~Si AcCQ, {0, A, A, Q} est une tribu sur .

Définition 2.1.3. Soit Q muni d’une tribu A. On appelle probabilité sur (2, A) une
application P : A — [0, 1] qui vérifie
i) P(Q) =1.

ii) Si (A;)ier est une famille dénombrable d’éléments de A deuz a deux disjoints (Vi #
jel, AinA;=0) alors

IP(UAZ) = P(4).

el i€l

11
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Le triplet (2, A, P) s’appelle un espace de probabilité, la propriété ii) la o-additivité.

Dans toute la suite de ce cours, nous travaillerons sans le spécifier nécessairement
systématiquement sur un espace de probabilité (€2, .A,P). Nous pourrons également
considérer sans inquiétude que toutes les parties de €2 qui nous intéressent sont des
événements (i.e. sont dans A). En effet, s'il est difficile de construire une probabilité
sur © muni de la tribu discrete P(£2) des que Q n’est pas dénombrable, en revanche on
peut le faire sur €2 muni d’une tribu suffisamment grosse pour qu’elle contienne tous les
sous-ensembles de () définis sans ’aide de I'axiome du choix.

Enfin, en utilisant la propriété de o-additivité ii), on peut facilement vérifier que 1'on a
toujours pour tout couple d’événements A et B :

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

Les définitions de la probabilité conditionnelle de A sachant B et celle de I'indépendance
des événements données au chapitre précédent restent également valables. Comme nous
pouvons maintenant étre amenés a considérer des familles infinies d’événements, nous
préciserons simplement qu’une telle famille est indépendante si toute sous-famille finie
lest.

2.2 Variables aléatoires discretes

2.2.1 Rappel sur les manipulations de séries : le théoreme de
Fubini

Théoréme 2.2.1. Soit F' et G deux ensembles dénombrables.
~ Si(a(x,Y))@yerxc est une famille de nombres positifs, alors

> e =Y (Sawn) =3 (Satwn),

(z,y)eFXG zeF “NyeG yeG “zeF

Cela signifie que les trois membres sont soit simultanément finis et égauz soit simul-
tanément égauz a +00.

= Si (a(z,Y))@yerxc est sommable au sens ou 33, cp.qla(z,y)| < +oo, alors
[’égalité précédente reste vraie.

2.2.2 Définition

Définition 2.2.2. On appelle variable aléatoire discréte une application X : Q) — F ou F
est un ensemble dénombrable. Pour x € F, on note de fagon concise {X = x} l’événement
{we Q: X(w)=ua}. La famille des nombres (P(X = x)).er s’appelle la loi de X.

Remarque 2.2.3. — En toute rigueur, pour pouvoir considérer (P(X = x)),cr, il faut
imposer dans la définition que Vo € F, {X =z} € A.
— En général I'ensemble F' est égal a N ou Z ou a une partie de Z.
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— Notons que ({X = x}),er est une famille dénombrable d’événements deux a deux
disjoints t.q. |J,cx{X = 2} = Q. Donc par la propriété de o-additivité,

ZP(X:J:):IP’(U{X:J:}) = P(Q) = 1.

zeF zeF

Exemple 2.2.4. — Dans le cas du jet de deux dés, la somme S des deux dés est une
variable aléatoire discrete a valeurs dans F' = [2,12] dont nous avons calculé la loi
dans 'exemple 1.1.3 :

P(S=2)=P(S=12)=1/36 P(S=3)=P(S=11)=1/18
P(S=4)=P(S=10)=1/12 P(S=5)=P(S=9)=1/9
P(S=6)=P(S=8)=5/36 P(S=7)=1/6.

I1 faut noter que la loi de S est la probabilité naturelle dont on doit munir I’ensemble
2, 12] lorsque 'on s’intéresse a la somme de deux dés.
— Soit A C © un événement. Sa fonction indicatrice 14 : Q@ — {0, 1} définie par

1lsiweAd

0 sinon

Yw € Q, 1A(w) = {
est une variable aléatoire discrete de loi :

P(14=1)=P(A) et P(1,=0)=1—P(A).

2.2.3 Indépendance

Définition 2.2.5. — Deux variables aléatoires discrétes X et Y a wvaleurs respective-
ment dans F' et G sont dites indépendantes si

Vee F,Vye G,P(X=2,Y =y)=P(X =2) xP(Y =y).

— n wvartables aléatoires discretes Xi,Xo,..., X, a waleurs respectivement dans
F Fs, ... F, sont dites indépendantes si

n

Yoy € By, Vo, € By, P(Xy =2, X, = 2,) = [[P(X; = ). (2.1)

i=1

— Une famille quelconque de variables aléatoires discretes est dite indépendante si toute
sous-famille finie [’est.

Exemple 2.2.6. Jet de 2 dés : Q = {(4,4) : 1 < 4,57 < 6} muni de la probabilité
uniforme. Si on note X la valeur du premier dé et X, celle du second, on a X;(i,75) = ¢
et Xo(i,7) = j. On vérifie facilement que

V1<i<6, P(X;=14)=P(Xy=1) =,
ce qui n’a rien de surprenant. Comme

1 1
VI<ij<6, P(Xi=iXo=j)= oo =¢

les variables X7 et X5 sont indépendantes.
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Remarque 2.2.7. — Il peut sembler étonnant que dans la définition de I'indépendance
de n variables aléatoires discretes, contrairement a celle de l'indépendance des
événements (définition 1.2.8), on ne regarde pas de propriétés portant sur des sous-
ensembles des n variables. La raison est la suivante : en sommant par exemple sur
x, € F, 'égalité (2.1), et en utilisant la propriété de o-additivité on obtient

]P)(Xl =21,...,Xp_1=Tp_1,Xpn € Fn) = ]P)(Xl = 1‘1) .. -]P)(Xn—l = ZL‘n_l)]P)(Xn € Fn)

n—1
i.e. ]P)(Xl = T1y... aXn—l = xn—l) = H ]P)(XZ = ZL‘Z‘),
1=1

c’est-a~dire une relation analogue a (2.1) mais dans laquelle la variable X, a disparu.
De fagon plus générale pour 1 < d < n, P(X; =z1,..., Xy =1x4) = H‘j:l P(X; = ;).

— La remarque précédente permet de montrer que si les variables aléatoires discretes
Xq,..., X, sont indépendantes, pour 1 < d < n, les deux variables aléatoires
discretes (Xi,..., Xy) et (Xgy1,...,X,) sont indépendantes : en effet,

P((X1,. .., Xa) = (1, o, 20))P(Karrs -+ oy Xn) = (Tasrs- -, 7))

d n
=[[Pxi=2) [] PX;=2) =P(Xy =21,..., X, = ).
i=1 j=d+1

Ce résultat se généralise bien sur de la fagon suivante : Vm € [1,n],
V1 < dy < dy < ... < dy < n, les variables aléatoires discretes (Xi, ..., Xg,),
(Xaya1s -y Xag)seors (Xap_1415- -+, Xa,,) et (Xa,,41,---,X,) sont indépendantes.

2.2.4 Lois discretes usuelles

Ce sont des lois qui portent sur F' C N.

Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p et on note X ~ B(p) si :

PX=1)=pet P(X=0)=1-p.

On a alors
Vo € {0,1}, P(X =) =p“(1 —p)'™®  (convention : 0° = 1). (2.2)

Exemple 2.2.8. Si A est un événement, 14 ~ B(P(A)).
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Loi bindémiale de parameétres n € N* et p € [0, 1]

C’est la loi de la somme S = X; + ...+ X,, de n variables de Bernoulli de parametre
p indépendantes X1,...,X,. On a alors pour k € F' ={0,...,n},

P(S=k) =P(X1+...+ X, =k) =P U Xi=a,.. X,=z,}

xz;€{0,1}

= Z P(X; =xq,..., X, = x,) par c-additivité,

z;€{0,1}
z1+...+xn==k

= Z P(X; =x)...P(X, = z,) par indépendance des X,

z;€{0,1}
z1+...+xn==k

= Z prte I (1 — )T T dapres (2.2),

z;€{0,1}
r1+...FTn=k

= pF(1 —p)"*Card ({(x1,...,2,) € {0,1}": 21 +... + 2, = k})
=Cypt(1—p)

SiV0<k<n, P(S=k)=CFpF(1—p)"*, on note S ~ B(n,p).

Loi de Poisson de parametre A > 0

On dit que N suit la loi de Poisson de parametre A > 0 et on note N ~ P()\) si

)\n
VneN, P(N=n)= exp(—)\)m.

Loi géométrique de parametre p €]0, 1]

C’est la loi du temps de premier succes dans une suite d’expériences aléatoires
indépendantes ou la probabilité de succes est p.
Une telle suite se modélise a 1’aide d'une suite (X;);>1 de variables indépendantes et iden-
tiquement distribuées (abréviation : I.I.D.) suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
L’événement “la ieme expérience est un succes” s’écrit alors {X; = 1} et le temps T' de
premier succes est donné par

T=inf{i >1: X; =1}.
Pour £ > 1, en utilisant I'indépendance des X; on obtient

P(T=k)=P(X;=0,...,X, 1 =0,X;,=1)
=P(X;=0)...P(X)_1 =0)P(Xp=1) = (1 —p)p.

SiVk € N*, P(T = k) = p(1 — p)**, on note T ~ Geo(p).
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On vérifie que

P(T € N*) = ZP(T:k)ZPZ(I—p)k‘lsz(l—p)l:pﬁ=1-

keN* keN* leN
Exercice 2.2.9. Soit S ~ Geo(p) et T' ~ Geo(q) deux variables indépendantes. On cherche
la loi de Z = min(S,T).
1. Pour k € N*, calculer P(S > k).
2. En déduire P(Z > k).
3. Quelle est la loi de Z 7

4. Retrouver ce résultat en raisonnant en termes de temps de premier succes.

2.2.5 Loi marginale

Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans F' et Y une variable discrete a
valeur dans G alors, comme le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable,
(X,Y) est une variable aléatoire discrete a valeurs dans F' x GG. Mais la connaissance de
la loi de X et de la loi de Y ne suffit pas a connaitre la loi de (X,Y). Il faut rajouter
de l'information comme par exemple le caractere indépendant de X et Y qui entraine
P(X,Y) = (z,y)) = P(X = 2)P(Y = y) pour obtenir la loi du couple.

Exemple 2.2.10. Soit X ~ B(1/2). Alors il est facile de voir que Y =1 — X ~ B(1/2).

o . : L
Ainsi Y a méme loi que X, ce que 'on note aussi Y = X.
Donc les premieres coordonnées des couples (X, X) et (X,Y) ont méme loi de méme que
les secondes coordonnées. Mais les deux couples n’ont bien stur pas la méme loi :

P((X,Y) = (1,0)) = B(X = 1) = 5 # 0= B((X, X) = (1,0))

En revanche, si I'on connait la loi du couple discret (X,Y) on en déduit la loi de X (et
celle de Y') par la formule dite de la loi marginale :

Proposition 2.2.11. Soit (X,Y') un couple discret a valeurs dans F' x G. Alors

VoeF, P(X =2)=) P(X=1Y =y).

yeG

On somme sur les valeurs prises par la variable Y dont on souhaite se débarrasser.

Démonstration : Le résultat se déduit de la propriété de o-additivité en remarquant
que {X =z} est 'union disjointe de la famille dénombrable {X =z,Y =y}, cc. O

Remarque 2.2.12. Si la loi de (X,Y") se met sous forme produit i.e.

V(z,y) € F x G, P(X =2,Y =y) = cu(x)v(y),
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alors les variables X et Y sont indépendantes de lois respectives (u(x)/ > cp p(2))zer

et (V(y)/ 2yeaVY))yea-
En effet, comme 3, cp o P(X =2,V =y/) =1,

() (5)

La formule de la loi marginale permet de vérifier que P(X = z) = p(x)/ Y cp p(2') et
PY =y)=v(y)/ >, cqv(y) et onabien P(X =2,V =y) =P(X =2) x P(Y =y).

2.3 Espérance et variance

2.3.1 Espérance

Définition 2.3.1. Soit X : Q2 — F C R une variable aléatoire discréte a valeurs réelles.
Elle est dite intégrable siy . |2|P(X = x) < 400. Dans ce cas, on définit son espérance
E(X) par

E(X) =) aP(X =ux).

zeF

Remarque 2.3.2. - Le caractere intégrable et I'espérance d'une variable aléatoire ne
dépendent que de sa loi : X £Y = E(X)=E().
— Si on note |F| = {|z|: x € F}, alors

Y P(X =2) =Y (yP(X =y)+|-yP(X =—y)) = > yP(X|=y).

zeF yE|F| yE|F|

Donc X est intégrable si et seulement si | X| l'est et dans ce cas, |[E(X)| < E(|.X]).
— Soit A un événement. Sa fonction indicatrice qui est & valeurs dans {0, 1} est bien
str intégrable et

E(14) =1 x P(14 = 1) +0 x P(1, = 0) = P(A).

Ainsi 'espérance de la fonction indicatrice d’un événement est égale a la probabilité
de cet événement. On peut donc dire que la notion d’espérance prolonge celle de

probabilité.
Exemple 2.3.3.  — Si X ~ B(p),
E(X)=1xP(X =1) +0x P(X = 0) = p.
LSV~ P,
E(Y) = Znexp(—x)—T —Xexp(—A) 3 (nAil)' — Nexp(—A) Zz—lj Y
neN neN keN
-~ Si 7~ Geolp),
E(Z) =Y mp(l—p)" " =p(~f'(p)) ot flz) =3 (1-a) = %
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1 1
Dot E(Z)=p — = -.
p p
Le fait que le temps moyen d’attente du premier succes décroisse avec la probabilité
de succes est parfaitement intuitif.

Propriétés 2.3.4. 1. Linéarité : st X et Y sont deuxr variables discrétes a valeurs
réelles intégrables et X € R, alors X + \Y est intégrable et

E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).

2. Condition suffisante d’intégrabilité : Si X et Y deuzr variables aléatoires discrétes
réelles t.q. P(|X| <Y) =1 etY est intégrable, alors X 'est aussi.

3. Positwité : st X est une variable aléatoire discrete intégrable et presque surement
positive au sens ot P(X > 0) =1 alors
e E(X)>0.
e BE(X =0)=P(X=0)=1 (On dit alors que X est presque stirement nulle).
4. Croissance : si X et 'Y sont deux variables intégrables t.q. P(X > Y) = 1 alors
E(X) > E(Y).
Exercice 2.3.5. Soit Y ~ B(n,p). Montrer sans calcul que E(Y') = np.

Démonstration :

Linéarité : Si F' et G désignent les ensembles dénombrables dans lesquels X et Y prennent
leurs valeurs, alors Z = X + AY est une variable aléatoire discrete a valeurs dans H =
{z+ Xy : (z,y) € F x G}. En utilisant le fait que pour z € H, I'événement {Z = z} est
'union disjointe de la famille dénombrable {X = x,Y = y}(z4)crxGiatry=z> OD obtient
par o-additivité que

P(Z=2z)= Y PX=zY=y = > lenPX=2Y=y. (23)

(z,i)fFXG (m,y)GFXG
T+Ay=z

Vérifions d’abord l'intégrabilité de Z : en utilisant (2.3) et le Théoreme de Fubini 2.2.1,
on a

STEPZ=2) =31 Y lpaeP(X =2,Y =)

zeH zeH (z,y)EFXG

2€H (z,y)eFxG

(z,y)EFXG \zeH
= ) r+NPX =Y =y)
(z,y)EFXG
< > (2l + MYPX =2,Y =)
(z,y)EFXG
= 2> PX =2Y =)+ A _[y) PX =zY =y)
reF yelG yelG zeF

= Z |z|P(X = z) + |} Z ly|P(Y = y) d’apres la proposition 2.2.11.
zeF yeG
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Le dernier membre est fini par intégrabilité de X et Y.

Pour montrer que E(Z) = E(X) + AE(Y), on reprend le calcul que 'on vient d’effectuer
en enlevant les valeurs absolues.

C.S. d’intégrabilité :

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes réelles a valeurs respectives dans F' et GG
t.q. P(|X| <Y) =1 Alors V(z,y) € F x G t.q. || > |y|, (X =2,Y =y) =0. En
utilisant la formule de la loi marginale, on en déduit que

SEX=2)= Y [2P(X =2 =y)

zeF (z,y)eFxG
< ) PP =Y =y) =) [y =y).
(z,y)EFXG yeG

Donc si Y est intégrable, alors X 1'est aussi.

Positivité et croissance :

Si X est intégrable, par définition E(X) = > _.2P(X = z). Si en outre P(X > 0) =1
alors

P(X<0)=) P(X=2)=0 don E(X)=) aP(X =uz).

xEF zEF
<0 >0

Ainsi E(X) > 0.

On en déduit en outre que si E(X) = 0, alors Va € FN|0, +oo[, P(X = z) = 0, ce qui

entraine que P(X > 0) = er% P(X =z)=0puisP(X =0) =P(X > 0)-P(X > 0) = 1.
r>

Lorsque X et Y intégrables vérifient P(X > Y) = 1, alors P(X — Y > 0) = 1 ce qui

entraine E(X —Y) > 0. On en déduit par linéarité de 1'espérance que ,

E(X)=E(X —Y)+E(Y) >E(Y).

O

Le résultat suivant qui exprime l'espérance de f(X) en fonction de la loi de X est tres
utile en pratique.

Théoréme 2.3.6. Soit X : Q) — F une variable aléatoire discréete et f : F — R. Alors
la variable f(X) est intégrable si et seulement si ) . |f(2)|P(X = x) < +00 et alors,

E(f(X) =) fl@)P(X = z).

zeF

Remarque 2.3.7.  — Si f est bornée sur F alors ) . |f(z)|[P(X = ) <sup,cp | f(2)]
et f(X) est intégrable.

~ E(f(X)) ne dépend que de la loi de X : X £Y = E(f(X)) = E(f(Y)).

Démonstration : La variable aléatoire Y = f(X) est discrete a valeurs dans f(F).

YoWPY =y)= >yl Y PX=2)=) [f@)PX=q)
)

z F
yef(¥ yef(F) f(me)iy x€
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D’ou la caractérisation de I'intégrabilité de f(X). Dans le cas ou cette variable aléatoire
est effectivement intégrable, on peut reprendre le calcul précédent en enlevant les valeurs
absolues pour obtenir I'expression désirée de son espérance O

La caractérisation suivante de 'indépendance au travers des espérances fait intervenir un
produit. D’une fagon tres générale I'indépendance permet d’effectuer des factorisation et
il est bon d’avoir en téte le lien “indépendance = produit”.

Proposition 2.3.8. Deux variables aléatoires discrétes X et'Y a valeurs respectivement
dans F' et G sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions f : ' — R et
g:G—Rtq f(X) etg(Y) sont intégrables, alors f(X)g(Y') est intégrable et

Démonstration :
Condition suffisante : Soit € F et y € G. On pose f(w) = l{y=g} €t g(2) = 1z=y. En
utilisant la remarque 2.3.2, 1’égalité de I'énoncé se récrit

PX=zY =y =PX =2)PY =vy).

Condition nécessaire : Supposons que f(X) et g(Y) sont intégrables avec X et Y
indépendantes. L’indépendance entraine que

Yo F@gWIPX =zY =y)= Y |f(@)llg@)PX = 2)P(Y =y)

(z,y)EFXG (z,y)EFXG
= (Z |f (@)[P(X = x)) (Z l9(y)|P(Y" = y)) :

Le dernier membre est fini par intégrabilité de f(X) et g(Y) et d’apres le théoréme 2.3.6.
Toujours d’apres ce résultat, on en déduit que f(X)g(Y) est intégrable. En reprenant le
calcul qui précede sans valeurs absolues, on conclut que 'espérance du produit est égale
au produit des espérances. U

Exercice 2.3.9. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discretes
indépendantes a valeurs respectives dans F et G, et ¢ : I — F', ¢ : G — G’ alors
les variables p(X) et ¢(Y") sont indépendantes.

2.3.2 Variance

Définition 2.3.10. — Soit X : Q — F C R une variable aléatoire discréte a valeurs
réelles. Alors X est dite de carré intégrable si X? est intégrable i.e. si

ZxQIP’(X =) < +o0.

zeF

Dans ce cas, on définit la variance de X par

Var (X) = E((X —E(X))?).
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— La racine carrée de la variance est appelée écart-type.

Remarque 2.3.11. — Si X est de carré intégrable alors comme |X| < (1 + X?)/2,
d’apres la condition suffisante d’intégrabilité donnée dans les propriétés 2.3.4, cette
variable est intégrable ce qui donne un sens a E(X). En outre, par linéarité de
'espérance , (X —E(X))? = X2 —2E(X)X + E(X)? est intégrable. Ainsi la variance
est bien définie.

— La variance et 1’écart-type mesurent 1’étalement de la variable aléatoire X autour de
son espérance : plus ils sont grands et plus X est étalée.

Exercice 2.3.12. -~ Montrer que

Var (X) = E(X?) — (E(X))> (2.4)

— Montrer que Va,b € R, Var (aX + b) = a*Var (X).
Remarque 2.3.13. — L’expression (2.4) et la remarque 2.3.7 impliquent que la va-

riance d'une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : X £y = Var (X) =
Var (V).

— Comme par positivité de 'espérance Var (X) > 0, 1'égalité (2.4) entraine que
E(X?) = (E(X))*.

Dans I’énoncé suivant, I’hypothese d’indépendance est essentielle. Pour une fois, elle
ne permet pas une factorisation mais une sommation :

Proposition 2.3.14. Soit X;,...,X, des wvariables aléatoires de carré intégrable
intégrable. Alors X1 + ...+ X, est de carré intégrable et

si les X; sont indépendantes, alors Var (X, +...+ X,,) = Z\/ar (X5).
i=1

Démonstration : Le fait que la somme X; + ...+ X, est de carré intégrable découle
de I'inégalité (X; + ...+ X,,)? < n(X?Z+ -+ X?). Par linéarité de I'espérance,

n

Var (X, +...+X,) =E (Z(Xi - E(Xi))>

i=1

=E (Z(Xi - E(Xi)(X; - E(Xj))> :

1,7=1

SiY et Z sont deux variables de carré intégrable, comme |Y Z| < (Y?+Z?)/2, leur produit
Y Z est intégrable. Donc chaque terme (X; — E(X;))(X; — E(X;)) est intégrable et par
linéarité de I'espérance,

Var (X1 +...+ X,) = Y _Var (X)) + > ) E((X; — E(X))(X; — E(X;))).
=1 =1 ;;1@
On conclut en remarquant que par indépendance des variables X, ..., X,,, pour i # j,
E ((X; — E(X,)(X; — E(X;))) = E(X; — E(X;))E(X; — E(X;)) = 0.

O
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Exercice 2.3.15. Calculer la variance d'une variable de Bernoulli de parametre p, d'une
variable binomiale de parametres n et p, d’'une variable de Poisson de parametre A\ et
d’une variable géométrique de parametre p.

2.4 Loi conditionnelle

Définition 2.4.1. - Soient X etY deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans
F et G respectivement. Pour y € G t.q. P(Y = y) > 0 on appelle loi conditionnelle

de X sachant'Y =y la famille des nombres (IP’( =z|lY =y) = %) .
- zeF

— Pour f: F — R bornée (ou t.q. f(X) est intégrable) on appelle espérance de f(X)
sachant'Y =1y le nombre E(f(X)|Y =y) défini par

E (f(X)l{Y:y})

E(f(X)Y =y) =
P(Y =y)
Remarque 2.4.2. Comme d’apres la proposition 2.2.11, >° P(X = z,Y = y) =
P(X =z,Y = y)
PX =z|Y =y) = P(X =y)=1.
Ve T e P |
Propriétés 2.4.3. 1. Pour toute fonction f : F — R bornée, on a une formule ana-

logue a la définition de l’espérance pour calculer ’espérance conditionnelle :

E(f(X)Y =y) =) fl@)P(X =z} =y).

zeF

2. Les varitables X et'Y sont indépendantes si et seulement si la loi conditionnelle de
X sachantY =y ne dépend pas dey € G t.q. P(Y =y) > 0.

Démonstration : 1. Comme ) _.l{x—; = 1, par linéarité de I'espérance,

E(f(X)1y=yy) <Z Lix—ayf(X 1{Y:y}>

zeF
=Y E(f(@)lx-sy-y))
zeF
=3 F@P(X =2,V =y).
zeF

11 suffit de diviser par P(Y = y) le premier et le dernier membre de cette égalité pour
obtenir le résultat souhaité.

2. 11 est immédiat de vérifier la condition nécessaire. Nous allons donc nous concentrer
sur la condition suffisante.

Quitte a restreindre GG, nous supposerons que pour tout y € G, P(Y = y) > 0. Par
hypothese, pour tout = € F, il existe u(z) t.q. Yy € G,

P(X =2y = y) = p(x). (2.5)
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A zx fixé, en multipliant cette égalité par P(Y = y) et en sommant sur y € G, on obtient
P(X = x) = u(x). Donc (2.5) se récrit
PX =2,Y =y) =P(X =2)P(Y =y).

O

Exercice résolu 2.4.4. Soient X, ..., X, des variables aléatoires I.1.D. (indépendantes
et identiquement distribuées) suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[ et S =
Xy + ...+ X, leur somme. Pour s € [0,n], quelle est la loi conditionnelle de X, sachant

S=s7?
Soit x € {0, 1}.

P(X;=2,S=s5) PXj=2z,Xo+...+X,=5—1)
S

P(X; =x|S =s) = P(S = 5) P(S = s)

x
= par indépendance des X;.

On aP(X; =x) =p*(1—p)'7.
La variable S suit la loi binémiale B(n,p) tandis que Xo + ...+ X,, ~ B(n — 1, p). Donc

Osis—x=nous—x=-—1

P(S =s)=Crp*(1-p)" " et P(Xo+.. +X,, = s—x) = { Coopse(] — p)nflfs+at sinon

Donc
P(X s ) Osis—x=nous—xz=-—1
1= =85)= Ciy n—1) gl n—s)! z —x e
C’fll = ( n!) (5—'J:)! (n—(l—sl-a:)! = %S (TL - 8)1 sinon

Ainsi pour z € {0, 1}, P(X; = z|S = 5) = (£)" (%)171.
On conclut que la loi conditionnelle de X; sachant S = s est la loi de Bernoulli de pa-
rametre s/n, ce qui est assez intuitif. Il faut remarquer qu’elle ne dépend pas du parametre

p de départ.

2.5 Exercices

Exercice 2.5.1. Soit N une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre

A > 0. Calculer E (N%rl)

Exercice 2.5.2. Soient X et Y des variables indépendantes qui suivent des lois binomiales
de parametres respectifs (n,p) et (m,p). Quelle est la loi de la somme S = X +Y 7

Exercice 2.5.3. Dans la population, une proportion p << 1 d’individus est touchée par
une maladie. Lors du test sanguin qui permet de détecter cette maladie, on groupe les
échantillons de sang par lots de n : si le test est négatif, les n patients du lot sont sains
tandis que si le test est positif, on pratique n tests individuels pour déterminer quels sont
les patients atteints. Le cott d’un test sera pris égal a 1.
1. Montrer que le cott moyen par individu est égal a C(n) = 1 + % — (1 =p)™ En
faisant un développement au premier ordre en utilisant p << 1, trouver la valeur
de n qui minimise ce coft.
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2. Dans le cas ou p = 0,01, calculer cette valeur optimale ainsi que 1’économie réalisée
par rapport au cas n = 1 ou on teste le sang de chaque patient séparément.

Exercice 2.5.4. 1. Pour n € N*, 0 < p < 1et k € N, on note b, ,(k) la probabilité
pour qu’une variable qui suit la loi binomiale de parametre (n, p) vaille k. De maniere
analogue, pour A > 0 et k& € N, on note p,(k) la probabilité pour qu'une variable
qui suit la loi de Poisson de parametre A vaille k.

Montrer que si n — 400 et p — 0 avec np — A la loi de binomiale de parametre
(n,p) converge vers la loi de Poisson de paramétre A au sens suivant :
VE € N, limb, ,(k) = pa(k).

(Indication : commencer par montrer que pour k € N fixé lim,, ., o, W =1)

2. Si X est une variable discrete distribuée suivant la loi de Poisson de parametre A,
calculer P(X =1|X > 1).
Dans une ville de 200000 personnes, un voleur a laissé une empreinte digitale de type
t. La police arrete un suspect dont les empreintes digitales sont de type t. Sachant
que la probabilité pour qu'une personne ait des empreintes de ce type est 5.107¢,
est-il raisonnable de condamner le suspect sur la foi de ce seul indice ?

3. Aux jeux olympiques de Sydney, 300 médailles d’or ont été mises en jeu. En
faisant 1’hypothese que “le nombre de médailles d’or remportées par un pays
est proportionnel a sa poulation” que l'on traduit mathématiquement en sup-
posant que ce nombre est une variable binomiale de parametre (n = 300,p =
population du pays/population mondiale), calculer la probabilité pour que le
nombre de médailles remporté par les athletes francais soit supérieur ou égal a
10 (la population francaise sera prise égale a 50 millions et la population mondiale &
5 milliards). Que concluez-vous du fait que la France a remporté 13 médailles d’or 7

Exercice 2.5.5. Une récente étude portant sur les risques encourus par les patients opérés
pour une prothese de hanche a révélé que sur 100 hopitaux qui ont pratiqué 10 opérations
de ce type, le taux moyen de déces est de 2,5% et que le plus mauvais taux de déces dans
un hopital est de 3 patients sur 10.

On peut se demander si le fait que I'un des hopitaux a connu un taux de déces aussi élevé
est dii au hasard. Pour tenter d’apporter un éclairage probabiliste sur cette question, on
suppose que la probabilité qu’'un patient donné meure pendant son opération est de 0,025
et que les destins des patients sont indépendants.

— Quelle est la loi du nombre de déces dans un hopital qui pratique 10 interventions ?
Quelle est la probabilité pour que 3 au moins des 10 patients d’'un hopital donné
soient morts ?

— Quelle est la probabilité pour que dans I'un au moins des 100 hopitaux, 3 patients
au moins soient morts.

Commentaires 7

Exercice 2.5.6. On suppose que le nombre N de clients pendant une journée dans un
grand magasin suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

Chaque client a une probabilité p de se faire voler son portefeuille et ce indépendamment
des autres clients, ce que l'on modelise a 'aide d’une suite (X;);>; de variables L.I.D.
suivant la loi de Bernoulli de parametre p indépendante de N : X; = 1 si le ieme client se
fait dépouiller.

1. Exprimer le nombre V de clients volés en fonction de N et des X;.
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2. Déterminer la loi de (V, N — V). En déduire la loi de V, celle de N — V. Ces deux
variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

Exercice 2.5.7. On considere une suite (X;);>1 de variables de Bernoulli de parametre p
(0 < p < 1) indépendantes (schéma de Bernoulli) et on s’intéresse aux temps d’apparition

T10 = 1nf{z Z 2, (Xi—laXi) = (1,0)} et T11 = mf{z Z 2, (Xi—laXi) = (1, 1)}

des séquences “10” et “117.

1. Soit T3 = inf{s > 1, X; = 1}. Calculer P(T7 = k,Tio — T1 = [) et en déduire
I’espérance de Tig.

2. Calculer P(73; = 2), puis montrer en distinguant les cas X; = 0, (X1, X2) = (1,0)
et (X1, X2) = (1,1) que Vk > 3,

En déduire I'espérance de T7;.

3. On suppose p = 1/2. Comparer les espérances de Ty et Ti;. En remarquant que
{T11 < Tio} = {X7,41 = 1} et en découpant cet événement suivant les valeurs prises
par T}, calculer P(77; < Typ). Commentaires ?

Exercice 2.5.8. 1. Soit X une variable aléatoire discrete qui suit la loi géométrique
de parametre p (0 <p <1).
Montrer que X “n’a pas de mémoire”, c’est-a-dire que la loi conditionnelle de X —ny
sachant X > ng ne dépend pas de ng > 0.

2. Inversement, caractériser la loi d’une variable aléatoire a valeurs dans N* qui “n’a
pas de mémoire”. On pourra pour cela montrer par récurrence que

Vk>1, P(X >k)=P(X >2)F".

Exercice 2.5.9. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes distribuées respec-
tivement suivant les lois de Poisson de parametre A > 0 et de parametre > 0. On note

S=X+Y.
1. Déterminer la loi de S.

2. Pour tout s € N déterminer la loi conditionnelle de X sachant S = s.

Exercice 2.5.10. Soit Aq,... A, des événements.
1. Montrer que 14,604, =1 =], (1 —14,).

2. En déduire la formule du crible (ou de Poincaré) énoncée dans l'exercice 1.3.5 :

IP’(QAZ-) = zn:(—nk“ > P(A;, N Ay NN A,

k=1 1<) <ig<...<ip<n
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2.6 Résumé

e Variable aléatoire discrete X : () — [' ou F' est dénombrable.
La famille (P(X = z)).cr s’appelle la loi de X.

e Soit X et Y deux variables discretes a valeurs respectives dans F' et G.

- Loi marginale : Vx € F, P(X =2) =3 P(X =2,V =y).

- Loi conditionnelle de X sachant Y =y :

P(X =uzY = y))

(P(X =Y =y) =

- Indépendance siVre F, Vy e G, P(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y)
<= la loi conditionnelle de X sachant Y = y ne dépend pas de y € G.

e Espérance et variance X : () — F' C R est dite

- intégrable si ) . |7|/P(X = ) < 400 et alors |E(X) = ZxIP’(X = ).

zeF

- de carré intégrable si Y 2?P(X = z) < +00 et alors
Var (X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)*.

Propriétés :

- Pour tout événement A, |P(A) =E(14).

Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + \E(Y).

Croissance : P(X >Y) =1 = E(X) > E(Y).

- X et Y indépendantes = E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

- X1,..., X, indépendantes = Var (X; +...+ X,,) = >, Var (X;).

e Espérance de f(X) : f(X) est intégrable ssi ) . |f(z)[P(X = ) < 400 et alors

E(f(X)) =) f@)P(X = ).

TeF
e Lois discrétes usuelles :
Nom Loi E(X) | Var(X)
Bernoulli B(p) PX=1)=p=1-P(X =0) D p(l —p)

binomiale B(n,p) |VO<k<n, P(X =k)=C*pF(1—p)"*| np | np(1—p)

Poisson P(\) Vn €N, P(X =n) =exp(—\)2; A A

géométrique Geo(p) Vn e N* P(X =n)=p(l —p)"! I/p | (1—p)/p?




Chapitre 3

Variables aléatoires a densité

Si on s’intéresse a un pneu de vélo crevé, en prenant la valve comme origine des angles,
intuitivement, la probabilité pour que ’abcisse angulaire du point de crevaison se trouve
dans Dintervalle [01,605] on 0 < 0; < 0, < 27 est égale a (03 — 6;)/27. On ne peut pas
modéliser cette abcisse angulaire a I'aide d'une variable aléatoire discrete © a valeurs dans
F C [0,27]'. En revanche, le cadre des variables aléatoires a densité est tout a fait adapté
a la situation que nous venons de décrire.

Dans les calculs relatifs a ces variables aléatoires, les sommes manipulées dans le cas des
variables aléatoires discretes sont remplacées par des intégrales. Et lorsque I'on s’intéresse
a un vecteur aléatoire a densité en dimension n, il est nécessaire de manipuler des intégrales
multiples posées sur R".

3.1 Manipulation d’intégrales multiples

3.1.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 3.1.1. Soit f: R? — R.
- Si f est positive |,

[ rewasay= [ ([ swa)ae= [ ([ pac)

Cela signifie que les trois termes sont soit simultanément finis et égaux soit simul-
tanément égaux a +0oo.

~ Si [ estintégrable au sens ot [o, |f(z,y)|dxdy < +oo alors Iégalité ci-dessus reste
vraze.

Remarque 3.1.2. — Pour vérifier l'intégrabilité de f, on peut bien str appliquer le
théoreme a la fonction positive | f|.
— Ce résultat se généralise en dimension supérieure i.e. pour le calcul de l'intégrale
d’une fonction de n variables positive ou intégrable, 'ordre dans lequel on effectue
les intégrations sur chacune de ces variables est sans importance.

1Soit en effet 0 t.q. P(© = 0) > 0. Poure < 7P(© = 0)/2,0on aP(O € [0—¢,0+¢]) > P(O© = 0) > 2¢/2m.

27
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Exemple 3.1.3. Soit f : [0, +o00[— [0, +0o0].

+oo +o0o
/ flz+y) dxdy:/ (/ f(:c+y)dy)dx
[0,400[x[0,400] T TY 0 0 T+y

Notons au passage I'intérét d’utiliser la fonction indicatrice 1(,>,} pour éviter de faire des
erreurs sur le domaine d’intégration lors de I’échange des intégrales en = et en z.

3.1.2 Changement de variables

Soit ¢ une bijection continuement différentiable ainsi que son inverse =1 d’un ouvert
O de R? sur un ouvert O’ de R?, f : R? — R bornée et g : R? — R intégrable.

|ttty e = | swate ) e )] d,

ou

“1y 4
e ) = Det (D200 1<y <a) =1 foen (S ), 120 <)
6yj a.ﬁUj

Remarque 3.1.4. En dimension d = 1, lorsque O =la, b avec a < b et ¢ est strictement
décroissante alors O =]p(b), p(a)| et ¢! est décroissante si bien que |[Jac ¢~ (y)| =
—(¢71)(y). Ainsi le second membre s’écrit

o(a) o(b)
/ ) 9™ W) (e = [ 1) o070 (7

() ela

et on retrouve bien le changement de variables usuel dans R.

Exercice résolu 3.1.5. Calculer I = fR efédx,

On va utiliser la formule de changement de variables pour calculer

12 2
I? :/ e~ da dy.
RQ

On utilise pour cela le changement de variables

x2+y2

¢:(z,y) € O=R*\ {(z,0): 2 <0} — (p,0) = <x2+y2,2arctan (%))
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Notons que si 6 désigne 'angle polaire de (x,y),

/2 2 ino 0
yivety | sin :tané, d’ou 2arctan (*) =4.

1+x/\/x2+y2_1—|—0036 T4 /72 + 92

Ainsi ¢ est une bijection C! ainsi que son inverse de O sur O’ =0, +-o00[x] — 7, [ et
o p,0) = (/p cosb, /p sinf). Pour ne pas se tromper entre le jacobien de ¢ et de ¢!
dans le changement d’élément différentiel, il est éclairant d’utiliser la notation suivante
pour la matrice jacobienne

D(x,y) _ ( cos(6)/(2/p) —/p sin® ) |

sin(0)/(2y/p) /p cost

En prenant la valeur absolue du déterminant du second membre on obtient formellement

que Zﬁ Zz = cos? 9;““29 = % i.e. qu’il faut remplacer dx dy par % dp db.

Comme le volume (ou plutot la surface) dans R? de la demi-droite {(z,0) : < 0} est nul,
x2

on ne change rien & la valeur de I? en restreignant l'intégration a O : I? = [ o€ 27 d dy.

Par la formule de changement de variable on en déduit que

1
[2:/ exp <—£> —dp df = 2.
10,400 x| —m,7| 2/ 2

Comme [ est I'intégrale d’une fonction positive, on conclut que I = v 12 = /27.

En général, dans les problemes de probabilités, on connait O et ¢ et on souhaite
transformer une intégrale comme celle du premier membre en une intégrale comme celle
du second. Il faut faire attention aux difficultés suivantes :

— la fonction ¢ n’est pas nécessairement injective sur le domaine O de départ (ex :
O =R, ¢(x) = z?). Pour surmonter cette difficulté, on peut essayer de découper O
en sous-domaines sur lesquels ¢ est injective.

— lorsque ¢ est injective sur O, il faut bien raisonner par conditions nécessaires et
suffisantes pour obtenir le domaine image O’ et ne pas se contenter de conditions
nécessaires.

Exemple 3.1.6. Si O =|0, +00[x]0, +00[ et ¢(x,y) = (x+y, x—y). Un raisonnement
hatif pourrait laisser penser que O' = p(O) est égal a ]0, +oo[xR ce qui est faux.
Pour déterminer O, on commence par déterminer ¢! en résolvant le systéme

g

z=x4+vy @{x:z;

w=x—Yy =4

¢ ew) = (o) () = plon) < § -

24w z—w
2 7 2

Ainsi o7 (z,w) = ( ). Ensuite on raisonne par conditions nécessaires et suf-

fisantes :
o

2 &z > ).
54> 0

(z,w) €0 & o (z,w) €0 & {
Ainsi O' = {(z,w) € R*: z > |wl|}.

Remarque 3.1.7. Pour le calcul de certaines intégrales en dimension d petite, le recours
au théoreme de Fubini et a des changements de variable en dimension 1 peut constituer
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une alternative & un changement de variables dans R?. Ainsi pour f : R? — R positive,
/ flzx+y,x—y)dedy = / ( flz,z— Qy)l{zzy}dz) dy ou z=x+vy,
0 0 0 0

+o0o +o0
= / ( flz, 2 — 2y)1{z2y}dy) dz par Fubini,
0 0

:/0+°° (/Ozf(z,z—Qy)dy) dz
:/O+°° (%/_if(z7w)dw)dzof1wzz—2y,

1
:5/ 1{z>|w|}f(z,w)dzdw
R2

Ce résultat s’obtient également par le changement de variables ¢(x,y) = (z +y,z — y) :
le domaine image O’ a été déterminé dans 'exemple 3.1.6 ci-dessus et un rapide calcul
permet de vérifier que |Jac ot = 1/2.

Mais des que la dimension d devient grande ou la transformation ¢ compliquée, la formule
de changement de variables ci-dessus devient un outil incontournable.

3.2 Variables aléatoires réelles a densité

3.2.1 Définition

Soit (€2,.A,P) un espace de probabilité.

Définition 3.2.1. On dit que la variable aléatoire X : 2 — R possede la densité p : R —
R s

b
Va<beR, Pla< X <b) = / p(z)dz. (3.1)

ot R =R U {—o00,+00}.

Remarque 3.2.2. — En toute rigueur pour pouvoir considérer P(a < X < b) pour
a < b€ R, il faut demander que Ya < b € R, {a < X < b} € A.

— La positivité de P entraine qu’'une densité de probabilité p est une fonction positive.

En outre P(X € R) = [, p(z)dz implique [pp(x)de = 1. Ainsi une densité de

probabilité est une fonction positive d’intégrale 1.

— Soit z € R. Comme {X < z} = U{x —l<X<z- n+r1} avec la convention

n>0

T — % = —o00, la propriété de o-additivité implique que
n+
P(X<x)=ZP(x—E<X§:c—nH)=Z/1 p(y)dy=/ p(y)dy.
n>0 n>0"7%"% —o0

Comme {X >z} ={r < X <400}, P(X >2) = f;oop(y)dy. Donc

]P(X::c):1—IP>(X<x)—IP’(X>a:):1—/p(y)dy:O.
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On en déduit que (3.1) est équivalente a
~ b
Va < beR, IP’(a<X<b):/ p(x)dx
< Va<beR, P(a§X<b):/ p(z)dx
< Va<beR, P(aSXSb):/ p(z)dz.

Le fait que Vo € R, P(X = x) = 0 entraine aussi par o-additivité que pour tout sous-
ensemble F' de R dénombrable, P(X € F) = > _,P(X = ) = 0, ce qui montre
la différence de nature entre variables aléatoires discretes et variables aléatoires a
densité.

— D’un point de vue infinitésimal, on a P(X € [z, z + dz|) ~ p(x)dz.

3.2.2 Densités réelles usuelles

On dit que X suit la

e loi uniforme sur [a,b] ot a < b et on note X ~ Ula, b], si X possede la densité

1
B .
7 Lasl(@)

e loi exponentielle de parameétre A\ > 0 et on note X ~ &£(\) si X possede la
densité
)\6_)@1{1»0}.

2

e loi gaussienne (ou normale) de parameétres m € R et ¢° > 0 et on note

X ~ Ni(m,o?) si X possede la densité

1 r —m)?
exp| ———— | .
V2mo? P 202
Dans le cas o m = 0 et 02 = 1, on dit aussi que X suit la loi normale centrée
réduite.

e loi de Cauchy de parameétre a > 0 et on note X ~ C(a) si X possede la densité

a 1
T 22+ a?
3.2.3 Espérance, variance

Définition 3.2.3. La variable aléatoire X : Q — R qui posséde la densité p est dite
~ intégrable si [g |z|p(x)dx < 400 et alors on définit son espérance par

E(X) = /R » p(z) da.
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— de carré intégrable si E(X?) = [, 2? p(x) de < +oo et alors on définit sa variance
par

Var (X) = E(X?) - E(X)? = E((X — E(X))?).

Les propriétés de I'espérance et de la variance sont les mémes que dans le cas des
variables aléatoires discretes :
Propriétés 3.2.4. 1. Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).

2. C.S. d’intégrabilité : siP(|X| <Y) =1 etY est intégrable alors X [’est aussi.

3. Croissance : si X et'Y sont intégrables, P(X >Y)=1= E(X) > E(Y).
Exercice 3.2.5. Calculer I'espérance et la variance d’une variable uniforme sur [a, ],

d’une variable exponentielle de parametre A, d’une variable de Cauchy de parametre a et
d’une variable normale centrée réduite.

3.2.4 Fonction de répartition

Définition 3.2.6. Soit X : Q@ — R une variable aléatoire réelle (qui ne posséde pas
nécessairement une densité). On appelle fonction de répartition de X la fonction Fy :
re€R—-PX <x).

Exemple 3.2.7. — Si X ~ B(p), Fx(z) = (1 = p)lgzoy + pliz>1y-

Proposition 3.2.8. Si la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire réelle X est
globalement continue et C' par morceaur (au sens ou il existe un nombre fini de points
T < Top < ...<x, t.q Fx est O sur| — oo, x1], |21, al,-.., |Tn_1, Tul, |20, +00[) alors
X possede la densité F.

Démonstration : Soit a < b € R. Comme {X < b} est I'union disjointe de {X < a} et
de {a < X < b},

= Fx(b) — Fx(a,)

_ /ab Fi(2) da.

D’apres la définition 3.2.1, on conclut que X possede la densité F% (x). O

Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)

Exercice 3.2.9. On considere un systeme constitué de n composants. On suppose que les
durées de vie des composants sont des variables exponentielles T4, ..., 7T, de parametres
respectifs Aq, ..., A\, > 0 et qu’elles sont indépendantes ce qui implique en particulier que
V(t1, ..., tn) € R™, les événements {7} < t1},...,{7, < t,} sont indépendants ainsi que
les événements {1} > t1},...,{T, > t,}.
1. On suppose que le systeme est en parallele i.e. qu’il fonctionne lorsquun au moins des
composants fonctionne. Exprimer sa durée de vie T" en fonction des T;. Déterminer
la fonction de répartition de T' et en déduire sa loi.

2. Méme question dans le cas ol le systeme est en série i.e. ou il fonctionne seulement
lorsque tous les composants fonctionnent.
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3.3 Vecteurs aléatoires a densité

3.3.1 Définition

Définition 3.3.1. On dit que le vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq) : Q — R? possede la
densité p : R — R si

VD owvert de RY, P(X € D) = /

p(z) doe = / Ip(xy, ..., xq) p(x1, ..., 2q) dxy ... dzg.
D R

Remarque 3.3.2. — En toute rigueur pour pouvoir considérer P(X € D) pour D
ouvert, il faut demander que {X € D} soit dans la tribu .A.
— Une densité de probabilité p sur R? est une fonction positive d’intégrale 1.

Exemple 3.3.3. Sipy,...,pq sont des densités de probabilité sur R alors p(x) = pi(x1) X
pa(z2) X ... X pa(z4) est une densité de probabilité sur R?.

La caractérisation suivante par la méthode de la fonction muette est tres utile en pra-
tique :

Théoréme 3.3.4. Le vecteur aléatoire X : Q — R? posséde la densité p si et seulement
St

Vf:RY — R bornée, B(f(X)) = f(z) p(z) dz.

R4

Il est possible et souvent utile de généraliser la condition nécessaire a des fonctions non
bornées.

Remarque 3.3.5. Soit X : Q2 — R? de densité p et f : R? — R. Alors f(X) est intégrable
si et seulement si o, |f(2)] p(2) dz < 400 et alors E(f(X)) = [gu [(z) p(z) dz.
3.3.2 Densité marginale

Soit X = (X1,...,Xy) : @ — R? un vecteur aléatoire de densité p et k < d. Si Dy, est
un ouvert de R¥,

P((X1,...,Xk) € Dy) =P (X € Dy x R"F)
:/ p(z) dx
DkXRd_k

:/ </ p(ml,...,xd) dkarl...dxd) dxldxk
Dk Rd—F

On en déduit que le sous-vecteur (X7, ..., X)) possede la densité

Q('rla"'uxk):/ p('xlw"axd) dkarl...d.'Ed.
Rd—k

Proposition 3.3.6. Soit X un vecteur aléatoire qui posséde une densité. Alors tout sous-
vecteur Y possede la densité marginale obtenue en intégrant celle de X sur les compo-
santes qui ne figurent pas dans 'Y .
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3.3.3 Changement de variables

Avant d’énoncer un résultat abstrait, nous allons illustrer cette technique sur un
exemple particulier. En effet, dans la pratique, pour éviter les erreurs, il vaut mieux
reprendre la démarche explicitée sur cet exemple que d’appliquer le résultat abstrait.

Exercice résolu 3.3.7. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité \*exp(—\(z +
Y)) a0 lgy>0y- Quelle est la loi de (Z, W) = (X +Y, X -Y)?

Pour cela, on utilise la méthode de la fonction muette i.e. on se donne une fonction f :
R? — R bornée et on cherche & mettre E(f(Z,W)) sous la forme [o, f(z, w)p(z, w) dz dw,
ce qui permettra de conclure par la condition suffisante du théoreme 3.3.4 que (Z, W)
possede la densité p. Mais bien sir, il faut utiliser ce que I’on connait c’est a dire la loi de
(X,Y):

E(f(Z,W)) = E(f(X + Y, X — Y)).
Soit ¢ : (z,y) € R? — (x+y,z—y) € R% La fonction g(x,y) = fop(z,y) = f(z+y,z—y)
est une fonction continue bornée sur R?. Donc d’apres la condition nécessaire du théoreme
3.34,
Bo(X,Y) = [ gle. ) exp(-Mz + )1z Loy da dy
égalité qui se récrit en explicitant g

E(f(X+Y, X =Y)) = | flo+yo—yNexp(=Az+y)lpz0lyzo dv dy.
R

Ainsi to e
E(f(Z,W)) = / [ fat v =) esp(A+ y)dody.

Pour écrire le second membre comme une intégrale de f(z,w) contre une fonction des
variables (z,w) le bon outil est la formule de changement de variables vue au début de
ce chapitre. La fonction ¢ est une bijection C'! ainsi que son inverse (z,y) = ¢ ! (z,w) =
(22, 25%) de O =0, +00[x]0, 400 sur O' = {(z,w) € R? : 2z > |w|} (voir exemple

2 0 2
3.1.6). Par ailleurs,
D(z,y) ([ 1/2 1/2
D(z,w) \ 1/2 —1/2 )~

En prenant la valeur absolue du déterminant du second membre on obtient formellement
de dy __
que

Trdn = % i.e. qu’il faut remplacer dx dy par %d,z dw. Ainsi

— 1
f(z,w)\? exp (—)\ (z W 42 5 w)) édzdw

B((2.W) [ ;

{(zw):2>w|}
)\2
= f(z,w) = exp(—=A2)1pswpydzdw.
R2 2
On conclut par la condition suffisante du théoreme 3.3.4 que (Z, W) possede la densité
2
’\7 exp(—Az) 1 w)y-
Par la formule des densité marginales, on en déduit que Z possede la densité

)\2
/ 5 exp(—A2) 1 s jwpdw = =00 A%z exp(—Az),
R

et W la densité \2 \
/ 5 exp(—=A2)lpsjwpdz = B exp(—A|wl).
R
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Le résultat abstrait qui se démontre en reprenant la démarche ci-dessus est le suivant

Proposition 3.3.8. Soit X : Q — R? qui posséde la densité p(x) portée par un ouvert O
de RY au sens ou fo p(x)dr =1 et ¢ une bijection de O sur O’ Ct ainsi que son inverse
o~ L. Alors le vecteur Y = o(X) posséde la densité

a(y) = 1o/ (y) ple~(y)) [Jac ¢ (y)].

3.3.4 Indépendance

Définition 3.3.9. Les vecteurs aléatoires X; : Q — R ... X, : Q — R¥ qui possedent
respectivement les densités py,...,pn, sont dits indépendants si X = (Xy,...,X,) posséde
la densité produit py(z1) X ... X pp(Ty,).

Remarque 3.3.10. Si X = (Xy,...,X,) possede la densité p(x) = cg1(z1) X ... X gn(zy)

alors les vecteurs X; sont indépendants et possedent les densités

Jras 9i(ya)dy; 7

En effet, comme 'intégrale de la densité p sur RO+ vaut 1,

1/e= (/Rdl 91<y1)dy1) X .. X (/Rd gn(yn)dyn)-

La formule des densités marginales permet de vérifier que la densité de X; est p;. Et
comme p(x) = p1(x1) X ... X py(z,), les X; sont indépendants.

pz<xz)

La caractérisation suivante de I'indépendance de vecteurs aléatoires qui ne possedent
pas nécessairement des densités est parfois utile :

Proposition 3.3.11. Les vecteurs aléatoires X; :  — R% ... X, : Q@ — R sont
indépendants si et seulement si pour toutes fonctions f1 : R% — R, ..., f, : R — R

telles que f1(X1), ..., fu(X,) sont intégrables alors f1(X1) X ... x fn(X,) est intégrable et

E(fi(X1) x ... X fo(Xn)) = HE(fz(Xz))

i=1
Remarque 3.3.12. Lorsque les vecteurs aléatoires X1, ..., X, sont indépendants, alors
Vm € [Ln], V1 < d < dy < ... < d,, < n, les vecteurs (X, Xs,...,Xq),

(Xaya1s -y Xag)seos( Xy, 415 -5 Xa,,) €6 (Xg,,11,-..,X,) sont indépendants, propriété
démontrée dans la remarque 2.2.7 dans le cas discret.

3.3.5 Covariance

On rappelle que si Y et Z sont deux variables aléatoires de carré intégrable, comme
Y Z| < (Y?+ Z%)/2, leur produit Y Z est intégrable.

Définition 3.3.13. - Soit Y et Z deux variables aléatoires réelles de carré intégrable
(non nécessairement o densité). On appelle covariance de Y et Z le nombre

Cov (Y, Z) défini par
Cov (Y, Z)=E(Y —E(Y))(Z —-E(2))).



36 CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

— Soit X = (Xy,...,Xy) un vecteur aléatoire a valeurs R? (non nécessairement a den-
sité) dont les composantes sont de carré intégrable. On appelle matrice de covariance
du vecteur X la matrice KX de dimension d x d et d’élément courant

Kjfj = Cov (X;, X;) = E((X; — E(X))(X; —E(X;)), 1 <i,j <d.

Propriétés 3.3.14. 1. Cov (Y,Y) = Var (Y) et les éléments diagonaux de la matrice
de covariance KX sont les variances des composantes de X .

2. Cov (Y, Z) = E(YZ) — E(Y)E(Z).
3. 8iY et Z sont indépendantes Cov (Y, Z) = 0.

4. La matrice de covariance K~ est symétrique et positive. En outre,

Vu € RY, Var (u.X) = uw.K~Xu ot u.v désigne le produit scalaire de u et v dans RY.

En utilisant la propriété 4. pour v = (1,1,...,1), on obtient que Var (X;+...+ X,) =
Zijzl Cov (X;, X;). Avec les propriétés 1. et 3., on en déduit que
Corollaire 3.3.15. 5i X1, ..., X, sont des variables aléatoires réelles de carré intégrable
indépendantes, Var (X; +... + X;) = 2% Var (X;).

Démonstration : La preuve des trois premiers est laissée a titre d’exercice.
Soit u = (uq,...,uy) € RL

Var (u.X)=E (Z w;X; — F <Z uX))

5 <Z sty (X; — E(X))(X; — E(Xm)

4,j=1

d

= Z u;u;Cov (X5, X;)
ij=1

= u.K*u.

Comme la variance d’une variable aléatoire est toujours positive, on conclut que Vu € R,
w.K*u > 0. ]

Remarque 3.3.16. — Notons que lorsque K¥ est dégénérée, il existe ug non nul tel
que K¥ug = 0. Alors Var (u.X) = 0, ce qui entraine que u.X est une constante
i.e. X prend ses valeurs dans un sous espace affine strict de RY.
— La covariance de deux variables aléatoires indépendantes est nulle mais il ne suffit
pas que Cov (Y, Z) = 0 pour que Y et Z soient indépendantes.
Eneffet si Y ~ U[—1,1] et Z = Y ol € est une variable aléatoire indépendante de Y’

t.q Pe=1)=Ple=-1) =1 alors E(Y) =0 et E(YZ) = E(eY?) = E(e)E(Y?) =
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0 x E(Y?) si bien que Cov (Y, Z) = 0. Mais comme ¢* = 1,

1
B(Y?Z%) = B(@Y*) = E(V*) = | / Jidy — %
-1
2 L[ 2 1 2 2,2 2 1
E(Y)=§ ydy:§etﬂ-3(Z):IE(gY):E(Y):g
-1
1

si bien que E(Y?Z?) = R

et les variables Y et Z ne sont donc pas indépendantes.

# 5 =E(VI)E(Z),

3.4 Lois béta, gamma et du khi 2

On note I' la fonction gamma d’Euler :
+oo
a>0—TI(a) = / " e d.
0

On vérifie facilement que cette fonction est t.q.
Va >0, I'la+1)=al'(a) et VYneN', I'(n)=(n—-1)!

On dit que X suit la

e loi gamma de parametres a et § ou a,f > 0 et on note X ~ I'(a, ) si X possede

la densité "
a—1 _—0x
lizsot.
F(a) x € {z>0}

e loi béta de parametres a et b ot a,b > 0 et on note X ~ [(a,b), si X possede

la densité I b)
a+ a—1 b—1
— 1-— 1 )
F(G)F(b) T ( 'r) {0<$<1}
Exemple 3.4.1.  — La loi uniforme sur [0, 1] est la loi 5(1,1).

— La loi exponentielle de parametre 6 est la loi I'(1, ).

Remarque 3.4.2. Le changement de variables y = 6x entraine que
+00 +oo
/ 6% 2071 70 dx = / Yy eV dy =T(a).
0 0

Le fait que fo 11—2)"ldz = Fr(?(zig;) sera vérifié au cours de la preuve de la proposition
3.4.4 ci-dessous.

Exercice résolu 3.4.3. Soit Xq,..., X, des variables aléatoires 1.1.D. suivant la loi
exponentielle de paramétre 0 > 0. Quelle est la loi de S,, = X1+ ...+ X, ?

On se donne une fonction muette f : R — R bornée.

E(f(Sn) =E(f(X1+...+ X5))

+oo 400
/ flzr+ .. 4 x,)0" exp(=0(z1 + ... + x,))dxy . . . dxy,
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car par indépendance des X; la densité de (Xi,...,X,) est le produit des densités de ces
variables. On effectue le changement de variables

Y1y Un) = @21, ..y mp) = (1,21 + Toy ooy 21 + oo+ Ty

La matrice jacobienne de ¢ est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Donc dx; . .. dx, =
dyy . ..dy, et

E(/(S,)) = / e espl—b, ),

—+00

= [ st esvi-om) (|

0

<y1<...<yn
400 (n—1)

Donc S,, ~ T'(n, ).

Ainsi la somme de n-variables de loi I'(1, 0) indépendantes suit la loi I'(n, 6).

Ce résultat peut-étre déduit de la proposition suivante par un raisonnement de récurrence :

Proposition 3.4.4. Soit X ~T'(a,0) et Y ~ I'(b,0) indépendantes. Alors S = X +Y et
Z = XLJFY sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées respectivement suivant
les lois I'(a +b,0) et B(a,b).

Démonstration : On utilise la méthode de la fonction muette : soit f : R? — R bornée.
E(f(S,2)=E(f|X+Y, X
9 - 7X —|—Y

_/+OO/+oof . T gatt 201 b—le—ﬁ(x-i-y)dxd
= ; ; y’l""y F(a)F(b) Y v

On effectue le changement de variables (s, z) = p(z,y) = (:Eer,xiﬂ). On a
{s:x—l—y {x:sz {x>0 {sz>0 {s>0
7 = et — —
2= y=s(1-2) y>0 s(1—2)>0 0<z<l1

D(r,y) [z 1-=z ;s _
D(s,z)_(s s ),doudxdy—sdsdz.

On en déduit par la formule de changement de variables que

E(f(S,Z)):/O 00/0 f(s,z>$;(b)(sz)a1(5(1—z))bleessdz ds.

Ainsi (S, Z) possede la densité produit

eaer
['(a+0)

['(a+0)
[(a)L(b)

Sa+b—1

6_081{8>0} X Za_l(l — Z)b_ll{a<z<b}.

L(a)T'(b)
T'(a+b) * U

Notons que cela démontre au passage que fol 2071 — 2)P7tdz =
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Exercice résolu 3.4.5. On appelle loi du khi 2 a n degrés de liberté et on note x*(n) la loi
de X2+4...+X? ot Xy, ..., X, sontn variables normales centrées réduites indépendantes.
Quelle est la densité de cette loi ?

On commence par traiter le cas n = 1. Pour f: R — R bornée,

22

=5 oo e T
F(X3) /f dx—2 i flx )\/ﬂ x

en posant y = 2.

:0 f()\/Ty?L

Ainsi y2(1) =T (3,3).
Avec la proposition 3.4.4, on conclut par récurrence que x?(n) = I' (%, %) est la loi de

densité
1 n_q

Porer o AR N PR
on/20 (1) € * Ha>0}

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Une cerise est placée sur la circonférence d'un gateau rond que 1'on
partage en 2 au hasard en pratiquant deux découpes suivant des rayons.

Si on prend la position de la cerise comme origine des angles, les positions U et V' des
deux coups de couteau sont des variables uniformément réparties sur [0, 27| indépendantes.
Exprimer la taille T" de la part contenant la cerise, calculer son espérance puis déterminer
la probabilité pour cette part soit plus grosse que l'autre. Quelle doit étre la décision d’un
gourmand qui doit choisir entre la part avec la cerise et la part sans la cerise avant le
découpage ?

Exercice 3.5.2. On suppose que la durée de vie d’'un équipement A est une variable
aléatoire réelle S possédant la densité ae™ 1>y, que celle de I'équipement B est une va-
riable 7" possédant la densité ﬁQte_ﬁtl{tZO} avec o, 3 > 0 et que S et T sont indépendantes.

1. Quevaut P(S > t+s| S > t)pours,t > 07 Est-il judicieux de changer I’équipement
A au temps t s’il fonctionne toujours ?

2. Quelle est la probabilité pour que I’équipement A tombe en panne avant
I’équipement B 7

Exercice 3.5.3. Soit X une variable qui suit la loi de Cauchy de parametre a > 0. Quelle
estlaloide Y =1/X7

Exercice 3.5.4. Soit (X,Y) un couple de variables normales centrées réduites
indépendantes. Déterminer la loi de (Z,W) = (X/Y, X +Y) et en déduire la loi de Z.

Exercice 3.5.5. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles exponentielles de parametre
A (A > 0) indépendantes.

1. Quelle est la loi de X?27?

2. Quelle est celle de
v — X s1 0<X <1
ol 2X st X >1
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3. Déterminer la loi de

(Z,S):<XL+Y,X+Y).

Les variables Z et S sont-elles indépendantes ?

Exercice 3.5.6. Les durées de vie S et T' de deux machines suivent des lois exponen-
tielles de parametres respectifs a et § et sont indépendantes. Quelle est la loi du couple
(min(S,T),|T — S|)? (On rappelle que |T"— S| = max(S,T) — min(S,T).) Les variables
min(S,T) et |T" — S| sont-elles indépendantes ?

Exercice 3.5.7. On coupe un baton de longueur 1 au hasard en trois morceaux : les
abcisses U et V' des découpes sont supposées indépendantes et uniformément réparties sur
[0, 1]. Calculer la probabilité pour que I'on puisse faire un triangle avec les trois morceaux
(on peut faire un triangle avec trois segments de longueur Iy, Iy et I3 ssi Iy < Iy + I3,
lg §l3+l1 et lg §l1+l2)

Exercice 3.5.8. Le cycle d'un feu de circulation est le suivant : le feu est vert sur I'in-
tervalle [0,v] et orange ou rouge sur [v,v + 7] avec v,r > 0. L'instant d’arrivée U d’un
automobiliste est supposé uniformément réparti sur le cycle [0, r + v].

1. Exprimer en fonction de U le temps T' d’attente de cet automobiliste au feu dans le
cas ou aucun véhicule ne se trouve devant le feu a U'instant ou il arrive.

2. Montrer que pour f: R — R bornée,

E(f(T)) = T:]_Uf(()) + r—il—v /07" f(s)ds.

3. Déterminer la probabilité P(T" = 0) pour que l'automobiliste passe immédiatement.
4. Montrer que sit # 0, P(T'=t) = 0.

5. Conclure que le temps d’attente 7" n’est ni une variable aléatoire discrete ni une
variable aléatoire a densité.

Exercice 3.5.9. Montrer que la probabilité de tomber sur une feve qui a la forme d’un
disque de rayon r lors de la découpe d'un rayon d’une galette des rois de rayon R > 2r
est égale a

+ — arcsin
-7

2(Rrir)2+r S?R_j):);ﬂ i ( . )

Indication : cette probabilité est égale a celle pour que la feve dont le centre est uni-
formément réparti sur le disque de rayon R — r touche un rayon fixé de la galette.

Exercice 3.5.10. Au cours d’'un jeu télévisé, un candidat tire au sort entre 2 enveloppes
contenant respectivement les sommes 7 et xo (x7 > 25 > 0), qu’il ne connait pas. Apres
avoir examiné le contenu X de son enveloppe, il a le choix entre conserver ce contenu
et effectuer un échange avec 'autre enveloppe. On veut étudier la stratégie suivante : on
se donne T une variable exponentielle de parametre 1 indépendante du tirage au sort
et on change d’enveloppe seulement lorsque 7" > X. Calculer la probabilité d’obtenir la
somme la plus élevée x; en suivant cette stratégie. Est-elle supérieure ou inférieure a 1/27
Trouvez-vous ce résultat intuitif ?
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Exercice 3.5.11. Soit R et O, deux variables aléatoires indépendantes uniformément
réparties respectivement sur [0, 1] et [0, 27]. Le vecteur

(X,Y) = (Rcos©, Rsin©)

est-il uniformément réparti sur le disque unité D = {(x,y) : 2% + y* < 1} i.e. possede-t-il
la densité L1p(x,y)?
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3.6 Résumé
e X :Q — R possede la densité p: R? — R, si

VD ouvert de R?, P(X € D) = / p(z) de = / 1p(z) p(z) dx.
R4

D

e Densité marginale : Si (X,Y) : Q — R% x R% possede la densité p(x,y) alors X
a pour densité

o) = [ plov) dy

e Espérance, variance : X : ) — R de densité p est dite

E(X) = /R z p(z) dz.

- intégrable si [, |z|p(x)dr < +oo et alors

- de carré intégrable si E(X?) = [, 2* p(z) dx < +o0 et alors
Var (X) = E(X?) - E(X)?* =E(X —E(X))?).
Propriétés :
1. Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).
2. Croissance : P(X >Y)=1= E(X) > E(Y).
3. X1,...,X, indépendantes = Var (X; +... + X,,) = > Var (X;).

e Fonction muette : X : ) — R possede la densité p

—

Vf:R?* — R bornée , E(f(X)) = [ f(z)p(z) dz.
]Rd

e Densités usuelles sur R :

Nom Densité E(X) | Var (X)
uniforme Ula, b] L 1 (2) ath (bng
exponentielle £(\) Aexp(—Az)1z>0} 3 3
normale N;(m, o?) \/2;7 exp (—%) m o?
Cauchy C(a) 4 non intég -

e Covariance : si X et Y sont deux variables réelles de carré intégrable,

Cov (X,Y) dlef

E (X — E(X))(Y — E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y).




Chapitre 4

Simulation

Pour effectuer des simulations probabilistes sur ordinateur, on utilise un générateur
de nombres pseudo-aléatoires. Un tel générateur retourne une suite (x,), de nombres
réels compris entre 0 et 1. Ces réels sont calculés par un algorithme déterministe mais
imitent une réalisation d’une suite de variables aléatoires indépendantes et indentiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Le bon comportement de la suite est vérifié
a l'aide de tests statistiques.

Une méthode couramment utilisée pour construire la suite (z,,), est la congruence : z,, =
Yn/IN ou les y, sont des entiers compris entre 0 et N — 1 calculés grace a la relation de
récurrence

Yot = (aya +b) mod (V).

Le choix des entiers a,b, N est fait de fagon a ce que la période du générateur (toujours
plus petite que N — 1) soit aussi grande que possible et que les propriétés de la suite
(x,)n soient proches de celles d'une réalisation d’une suite de variables I.I.D. suivant la
loi uniforme sur [0, 1].

Dans tout ce chapitre, le point de vue et le suivant : on suppose que l'on dispose d'un
bon générateur de nombres pseudo-aléatoires et on se demande comment a partir d'une
suite (U;);>1 de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi uniforme sur [0, 1] construire une variable aléatoire de loi donnée, avec une attention
particuliere pour les lois usuelles introduites dans les chapitres précédents.

Remarque 4.0.1. Il existe des dispositifs qui a partir de phénomenes physiques aléatoires
comme les temps de désintégration atomique de matériaux radioactifs permettent de

transmettre a l'ordinateur des nombres aléatoires. Mais le cout de ces dispositifs reste
prohibitif.

4.1 Simulation de variables aléatoires discretes

4.1.1 Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]

Si U ~ U([0,1]) alors

X = Lw<py ~ B(p).

43
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En effet X prend les valeurs 0 ou 1 et

1
P(X=1)=PU <p) = / Liu<pydu = p.
0

4.1.2 Loi binomiale de parameétres n € N* et p € [0, 1]

Si Uy, ..., U, sont n variables uniformes sur [0, 1] indépendantes alors

X =l + -+ Ly = O Lwispy ~ B(n,p).
=1

D’apres ce qui précede, les variables 1yy,<py, 1 <7 < n sont des variables de Bernoulli de
parametre p indépendantes. La variable aléatoire X, somme de ces n variables suit donc
la loi binomiale de parametres n et p.

4.1.3 Loi géométrique de parametre p €)0, 1]

C’est la loi du temps de premier succes dans une suite d’expériences aléatoires
indépendantes avec propabilité de succes p. Ainsi, si les (U;);>; sont des variables uni-
formes sur [0, 1] indépendantes

N =inf{i > 1: U; <p} ~ Geo(p).

Remarque 4.1.1. Nous verrons dans l’exercice 4.3.1 une méthode qui permet de simuler
une variable géométrique de parametre p a l’aide d’une seule variable uniforme sur [0, 1].
Cette méthode qui repose sur l'interprétation de la loi géométrique comme version discrete
de la loi exponentielle est beaucoup rapide en terme de temps de calcul.

4.1.4 Simulation suivant une loi discréete quelconque

Nous venons de voir des méthodes spécifiques pour simuler des variables aléatoires
suivant des lois discretes usuelles.
Il est cependant toujours possible d’obtenir une variable qui prend les valeurs (z;);en-
avec probabilités respectives (p;)ien+ (avec les p; > 0 t.q. Y .. pi = 1) & l'aide d'une
seule variable U uniforme sur [0, 1] en posant

X = xll{USPl} + x21{p1<U§p1+P2} +ot xi1{p1+...+pi71<U§p1+...+pi} to

Remarque 4.1.2. Pour implémenter cette méthode tres générale, il faut programmer
une boucle sur i avec comme test d’arrét p; +...+p; > U. Cela peut s’avérer cotiteux en
temps de calcul lorsque la série de terme général p; converge lentement vers 1.

Remarque 4.1.3. Outre cette méthode générale, pour simuler une variable qui suit la
loi de Poisson de parametre A > 0, on peut recourir a I’approche présentée dans ’exercice
4.3.2 qui repose sur les liens entre variables de Poisson et variables exponentielles de méme
parametre \.
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4.2 Simulation de variables aléatoires a densité

4.2.1 Loi uniforme sur [a,b] avec a < b e R

Si U est une variable uniforme sur [0, 1] alors

X=a+(b—a)U ~Ula,b|.

4.2.2 Méthode d’inversion de la fonction de répartition

Soit p une densité de probabilité sur R strictement positive et F(z) = [*_ p(y)dy
la fonction de répartition associée. Comme F est continue et strictement croissante sur
R et vérifie lim, o F(z) = 0 et lim, o F(z) = 1, elle admet une fonction inverse
F~1:0,1[— R.

Proposition 4.2.1. Si U ~ U0, 1], alors X = F~1(U) posséde la densité p.

Démonstration : Soit a < b € R. Comme F est strictement croissante, {a < X < b} =
{a < F7Y(U) <b} ={F(a) <U < F(b)}. Donc

1 b
Plo< X <0) = [ Lpweucrudu=FO) - Fla) = [ s,
0 a
ce qui d’apres la définition 3.2.1 signifie que X possede la densité p. (]

Exemple 4.2.2. La loi de Cauchy de parametre a > 0 est la loi de densité p(y)
sur R. La fonction de répartition associée est

F(w)z/x p(y)dyzl/x LW

S a
= TP+

o0 T ) W/a)?+1 a
1 z/a 1 1 » .
T /_OO 1+ 22 dz = ;[arctan(z)]f/oo == arctan(z/a) + 1/2.

Pour inverser la fonction de répartition, on se donne y €]0, 1] et on cherche z t.q. F(z) =y :
F(z) =y < x=atan(n(y — 1/2)).

On conclut donc que si U ~ U|0, 1],

X =atan(n(U — 1/2)) ~ C(a).

Exemple 4.2.3. La loi exponentielle de parametre A > 0 est la loi de densité )\e_Azl{DO}.
La fonction de répartition associée est

F(ZL‘) = / Ae_/\zl{z>0}dz = 1{m>0}(1 — 6_)\36).
Pour y €]0,1[, on a
1
Fla)y=y&exr= ~3 In(1—y).
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On en déduit que si U ~U[0,1], =5 In(1 — U) ~ E(N).

On peut apporter une simplification en remarquant que 1 — U £y (1 — U a méme loi

que U), ce qui entraine que —4 In(1 — U) £ —+In(U) et permet de conclure que

1
S = =5 I(U) ~ EN).

4.2.3 Méthode polaire pour la loi normale centrée réduite

Proposition 4.2.4. Soit R de loi exponentielle de paramétre 1/2 et © de loi uniforme
sur [0, 27| indépendantes. Alors

=VR cos(©) et Y = VR sin(©)

2
. z g . .y s —Z_ . z
sont des variables normales centrées réduites (densité \/%?e 2 ) indépendantes.

Démonstration : On applique la méthode de la fonction muette. Soit f : R? — R
bornée. On a

E(f(X,Y)) = E(f(@ cos(0), VR sin(0)))
/ F(V7r cos(8), v/ sin(h))e " 2drds.

Le changement de variable (z, y) = ¢(r,0) = (/7 cos(f), /T sin(h)) est une bijection C*
ainsi que son inverse de ]0, +0o[x]0, 27| sur R? \ {(x,0) : > 0}. Sa matrice jacobienne

est
D(z,y) _ ( cos(0)/(2v/r) —+/7 sin(6) )
D(r,0) sin(0)/(2y/r) /1 cos(@) )’

ce qui entraine que dzdy = %d’r’dﬁ. On conclut par la formule de changement de variables
que

BUXY) = 5= [ Sy
U

D’apres ce qui précede si (Up,Us) est un couple de variables uniformes sur [0, 1]

indépendantes : (—21n(U;), 27Us) £ (R,©), ce qui entraine que
( —2In(U;) cos(2nU3), /—2In(Uy) sin(27rU2))) £(X,Y).

On conclut donc que

sont deux variables normales centrées réduites indépendantes.

{ —21n(U;) cos(2wUs)
—21In(U;) sin(27Us)

On en déduit facilement par changement de variable que

Corollaire 4.2.5. Soit m,0 € R et Uy,Uy deur wvariables uniformes sur [0,1]
indépendantes. Alors m + o/ —21n(Uy) cos(2rUs) ~ Ni(m, o?).
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4.2.4 Méthode du rejet

On souhaite simuler une variable aléatoire qui possede la densité p sur R? dans le cas
ol il existe une densité ¢ sur R? suivant laquelle on sait simuler et une constante k > 0

t.q.
vz € RY, p(x) < kq(z).

On se donne une suite (Y;,U;);>; LID. avec Y; de densité ¢ et U; uniforme sur [0, 1]
indépendantes.

Le principe de la méthode du rejet est le suivant :

1. Tant que kU; > L E ) cela signifie que le rapport au point Y; entre la densité p suivant
laquelle on souhalte simuler et la densité ¢ de Y; est en certain sens trop petit et
on rejette le couple d’indice ¢ (d’out le nom de la méthode) et on passe au couple
d’indice 7 + 1.

2. Si kq(Y;)U; < p(Y;), on pose X =Y.

D’un point de vue plus formalisé on pose
Il faut noter que NV est une variable aléatoire : X (w) = Yy () (w).

Théoréme 4.2.6. La variable aléatoire N suit la loi géométrique de paramétre 1/k (elle
est donc finie avec probabilité 1). Elle est indépendante du couple (Yn,kq(Yn)Un) qui est
uniformément réparti sur {(z,z) e RT xR : 0 < 2 < p(x)}.

En particulier X = Yy possede la densité p.

Démonstration : Commencons par déterminer la loi de (Y3, kq(Y;)U;). Pour cela on se
donne une fonction muette f : R x R — R bornée :

1 [kl
E(f(Y;, kq(Y) / (/ fy, kaly (y)dU) dy = / (E/ f(y,Z)dZ> dy
R R 0
= E/ /f(yvz)l{oﬁzﬁkq(y)}dydz- (41)
Re JR
Ainsi (Y;, kq(Y;)U;)) est une variable aléatoire uniformément répartie sur
Dy ={(y,2) e R xR : 0 <z < kq(y)}

qui a pour volume k ( [o. q(y)dy = 1).
L’événement kq(Y;)U; < p(Y;) s’écrit également (Y, kq(Y;)U;) € D, ou

D, ={(z,2) ER*xR: 0< 2 < p(x)} C Dy,
a pour volume 1.

On en déduit que la probabilité pour que kq(Y;)U; < p(Y;) est égale au rapport des
volumes soit 1/k. Ainsi la variable aléatoire N est le temps de premier succes dans une
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suite d’expériences indépendantes avec probabilité de succes 1/k et suit la loi géométrique
de parametre 1/k. En particulier, elle est finie avec probabilité 1 c’est-a-dire que

P (Z LiNen) = 1) =1 (4.2)

neN*

On se donne maintenant des fonctions muettes bornées g : N* — Ret f: R x R — R.
Pour traiter le caractere aléatoire de I'indice N dans le calcul de E(g(N) f(Yn, kq¢(Yn)Uy)),
on utilise (4.2) qui permet de décomposer 'espérance suivant les valeurs prises par N :

E (9(N)f(Yn, kq(Yn)Un)) (Z Lin=nyg(N (YNakQ(YN)UN)>
neN*

= Z l{N nrg(n )f(Yn,k:q(Yn)Un)) par linéarité de I'espérance
neN*

= 9(ME (Likgiyvisp0)) - - Lkatva 0150010} ka1 f (Yo ka(Ya)Un))
neN*

= g)P(kq(Y)Ur > p(Y1)" B (Lngvmvw<pvary f Yo, kg(Yo)Uy)) - car (V;, U;) LLD.
neN

1 n—1 1 .
=) 9(n) (1 - E) z /d/ Lio<z<p1f (¥: 2)Ljo<z<hqrdzdy d’apres (4.1)

= 9( ) <1——> / /f Y,z 1{0<z<p y)}dZdy
neN* R4

Ainsi le couple (Yn, kq(Yn)Uy) est uniformément réparti sur D, et indépendant de N.
Pour conclure, on calcule la densité de X = Yy par la formule des densités marginales :

/ Lio<z<pndz = p(z).
R

0

Remarque 4.2.7. Le nombre moyen de tirages (Y;, U;) nécessaires pour générer X est
E(N) = k. Pour diminuer le temps de calcul, on a donc bien str intérét a privilégier le choix
d’une densité ¢ telle sup,cga % soit aussi petit que possible et a poser k = sup,,cga Zq%.
Exercice résolu 4.2.8. On souhaite simuler une variable aléatoire qui posséde la loi
gamma de parametres 3/2 et 1 i.e. qui posséde la densité

2 —x
p(z) = N A Lz>0y

par la méthode du rejet avec q(x) = )\e*’\xl{xzo}. Quel est le choix de X optimal ¢ Que
vaut alors E(N) ?

On veut trouver \* €]0, 400[ qui minimise f(\) = SUP,;>o Ve (: =

Pour A > 1, f(\) = 4+o00. Déterminons maintenant f(\) pour A €]0, 1[ Le supremum en
x est réalisé en () qui annule la dérivée i.e. qui vérifie

(% + (A — 1)\/5) ePDr —
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ce qui entraine z(\) = 2(1—14\)
Ainsi VA €]0,1[, f(A) = 1/4/2eA?(1 — \) et pour minimiser f(\) il suffit de maximiser
A%(1 — ) ce qui conduit & \* = 2/3.

En prenant k = 2= f(2/3) = 33/2/\/2me, on a E(N) = k ~ 1,257.

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1. Pour z € R, on note [z] la partie entiere de .
Soit X une variable exponentielle de parametre A > 0. Quelle est la loi de N =1+ [X]?
Pour p €]0, 1], en déduire A t.q.

1+ [-% ln(U)} ~ Geo(p).

Exercice 4.3.2. 1. Soit (X;);>1 une suite de variables exponentielles de parametre
A > 0 indépendantes. Pour n € N* calculer P(X;+...+X, <1< X;+...+X,11).
Quelle est la loi de

N = nlix s 4x,<icx+tXon}?
neN*

2. En déduire que si (U;);>; est une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur
[0, 1],
inf{nGN: U1 X U2 X ... X Un+1 SB_)\}

suit la loi de Poisson de parametre A.

Exercice 4.3.3. Soit (X,Y’) un vecteur uniformément réparti sur le disque D centré en
0 et de rayon 1 (densité 1,2 2<iy/m).

1. Quelle est la loi de

Y
R6) = (X4 7? | 2arctan )
( ) < arctan SN cEn

2. Soit

X24+vy2 7 X24Y?
Exprimer (Z, W) en fonction de (R, ©) et en déduire sans calcul la loi de (Z, W).

(Z,W) = (X —2In(X24+7?)  [-2In(X2+ y2))

3. Comment simuler un couple uniformément réparti sur le disque D a partir d’une
suite LI.D. de couples uniformément répartis sur le carré [—1,1]%. En déduire une
méthode pour simuler des variables normales centrées réduites qui ne fait pas appel
aux fonctions trigonométriques.

Exercice 4.3.4. Soit a,b > 0. On appelle loi béta de parametres (a,b) la loi de densité

['(a+0)

W 2! (1 — x)b_11{0<x<1} ou Ve > 0, F(c) = IJFOO e~ Tl .

0



50 CHAPITRE 4. SIMULATION

1. Montrer que si (U, V) suit la loi uniforme sur le domaine
D={(uv) R u>0,0v>0, us +vv <1},
(i.e. (U, V) possede la densité 1{wvepy/|D| ot | D] est la surface de D) alors

Us
X=—1—7
Ua+Vb

suit la loi béta de parametres (a,b). (Il suffit de montrer que X possede une densité
proportionnelle & z* (1 — )" 1o pc1y.)

2. En déduire une méthode pour simuler une variable aléatoire de loi béta.
Exercice 4.3.5. Soit ((X;,Y;));>1 une suite L.L.D. avec X et Y; variables exponentielles

de parametre 1 indépendantes. On se donne également indépendamment de cette suite
une variable € t.q. P(e = 1) = P(e = —1) = 1 et on pose

N =inf{i >1: 2Y; > (1 - X;)’} et Z=¢cXy.

1. Quelle est la loi de N ? Donner E(N).
2. Quelle est la loi de Z 7

3. En déduire une méthode pour simuler une variable distribuée suivant la loi normale
centrée réduite.
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4.4 Résumé

Dans tout ce résumé, on note U une variable de loi uniforme sur [0,1] et (U;);>1 une
suite de variables I.I.D. suivant cette loi.

Loi Méthode de simulation

Bernoulli B(p) Liv<py

binémiale B(n,p) | >0 Livi<py

géométrique Geo(p) | 1+ [1&1{2)] ol [z] désigne la partie entiere de x

Poisson P(\) inf{n e N: Uy x Uy x ... x Upyy < e}

Uniforme Ula,b] | a+ (b—a)U

exponentielle £(A) | —5 In(U)

Cauchy C(a) atan(m(U —1/2))

Normale N (m,0?) | m + o+/—2In(U;) cos(2nU,)
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Chapitre 5

Convergence et théoremes limites

Dans ce chapitre, nous allons introduire différentes notions de convergence pour une
suite de variables aléatoires. Apres avoir étudié les liens entre ces différentes notions, nous
énoncerons deux théoremes limites tres importants des probabilités :

e la loi forte des grands nombres qui énonce la convergence de la moyenne empi-
rique %E?Zl X; d’une suite (Xj);>1 de variables aléatoires réelles indépendantes,
identiquement distribuées et intégrables vers E(X;) lorsque n — +oo.

e le théoreme de la limite centrale qui indique a quelle vitesse cette convergence a lieu
sous I’hypothese supplémentaire que les X; sont de carré intégrable.

5.1 Convergence

Définition 5.1.1. Pour n — 400, on dit qu’une suite (X,),>1 de variables aléatoires a
valeurs R converge vers la variable aléatoire X d valeurs R?
— presque surement si P(X,, — X) = P{w: X,(w) — X(w)}) = 1.
— en probabilité si Ye > 0, P(|X,, — X| > ¢€) —n—100 0.
— dans L' si les variables X,,, X sont intégrables et E| X, — X| —n—1c 0.
— dans L? (ou en moyenne quadratique) si les variables X,,, X sont de carré intégrable
et E(| X, — X|?) — 100 0.

Remarque 5.1.2. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge
dans L' vers X. Alors lim,,_. . E(X,) = E(X). En effet, comme X, — X < |X, — X|,
par linéarité et croissance de 'espérance, E(X,,) — E(X) =E(X, — X) < E|X,, — X|. Par
symétrie, E(X,) —E(X) < E|X,, — X|. Ainsi |E(X,,) —E(X)| < E|X,, — X|, ce qui permet
de conclure.

Pour établir les liens entre ces différents types de convergence, nous utiliserons les deux
résultats suivants. Le premier qui porte le nom de théoreme de convergence dominée et
que nous ne démontrerons pas est 'analogue du théoreme de convergence dominée pour
les intégrales.

Théoréme 5.1.3 (de convergence dominée). Soit (X,),>1 une suite de variables
aléatoires réelles qui converge presque surement vers X. On suppose de plus que la suite
est dominée au sens ou il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que

Vi > 1, P(IX,| <Y) = 1.

23
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Alors X est intégrable et (X,), converge dans L' vers X ce qui entraine en particulier
que

lim E(X,) = E(X).

n—-4oo

Proposition 5.1.4 (Quelques inégalités). Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

E|X]
< ==L

Inégalité de Markov : Si E|X| < +o0o alors |Va > 0, P(|X]| > a)

E(X?)

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : SiE(X?) < +o0,|Va >0, P(|X] > a) < —
a

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si les variables X et Y sont de carré intégrable,
E(XY)| < VE(X?) VE(Y?).

|z
a

Démonstration : Comme Vr € R, 1jz>q <

et on obtient I'inégalité de Markov en utilisant la propriété de croissance de I'espérance
et I'égalité E(1{x|>q1) = P(|X| > a).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’obtient par la méme méthode en remarquant que
¥z € R, 1ufza) < 5.

Pour montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on constate que pour tout A € R,

E(X?) + 2AE(XY) + ME(Y?) = E((X + AY)?) > 0.

On en déduit que le discriminant 4(E(XY))? — 4E(X?)E(Y?) de ce polynéme du second
degré en \ est négatif ou nul, ce qui fournit le résultat souhaité. O

Proposition 5.1.5.  — La convergence L? implique la convergence L' qui elle-méme
implique la convergence en probabilité.
— Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge dans L? vers X.
Alors E(X,,), E(X?) et Var (X,,) convergent resp. vers E(X), E(X?) et Var (X).
— La convergence presque stre entraine la convergence en probabilité.

Démonstration : Convergence L? = convergence L' :

Cela découle du fait que toute variable aléatoire de carré intégrable est intégrable et
de l'inégalité E|X, — X| < /E(|X,, — X|?) (qui se déduit elle-méme par exemple de la
positivité de la variance de | X,, — X|).

Convergence L' = convergence en probabilité :
Cela découle de l'inégalité de Markov P(|X,, — X| > ¢) < M pour € > 0.

Convergence L* = convergence des espérances et variances :

D’apres le premier point et la remarque 5.1.2; il suffit de vérifier que E(X?2) converge vers
E(X?).
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, E(X,X) < /E(X2)/E(X?2).

Donc

E((X, — X)%) = E(X) — 2E(X,.X) + E(X?) > (VE(X?) - VE(X?))".

Ainsi /E(X2) converge vers y/E(X?) et on conclut par continuité de z — 2.

Convergence presque sire = convergence en probabilité :
Soit (X,,), une suite qui converge presque stirement vers X et ¢ > 0. La suite | X, — X|
converge presque sturement vers 0.
Comme la fonction 1/} est continue en 0, on en déduit que Y, = 14 x,—x|><} converge
presque sturement vers 0. Les variables Y,, sont dominées par la constante 1 qui est bien
str intégrable. Donc le théoreme de convergence dominée 5.1.3 implique que
lim P(|X,, — X|>¢)=0.

n—-+o00

5.2 Lois des grands nombres

Soit (Xj);>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes indentiquement
distribuées (ce que l'on note aussi I.I.D.). Les lois des grands nombres portent sur le
comportement de la moyenne empirique M,, = % Z;‘:l X lorsque n — +00.

5.2.1 Loi faible des grands nombres

On suppose que les X sont de carré intégrable (i.e. que E(X?) < +00).

2
1 n n 1 n
E (M, —E(X1))") = —=E (Z Xj—E (Z Xj)) = —3Var X))
j=1 j=1 j=1
RN o
= — ZVar (X,) par indépendance des Xj,
j=1
Var (X7)

= T T 7n—+4oo 0
n

On en déduit

Proposition 5.2.1. La moyenne empirique M, = %Z?ZIX]- d’une suite (X;);>1 de
variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré intégrable converge dans L* (et donc dans
L' et en probabilité) vers 'espérance commune des X; lorsque n — +00.

5.2.2 Loi forte des grands nombres

Le résultat précédent est supplanté par la loi forte des grands nombres qui indique que
la convergence a lieu presque stirement :
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Théoréme 5.2.2 (Loi forte des grands nombres). La moyenne empirique M, =
%22:1 X, d’'une suite (X;);>1 de variables aléatoires réelles 1.1.D. intégrables converge
presque strement et dans L' vers 'espérance commune des X; lorsque n — +00.

P (% ixj - E(X1)> =1.

j=1

Démonstration : La démonstration de ce résultat est délicate et nous nous contenterons
de montrer la convergence presque siire sous ’hypothese forte E(X{) < +o0.
Par linéarité de ’espérance,

E( (01, - 5010

= Z E ((Xi, — E(X3))(Xi, — E(X3,)) (X — E(XG)) (X, — E(X4,)))

11,12,13,84=1

Parmi les n* espérances qui figurent dans la somme au second membre beaucoup sont
nulles : en effet des que I'un des quatre indices 7, est différent des trois autres, par
indépendance des X, I'espérance est égale a l'espérance du produit des termes corres-
pondant aux trois autres indices par E(X;, —E(X;,)) = 0.
Il reste donc seulement les contributions des cas ol
— les 4 indices sont égaux soit n termes en E((X; — E(X1))?)
— 2 des indices prennent une valeur et les 2 autres une autre valeur soit 3n(n — 1)
termes en E ((X; — E(X))*(X, — E(X3))?) = (Var (X;))? (3 pour le choix de I'indice
ix, k = 2,3 ou 4, égal au premier indice i1, n(n — 1) pour le choix de deux valeurs
différentes parmi n).
Ainsi
3(n—1)

n3

E((M, — E(X1))" = %E((Xl —E(X1))*) + (Var (X1))*.

On en déduit qu'il existe C' > 0 t.q. Vn > 1, E((Mn - E(Xl))4) < £ puis que

E(Z((M —E(X,)) ) D E (M, —E(X1))*) < +o0.

n>1 n>1

Donc P (Z(Mn ~E(X))! < +oo> =1

n>1

Ainsi avec probabilité 1, ((M, — E(X1))*), converge vers 0 comme terme général d’une
série convergente. O

Exercice 5.2.3. Soit (X;);>; une suite de variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré
intégrable, M,, = %ijlX et V, = ,112]:1 X7 — (M,)*.
1. Montrer que V,, converge presque surement vers Var (X).
2. Montrer que E(V,) = Z1Var (X;). Comme l'espérance de Vj, est différente de
Var (X}), on dit que V,, est un estimateur biaisé de Var (X;). En ravanche Vi
est un estimateur sans biais.

’nl
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5.3 Fonction caractéristique et convergence en loi

5.3.1 Fonction caractéristique

Définition 5.3.1. Soit X un vecteur aléatoire & valeurs R%. On appelle fonction ca-
ractéristique de X la fonction

Dy :ueR?— Ox(u) =E (e") € C.

Remarque 5.3.2. — &x(0,...,0) = 1.
- Yu € Rd, CI)X(—u) = (I)X<’U,)
— La fonction caractéristique de X ne dépend que de la loi de X :

XEY = 0y =0y
— Si & est intégrable alors X possede la densité obtenue par inversion de Fourier :

1 )
r€R? — p(z) = o) /Rd e "Dy (u)du.

Le tableau suivant donne les fonctions caractéristiques associées aux lois réelles
usuelles :

Loi fonction caractéristique
Bernoulli B(p) (1—p)+ pe™
bindmiale B(n, p) (1 —p) + pe™)n
géométrique Geo(p) h(ijiw
Poisson P(\) exp(A(e™ — 1))
Uniforme Ula, b] % et
exponentielle £(\) o
Cauchy C(a) e—alul
Gaussienne N (m, o?) emmT T

Pour les six premiéres lois, le calcul est un exercice sans difficulté (le faire). Le cas de la
loi de Cauchy est traité dans ’exercice suivant :

Exercice 5.3.3. Soit T" une variable aléatoire exponentielle de parametre a > 0 et € une
variable indépendante t.q. P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. On pose

X =¢£T.
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1. Déterminer la loi de X (on pourra décomposer suivant les valeurs prises par €).
2. Calculer sa fonction caractéristique P y.

3. En appliquant la formule d’inversion donnée dans la remarque 5.3.2, en déduire la
fonction caractéristique d’une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy C(a).

Calcul de ®y pour X ~ Ni(m,o?) :

On commence par vérifier par changement de variable que G = %(X —m) ~ N1(0,1).
Comme

Py (U) - F (eiuX) . o) (eiu(oG+m)) — eiumE (eiqu) — eiumq)G(uo_)’

il suffit de calculer &5 pour en déduire .

On a . ,
bo(u) = —— | e T da.
o) =—= [

Par dérivation sous le signe intégral, on en déduit que
doto = L [inimet
u) = ——— [ 1we"e x
“ 2m Jr
=—|— [ (u—2x)e" e 2dr—u | e 2dx
V2T R R

1 2]+ e
= E ([e“” 2 }_OO —u/Re“”e 2 dx)
= —udq(u).
On résout donc I'équation différentielle oy (u) = —ug)(;(u) avec la condition initiale
®;(0) = 1 (cf remarque 5.3.2). On obtient ®¢(u) = e~ = puis on en déduit x.

Nous avons remarqué que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire ne dépend
que de sa loi. Il s’avere en fait que comme son nom le laisse penser :

Proposition 5.3.4. La fonction caractéristique caractérise la loi c’est a dire que
Yu € RY &y (u) = Py (u) => X 2V ie. Vf : R = R bornée E(f(X)) = E(f(Y)).

Nous ne démontrerons pas ce résultat qui intuitivement vient du fait que les exponen-
tielles complexes x — €™* forment un ensemble suffisamment gros de fonctions bornées
pour que lorsque 'égalité E(f(X)) = E(f(Y)) est vérifiée pour toute fonction f dans cet
ensemble alors elle I'est pour toute fonction f bornée. Dans le cas o ®x est intégrable,
c’est une conséquence de la formule d’inversion donnée dans la remarque 5.3.2.

Le résultat suivant qui illustre le fait que régularité de la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire est reliée a 'intégrabilité de cette variable, nous servira pour établir le
théoreme de la limite centrale.

Lemme 5.3.5. Soit X wune variable aléatoire réelle de carré intégrale (i.e. telle que
E(X?) < 4oo. Alors sa fonction caractéristique ®x est C* et admet le développement

limité suivant en O :
2

By(u) = 1+ iuE(X) — %E(XQ) +o(u?).
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Démonstration : Soit ©v € R.

% (ei(u—‘rh)X

; h—0 . i ~
— X ) 5 iXe™X presque strement.

Comme Va,b € R, |ei — e®| < |b— al,

‘% (ei(u-i—h)X _ eiuX)

< [X].

La variable aléatoire X étant de carré intégrable, | X| est intégrable et par le théoreme de
convergence dominée 5.1.3, on obtient que

h—0

lim E (ﬁ (ez(u-i-h)X . equ)) _ E(iX@ZUX).

Ainsi limj, o 1 (®x (u+h) — Py (u)) = E(i.Xe™) et la fonction ®x est dérivable de dérivée
P (u) = E(iXe™X). En appliquant & nouveau le théoreme de convergence dominée, on

peut montrer que @'y est continue et méme C! avec ® (u) = —E(X2e™X).
Ainsi @y est C? avec Py (0) = iE(X) et &% (0) = —E(X?). Le développement limité en 0
s’en déduit par exemple en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral. U

5.3.2 Convergence en loi

Définition 5.3.6. On dit que la suite (X,), de variables aléatoires d valeurs dans R?

. . L . c :
converge en loi vers la variable aléatoire X a valeurs R? et on note X,, — Xsi

Vf:RY - R continue bornée, E(f(X,)) — 100 E(f(X)).

Exemple 5.3.7. — Pour n € N*, on suppose que V1 < k < n, P(U,, = k/n) = 1/n.
Soit f : R — R continue bornée. La convergence des sommes de Riemann vers
I'intégrale entraine que

B = 3 300 /) =i [ ) = B(O))

ou U est une variable uniforme sur [0,1]. Ainsi la suite (U,), converge en loi vers
U ~U[0,1].

— Soit maintenant pour n € N*, X, une variable aléatoire uniformément répartie sur
[0,1/n]. Alors pour f continue bornée,

1/n
E(f(X,)) = n / F(@)dx —rpoo F(0).

Donc la suite (X,,), converge en loi vers X telle que P(X =0) = 1.
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— Pour n € N, soit T}, une variable exponentielle de parametre \,, > 0. On suppose que
la suite (A,), converge vers A > 0. Alors comme pour f: R — R continue bornée,

Vn €N, Vo >0, \f(a;))\neﬂn” < g(z) = |f(z)|(sup )\n)e—(infn )\n)m’

ou la fonction g est intégrable sur [0, +oo], par le théoreme de convergence dominée,

—+00

E(f(Tn) = i f(@)Ane™ " dz

converge lorsque n — +o00 vers fOJrOO f(x) e dx = E(f(T)) ot T suit la loi expo-
nentielle de parametre \. Ainsi (7},),, converge en loi vers T' ~ E()).

Propriétés 5.3.8. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? qui
converge en loi vers X et o : R — RY une fonction continue. Alors la suite (¢(X,))n
converge en loi vers p(X).

Démonstration : Soit g : R? — R continue bornée. La fonction g o ¢ : R? — R est
continue bornée. Donc la convergence en loi de (X,,), vers X entraine que

lim E(g(p(Xn)) = E(g(p(X))).

n—-+o00

Du fait que les exponentielles complexes constituent a nouveau un sous-ensemble assez
gros de l'ensemble des fonctions continues bornées (pour se ramener a des fonctions a
valeurs réelles, il suffit de séparer partie réelle et partie imaginaire), on a la caractérisation
suivante de la convergence en loi

Théoréme 5.3.9. La suite (X,,), de variables aléatoires a valeurs dans R? converge en
loi vers la variable aléatoire X a valeurs R? si et seulement si la fonction caractéristique
de X, converge ponctuellement vers la fonction caractéristique de X i.e.

X, =55 X <= Vu e R Oy (1) — Py (u).

Corollaire 5.3.10. Si la suite (X,,), converge en probabilité vers X alors elle converge
en loi vers X.

Démonstration : Soit w € R et £ > 0. On a

w.Xn i

u. X iu. X u. X u. X
L S e Lix-X|<e}

— " Lx,xpzey + e

u.Xn

<2 X lyx,-x|>e} + ‘6 - em'X‘ L x,—x|<e}-

Comme Va,b € R, |e" — e®| < |b—al, on en déduit que

e — e <2 % L, - xppey + lulelx, - xj<ey <2 X Ly, —xp2ey + |ule
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puis que
|Dx, (u) — Px(u)| = |E(e™* — ™X)| < El|e™Xn — e™X| < |ule + 2P(|X,, — X| > ¢).

Le premier terme du second membre est arbitrairement petit (uniformément en n) pour
€ petit tandis qu’a ¢ fixé le second terme converge vers 0 lors n — +o0o par définition de
la convergence en probabilité. Ainsi Vu € RY, lim,, o ®x, (u) = ®x(u) et on conclut en
utilisant le théoreme 5.3.9. O

Remarque 5.3.11. Si la suite (X,,), de variables aléatoires & valeurs dans R? converge
en loi vers la variable aléatoire X, alors

E(f(Xn)) —n—to0 E(f(X))

pour toute fonction f : R? — R bornée dont I’ensemble des points de discontinuité Dy
vérifie P(X € Dy) = 0.

Exercice résolu 5.3.12. Soit A > 0 et pour tout n > A\, X,, une variable géométrique
de paramétre A/n. Montrer que les variables Y,, = X, /n convergent en loi vers une limite
que l’on précisera.

On se donne U ~ U[0, 1]. D’apres Uexercice 4.3.1, 1 + [%] £ X,
Donc (1 + [ln(lfg}n)]) £ Y,. Pour n — +o0, ln(lfg}n) est équivalent a —%In(U). On

1
’n

(1+ [%]) converge presque surement et donc en
probabilité et en loi (voir proposition 5.1.5 et corollaire 5.3.10) vers —5 In(U). Pour f :

R — R continue bornée, on a donc

B(f(Y,) = E (f (% (1 ; [%D)) i E <f (—i ln(U))) |

D’apres I'exemple 4.2.3, —5In(U) ~ E(A). On conclut donc que la suite (Y;), converge
en loi vers Y qui suit la loi exponentielle de parametre .

Il faut du recul pour pouvoir trouver la solution qui précede mais on peut parvenir a la
méme conclusion sans astuce en calculant la fonction carcatéristique de Y, et en utilisant
le théoreme 5.3.9 (le faire).

en déduit que pour n — +oo

5.4 Le théoreme de la limite centrale

5.4.1 Enoncé et preuve du résultat

Le théoreme de la limite centrale donne la vitesse a laquelle la convergence a lieu dans
loi forte des grands nombres, sous ’hypothese supplémentaire d’intégrabilité des X ]2 :

Théoréme 5.4.1 (de la limite centrale). Soit (X;),;>1 une suite de variables aléatoires

réelles indépendantes et identiquement distribuées telles que E(X?) < +oo et 0 =
Var (X;) > 0. On note M,, = %22:1 X, la moyenne empirique.

Alors pour n — +00,

@(Mn ~E(X))) =5 Y ~ N (0,1).

g
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Remarque 5.4.2. — Formellement, on récrit M, £ E(Xy)+ % Y, ce qui indique que

la convergence dans la loi forte des grands nombres a lieu a la vitesse %

— Ce résultat explique la place fondamentale des variables aléatoires gaussiennes (ou
normales) en probabilités et en statistiques.
— Notons que la renormalisation effectuée est telle que

n

¥n € N*, Var (g(Mn - E(Xl))) = %Var (M,—E(Xy)) = % > Var (X;) = 1

Démonstration : On utilise la fonction caractéristique. Soit u € R.

q)@(M %E(X”)(u) E (e"“ﬁ Zyzl(XrIE(Xj))>

I
=

E ( oy (X JE(XJ’”) par indépendance des X,
1

(E (ei“%ﬁ(X“E(Xl)») car les X; ont méme loi,

s (5))

Comme E(X; —E(X;)) =0 et E((X; —E(X}))?) = 02, d’aprés le lemme 5.3.5, pour v au
voisinage de 0, ®x, _gx,)(v) =1 — %21)2 + o(v?). Donc pour n grand,

<.
Il

Ainsi

On conclut par le théoreme 5.3.9. U

5.4.2 Intervalle de confiance dans la méthode de Monte-Carlo

Le principe de la méthode de Monte-Carlo est le suivant : pour évaluer numériquement
I’espérance d’une variable aléatoire réelle X intégrable, on génere une réalisation d’une
suite (X;);>1 de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X (par exemple en
utilisant les techniques de simulation présentées dans le chapitre 4) et on approche E(X)
par la moyenne emprique M, = - > i1 X

La loi forte des grands nombres justifie la convergence de cette méthode. Comme nous
allons le voir, si X est de carré intégrable, le théoreme de la limite centrale permet de se
faire une idée de la précision avec laquelle E(X) est évaluée.

Si on se donne a > 0, la fonction f(z) = ly<a} est bornée et continue en dehors
des points —a et a. Malgré ces discontinuités, comme pour Y ~ N;7(0,1), P(Y = —a) =
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P(Y = a) =0, d’apres la remarque 5.3.11, la convergence en loi de @(Mn —E(X)) vers

Y entraine la convergence de

P (M- 2% <800 <0+ 22) = (1 (Lon 00 )

vers E(f(Y')) pour n — +oo0.
C’est pourquoi des que n est supérieur a 20, on fait I’approximation

p (Mn _ % < E(X) < M, + 0—\/%) ~ E(f(Y)) = E<1{\Y|Sa}) - \/% /:: ¢

On utilise le plus couramment les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale vaut 0,95 ou
0,99 soit respectivement a = 1,96 ou a = 2, 58.

Ainsi la probabilité pour que la valeur E(X) que l'on cherche a calculer se trouve dans
I'intervalle [Mn — 139‘7, M, + 139”] (resp. [Mn 2\5/’55‘7, M, + 2355”} ) est de l'ordre de 0,95
(resp. 0,99). On parle alors d’intervalle de confiance a 95% (resp. 99%).

Dans la pratique, le plus souvent, la valeur de I'écart type o est inconnue. En effet
calculer Var (X) = o2 est un probléme au moins aussi compliqué que de calculer E(X).
On remplace donc o par /V, oV, = % Z?Zl X ]2 —(M,,)? converge presque siirement vers
Var (X) d’apres 'exercice 5.2.3. Pour évaluer V,,, il est simplement nécessaire de stocker
la somme des carré des X; en plus de la somme des X; au cours de la simulation : cela ne
demande que tres peu de calculs supplémentaires.

On obtient alors l'intervalle de confiance a 95% :

1,96V, Mo+ 1,96V,
v T/

Lorsque l'on emploie la méthode de Monte-Carlo, il faut systématiquement déterminer
un intervalle de confiance puisque cela permet de se faire une idée de la précision de la
valeur obtenue tout en nécessitant tres peu de calculs supplémentaires. Bien str, dans le
cas ou la largeur de l'intervalle 2‘“/‘7" est grande par rapport a |M,| cela signifie qu’il ne
faut pas accorder beaucoup de credlt a la valeur M,, calculée. On peut alors augmenter le
nombre n de tirages pour augmenter la précision.

M, —

Remarque 5.4.3. On peut vérifier que, sous les hypotheses du théoreme 5.4.1, | /V%(M
E(X1)) converge en loi vers Y ~ Ni(0,1), ce qui justifie 'approximation de o par /V,,
faite plus haut dans la donnée de l'intervalle de confiance.

5.5 Exercices

Exercice 5.5.1. Soit Y une variable uniformément répartie sur [—1,1], Z une variable
normale centrée réduite et (X,,),>1 une suite de variables indépendantes t.q.

"X 1
On pose Y, = ZQ—: Ly = — V2k X,
n
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Calculer la fonction caractéristique de Y,,. En remarquant que

sin(A/2") H cos(A/2%) = sin(\) /2",

k=1

en déduire que la suite Y,, converge en loi vers Y.

Calculer la fonction caractéristique ®, de Z,. Donner le développement limité a
I'ordre 2 a I'origine de la fonction » €] — 7, Z[— In(cos(x)). En déduire pour u € R la
limite de In(® 4, (u)) lorsque n tend vers l'infini et conclure que la suite Z,, converge
en loi vers Z.

Exercice 5.5.2. Soit U; une suite de variables IID suivant la loi uniforme sur [0, 1] et
a>0.

1.

2.

Montrer que la suite X,, = (U;...U,)n converge presque stirement et donner sa
limite (on pourra s’intéresser a In(X,)).

On pose Y, = e*V*(U,...U,)*/V".

Quel est le comportement de la suite éln(Yn) pour n — +oo?

En déduire que la suite Y,, converge en loi et déterminer la loi de sa limite.

Exercice 5.5.3. 1. Soit X une variable de Bernoulli de parametre p € [0,1]. Pour

quelle valeur de p la variance de X est-elle maximale ? Que vaut-elle alors ?

. Aux Etats-Unis sur 4 000 000 de naissance annuelles, on observe un ratio de 1

048 gargons pour 1 000 filles. Donner un intervalle de confiance a 99% pour la
probabilité p qu’un bébé soit un garcon. Que pensez-vous de I’hypothese d’équilibre
des naissances : p = 0.57

Lors du second tour de I’élection présidentielle, un sondage est effectué a la sortie
des urnes sur un échantillon de 1 000 personnes. Le candidat A recueille a% (a
proche de 50) des suffrages des personnes interrogées. A I'aide du théoreme de la
limite centrale, donner un intervalle de confiance a 95% pour le score S 4 réalisé par
ce candidat. A partir de quelle valeur de |a — 50|, peut-on se baser sur le sondage
pour connaitre le résultat de 1’élection ?

Exercice 5.5.4. Soit (Y;)ken+ une suite de variables indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Cauchy de parametre a > 0. On pose M,, = %22:1 Y.

1.
2.

Quelle est la loi de M,, ? La suite (M,,),en converge-t-elle en loi ?

Quelle est la loi de M,,, — M,,? Quel est le comportement de P(| My, — M,| > 1)
lorsque n — +o0?

Montrer que si la suite (X,,),en+ converge en probabilité vers X alors Ve > 0,
limy, ;m—too P(| Xy, — Xin| > €) = 0. La suite (M,,)nen+ converge-t-elle en probabilité ?

Exercice 5.5.5. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes d’espérance 1
qui prennent deux valeurs a et b (0 < a < 1 < b) avec probabilité p et 1 —p respectivement
(0 <p<1).OnposeY, =], X

1.

Vérifier que pour z €]0, 1[U]1, +oo[, In(z) <  — 1 et en déduire que E(In(X)) < 0.
En étudiant le comportement de % In(Y,,) lorsque n — +o0, montrer que la suite Y,
converge presque sirement vers une limite que 'on précisera. Un joueur joue tous
les jours le dixieme de sa fortune a pile ou face avec un ami. Quelle est ’évolution
de cette fortune au bout d'un temps tres long ?



5.5. EXERCICES 65

2. Calculer E(Y,,). La suite Y,, converge-t-elle dans L' ?

Exercice 5.5.6. Soit (X;);>1 une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 6]
ot 6 > 0. On pose Y,, = max(Xy, Xo,..., X,,).

1. Pour n > 1, calculer la fonction de répartition de Y,,.
2. En déduire la loi de Y,, et calculer E(Y,,) et Var(Y,,).

3. Montrer a I'aide de 1. que la suite Y,, converge en probabilité vers une limite que
I’on précisera.
Converge-t-elle presque strement ? (on pourra s’intéresser a la monotonie de (Yy,).)

Exercice 5.5.7. Soient Xi,Y},...,X,,Y,,... des variables aléatoires réelles
indépendantes de carré intégrable. On suppose que les X; sont identiquement dis-
tribuées et que les Y; le sont également. On note E(X;) = u, E(Y;) = v, Var(X;) = o*
et Var(Yy) = 72 Soit S, = >0 X, T, = >0 Xon Y. Quel est le comportement
asymptotique des variables

S, T, T, —vS

et

n’ n N4D
Exercice 5.5.8. Soit f : [0,1] — R une fonction continue et S? une variable distribuée
suivant la loi binomiale de parametres (n,z). Montrer que

lim —sup [E(f(z) — f(S;/n))] = 0.

n—=+00 1e(0,1]

(On pourra séparer l'espérance en deux termes suivant que |S¥/n— x| > « ou non, utiliser
I'uniforme continuité de f et majorer P(|S*/n — z| > a)) uniformément en = en utilisant
'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.)

Comme E(f(SZ/n)) = >"1_, f(k/n)Cpa*(1 — x)"~* toute fonction continue sur [0, 1] est
limite uniforme d’une suite de polynomes (théoreme de Weierstrass).

Exercice 5.5.9. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré

intégrable t.q. X2 £ X,

1. Quelle est I'espérance commune des X; 7

2. Pour k € N*, que peut-on dire de la loi W ?

3. En déduire que les X; sont des variables gaussiennes.

Exercice 5.5.10. Soit (Xj)r>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
indentiquement distribuées suivant une densité p(x) paire, bornée, continue en 0 et telle
que p(0) >0

1. Quelle est la loi de Y, = Xik ?

2. Exprimer a I’aide de p la fonction caractéristique commune des Y.

3. On rappelle que f0+oo 1_%25(2) dz = 5. Montrer que la suite %2221 Y} converge en

loi vers Y qui suit la loi de Cauchy de parametre mp(0).

4. En déduire a l'aide de la remarque 5.3.11 que la moyenne harmonique n/ > ;_, Xik
des X}, converge en loi vers une limite que I'on précisera.
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5.6 Résumé

e Diagramme des convergences :

L?:
E(| X, — X|2) —0
N\
L' presque sire :
E|X,—-X|—0 PX,— X)=1
N\ /
Proba : Ve > 0,
P(|X,—X|>¢e)—0
Loi : V fcontlinue bornée,
E(f(Xn)) — E(f(X))

e Fonction caractéristique : |®x (u) = E(e™Y).
— caractérise la loi :

Dy = by — X £Y <= Vf bornée, E(f(X)) = E(f(Y)).

— caractérise la convergence en loi :

Vu, &x, (u) — Px(u) <= X, £, X <= Vfcontinue bornée, E(f(X,)) — E(f(X)).

e Comportement de la moyenne empirique M, = %Zyzl X, d’une suite de
variables aléatoires réelles L.I.D. (X);>1 :

Loi forte des grands nombres : |E|X;| < +o0o = P(M,, — E(X;)) =1|

Théoréme de la limite centrale :

E(X?) < 400 et Var (X;) # 0 = (M, —E(X;)) =5 Y ~ N{(0,1).

_n
Var (X7)




Chapitre 6

Vecteurs gaussiens

6.1 Définition, construction

6.1.1 Définition

Définition 6.1.1. On dit qu’un vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xq) : Q@ — R est un
vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire
gaussienne (ou normale) réelle i.e. si pour tout u € RY, la variable aléatoire réelle u.X
est une variable aléatoire gaussienne.

Soit X = (X1,...,X,) un vecteur gaussien a valeurs R%. Les X; étant des variables
gaussiennes réelles, elles sont de carré intégrable. Notons I' avec I';; = Cov (X, X)), la
matrice de covariance du vecteur X et m, avec m; = E(X}), son vecteur espérance. Par
linéarité de I’espérance on a :

E(u.X) = wE(Xy) + - - + uE(X,) = w.E(X),

et d’apres les propriétés 3.3.14,

d d
Var (u.X) = ZZUinCOV (Xi, X;) = ulu.

i=1 j=1
Donc u.X ~ Nj(w.E(X),u.Tu) et
(I)X (U) —F (eiu.X) — q)uX(l) — ei]E(u.X)flﬁVar (u.X) eiu.mféu.Fu.

On constate que la fonction caractéristique (et donc la loi) ne dépend que du couple
(m,T'). On dit que X suit la loi gaussienne en dimension d d’espérance m et de matrice
de covariance T, ce que 'on note X ~ Ny(m,T).

Inversement, si le vecteur X = (X,,..., X,) a pour fonction caractéristique v € R? —
Oy(v) = em=3vTv o4 m € R et T est une matrice d x d symétrique et positive, alors
pour u € R,

) , . .2
Vit € R) (I)u.X (t) — E(ezt(u.X)> — E(el(tu).X) — CI)X (tu) — ezt(u.m)fgu.lju.
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Donc Vu € RY, u.X ~ Nj(u.m,u.T'u). Ainsi X est un vecteur gaussien.
En laissant u décrire la base canonique de R?, on vérifie que V1 < j < d, E(X;) = m;.
Puis en utilisant la bilinéarité de la covariance, on obtient que pour 1 <i,5 <d

Ainsi m et ' sont respectivement le vecteur espérance et la matrice de covariance de X.

Exemple 6.1.2. Si pour 1 < j < d, G; ~ Ni(my,07) et ces variables aléatoires sont

indépendantes, alors pour G = (G4, ...,Gy) et u € R%,

@G(’U/) _ E ZUG <H €WJ ) HE qu Hewjmj—%u?a? _ eiu.m—%u.Diag(tﬂ)u’

ot Diag(c?) est la matrice diagonale d’éléments diagonaux Diag(c?);; = o7 et m le vecteur
de coordonnées m;. Ainsi G ~ Ny(m, Diag(c?)).

Dans le cas particulier ou les G sont centrées réduites, G ~ Ny(0, 1) ou I; € R4 est la
matrice identité.

Remarque 6.1.3. Il ne suffit pas que X; et X5 soient des variables gaussiennes réelles
pour que (X7, X5) soit un vecteur gaussien. Ce résultat est vrai dans le cas particulier
ou X; et X5 sont indépendantes mais pas en toute généralité comme l'illustre 'exercice
6.3.2.

6.1.2 Stabilité du caractere gaussien par transformation linéaire

Si X est un vecteur aléatoire a valeurs R% et Y = a + M X pour un vecteur (constant)
a € R™ et une matrice M de taille n x d, alors toute combinaison linéaire des coordonnées
de Y est combinaison linéaire des coordonnées de X a une constante pres : pour v € R,
v.Y = v.a+ (M*v).X ou M* désigne la transposée de la matrice M. Donc si X est
gaussien, Y l'est aussi.

Exercice 6.1.4. Vérifier que E(Y) = a + M.E(X) et que la matrice de covariance A de
Y s’exprime en fonction de celle I' de X par la relation A = MT'M*.

Exemple 6.1.5. Si X = (X;,...,X,) est un vecteur gaussien & valeurs R? alors pour
k < d,le vecteur (Xi, ..., X}) est gaussien (de méme que tout vecteur obtenu a partir de X
en enlevant certaines coordonnées). La moyenne empirique éZle X, est une gaussienne
réelle.

6.1.3 Construction d’un vecteur gaussien de loi N,,(m,T)

Soit m € R™ et I' une matrice de covariance n X n i.e. une matrice symétrique positive.
Il existe une matrice A € R™*? telle que :

AA* =T.

On peut par exemple choisir d = n et construire A comme la racine carrée de la matrice
symétrique et positive I' en la diagonalisant.
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D’apres ce qui précede, si G = (Gy,...,Gy) est un vecteur de variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites indépendantes alors m + AG suit la loi N,,(m,T).

On débouche ainsi sur 1'algorithme suivant pour simuler un vecteur gaussien m, I :

Simulation d’un vecteur gaussien :

— Calculer A € R4 t.q. AA* =T,

— tirer un vecteur de gaussiennes centrées réduites indépendantes G =
(Gy,...,Gy),

— retourner le vecteur m + AG.

6.2 Propriétés des vecteurs gaussiens

6.2.1 Vecteurs gaussiens et indépendance

Si les coordonnées du vecteur aléatoire X = (Xj, ..., X;) sont indépendantes et de carré
intégrable, alors sa matrice de covariance est diagonale. En effet pour i # j, E(X,;X;) =
E(XZ)E(XJ) i.e. Cov (XZ,XJ) = 0.

Dans le cas ot X est un vecteur gaussien, le caractere diagonal de la matrice de covariance
s’avere une condition suffisante d’indépendance. Cela vient du fait que la loi d'un vecteur
gaussien ne dépend que de son espérance et de sa matrice de covariance.

Proposition 6.2.1. Les coordonnées d’un vecteur gaussien X = (Xy,...,X4) sont
indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance I' est diagonale.

Démonstration : Nous avons déja démontré la condition nécessaire. Supposons que la
matrice de covariance I' est diagonale et notons m le vecteur espérance de X. D’apres
I'exemple 6.1.2, si Yi,...,Y,; sont des variables gaussiennes indépendantes d’espérance
et variance respectives my,['11,...,mg, Lgq alors le vecteur Y = (Y7,...,Y}) suit la loi
Na(m,T'). Donc X et Y ont méme loi, et en particulier pour tout 1 < j < d, X; a méme
loi que Y.

Si les fonctions f; : R — R, 1 < j < d sont telles que les variables f;(X;) sont
intégrables, alors les variables f;(Y;) sont intégrables et ont les mémes espérances. D’apres
la condition nécessaire de la proposition 3.3.11, par indépendance des Y7, H?Zl fi(Y;) est

intégrable et E (szl fj(Yj)) — TT_, E (f;(Y;)). La variable TT°_, f;(X) qui a méme loi

que H;.lzl fj(Y;) est également intégrable et a méme espérance. Ainsi,

d

E (H fj(Xj)> =E (H fj(Yj)> = HE (fi)) =] E (X))

J=1

D’apres la condition suffisante de la proposition 3.3.11, les coordonnées X; sont des va-
riables indépendantes. Il
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Exercice 6.2.2. Soit Yi,...,Y, des vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans
R%, ... R%™ t.q. le vecteur Y = (Y,...,Y,) est gaussien (cela implique en particulier que
les Y; sont des vecteurs gaussiens). Montrer que les vecteurs Y7, ..., Y, sont indépendants
si et seulement si la matrice de covariance I' de Y est diagonale par blocs au sens ou :

n

=1

6.2.2 Stabilité par convergence en loi

Le résultat suivant qui assure que toute limite en loi (a fortiori presque sure, en pro-
babilité, dans L! ou dans L? puisque ces convergences impliquent la convergence en loi)
de variables gaussiennes réelles est gaussienne, est tres utile pour obtenir le caractere
gaussien de variables obtenues par un procédé de passage a la limite.

Proposition 6.2.3. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires gaussiennes réelles qui
converge en loi vers X. Alors X est gaussienne.

Démonstration : Nous nous contenterons de faire la preuve dans le cas beaucoup plus
facile o X,, converge vers X dans L? i.e. ou E((X,, — X)?) — 0.

D’apres la Proposition 5.1.5, on a alors convergence de E(X,,) et Var (X,,) respectivement
vers E(X) et Var (X).

On en déduit que pour u € R, E(e a
convergence dans L? de X,, vers X entraine la convergence en loi de X,, vers X et donc
d’apres le théoreme 5.3.9, la convergence de E(e™*") vers E(e™¥X). On conclut donc que

uXn) — HE(Xn )~ Var (Xp) E(X)— " Var (X) T,

— €

Vu € R, E(e™X) = equ(X)—’éVar (x)

ce qui implique que X est gaussienne. U

Exercice 6.2.4. Soit (X,,), une suite de vecteurs gaussiens a valeurs R? qui converge en
loi vers un vecteur X.

1. Soit u € R%. Montrer que u.X,, converge en loi vers u.X. Que peut-on en déduire
sur la loi de u.X 7

2. Conclure que X est gaussien.

6.3 Exercices

Exercice 6.3.1. Soit X et Y des variables gaussiennes réelles indépendantes. Donner
une condition nécessaire et suffisante pour que les variables X + Y et X — Y soient
indépendantes.

Exercice 6.3.2. Soit X une variable gaussienne centrée réduite et £ une variable vérifiant
P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2 indépendantes.



6.3. EXERCICES 71

1. Quelle est laloide Y =€X7?
2. Donner la matrice de covariance du vecteur (X,Y).
3. Comparer E(X?Y?) a E(X?)E(Y?). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Que peut-on conclure sur le couple (X,Y)?

Exercice 6.3.3. Soit (X,Y’) un couple gaussien de matrice de covariance

(0 7)

ou p € [—1,1]. Que peut-on dire des variables aléatoires X et Z =Y — pX 7

Exercice 6.3.4. Soit Xi,...,X, des variables gaussiennes centrées réduites
indépendantes et a un vecteur non nul de R¢.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que le vecteur aléatoire
X — (a.X)a et la variable aléatoire a.X soient indépendants.
2. On note M, = %22:1 XjetV, = > i1 (Xj — M,)? la moyenne et la variance
empirique.
(a) Par un bon choix de a, montrer que /n M, est indépendante du vecteur
(X1 — M, Xo — M,,..., X, — M,).
(b) Conclure que M, et V,, sont indépendantes.

Exercice 6.3.5. Soit Xi,...,X, des variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré
intégrable telles que la moyenne empirique M, = %2?21 X et la variance empirique
Vi = 723 251 (Xj — M,,)? sont indépendantes.

1 n

Y p— Z X,; Xy et en déduire E(V,,).

n(n —1

. 1 o
1. Vérifier que V,, = - Z;Xj —
]:

jk=1

k#j
2. En utilisant I’hypothése d’indépendance, exprimer E(V,e?"M») en fonction de
Var (X7) et de la fonction caractéristique commune des X; que I'on notera ®x.

3. Montrer par ailleurs que
E(Vnei“"M”) — E(X%eiUXl)(bX(u)n_l _ (E(Xleiuxl))Q(I)X(u)"_Q.

4. Remarquer que E(X;e™X1) et E(X7e™X1) s’exprime simplement & I'aide des deux
premieres dérivées de @ x et en déduire une équation différentielle satisfaite par cette
fonction.

5. Poser f(u) = &y (u)/Px(u) et calculer f'(u). En déduire ®x puis la loi commune
des X;.

Exercice 6.3.6. Théoréme de la limite centrale multidimensionnel
Soit (X, > 1) une suite de variables aléatoires & valeurs dans R? indépendantes suivant
toutes la méme loi que X. On suppose que E (|X|2) < 400 (ou |z| désigne la norme
euclidienne d’un vecteur de R?). On note m le vecteur espérance de X et I' sa matrice de
covariance. Montrer que
1

(L))
converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I'.
(Indication : on pourra appliquer le théoreme de la limite centrale usuel aux variables
aléatoires réelles (u.X;);>; ot u € RY).
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6.4 Résumé

o X = (X1,...,Xy) : Q2 — R?est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire
de ses coordonnées est une variable gaussienne réelle

— Ox(u) = em=zulu oy e RY et T est une matrice d x d symétrique positive.
Alors m; = E(X;) et I';; = Cov (X;, X;) et on note X ~ Ny(m,T).

e Stabilité par transformation affine : si X ~ Ny(m,T') et a € R", M € R"*4
alors a + MX ~ N, (a + Mm, MTM*).

e Les coordonnées d'un vecteur gaussien X sont indépendantes si et seulement si
sa matrice de covariance I' est diagonale.

e Toute limite en loi d’une suite de vecteurs gaussiens est un vecteur gaussien.



Chapitre 7

Quelques exercices corrigés

7.1 Enoncés

7.1.1 Variables aléatoires discretes

Exercice 7.1.1. Un composant électronique a une durée de vie X qu’on mesure en
nombre entier d'unités de temps. On fait 'hypothese que, a chaque unité de temps, ce
composant a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne, de sorte que X suit une loi
géométrique G(p) sur {1,2,...} :

Vk>1, P(X=k) =p(l-prt

On considere un autre composant dont la durée de vie Y est indépendante de X et de
meéme loi. On pose

S=min(X,Y)etT =|X-Y|.
1. Que représentent S et T'7
2. Calculer P(S =set T'=1t) pour s > 1 et t > 0 (distinguer t =0 de t > 1).
3. En déduire les lois de S et T puis E(T"). Quel est le nom de la loi de S'?

4. Les variables aléatoires S et T' sont-elles indépendantes ?

Probleme 7.1.2. Soit Ay, ---, A, une suite d’événements.
1. Montrer que 14,604, =1 —[[=,(1 —14,).
2. En déduire la formule de Poincaré :

n

P(A1U...UA) =) (=D Y~ P4, N...NA,).

k=1 1<i1<..<ip<n

Application : Une personne écrit a n correspondants des lettres personnelles, met
chaque lettre dans une enveloppe, ferme les enveloppes, puis écrit les adresses au
hasard. On s’intéresse au nombre X,, de lettres qui parviennent a leur destinataire.
Pour 1 <i <n, on note A; ’événement : la lettre i arrive a son destinataire.

3. Préciser 'espace fini €2 choisi pour modéliser le probleme ainsi que la probabilité P
dont il est muni.
Pour 1 <k <netl<i <iy<...<ix<n,calculer P(4;, N...NA4;).
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En déduire P(X,, > 0) puis P(X,, = 0). Quel est le nombre de permutations o de
{1,...,n} sans point fixe i.e. telles que Vi € {1,...,n}, o(i) # 17

En déduire que pour 1 < k£ < net 1 < 11 < ip < ... < 4 < n,
P({X,=k}NA A RO GV d la loi de X
{X,=k}nA,Nn...NA,) = i Z ; buis donner la loi de X
1=0
o (_l)nf(k:fl)
. Vérifier que kP(X,=k)=P(X,=k—-1)— =i — (k= 1)) pour k €
{1,...,n}. En déduire que E(X,) = 1. Retrouver ce résultat en remarquant que

Xn = E?zl La;.
Soit X une variable de loi de Poisson de parametre 1. Vérifier que pour tout entier
k, lim,,—, o P(X,, = k) = P(X = k). On dit que (X,), converge en loi vers X.

Probleme 7.1.3. Pour fidéliser ses clients, une marque de chocolat place dans chaque
tablette une piece d'un puzzle. Le puzzle est composé de n morceaux distincts. Le morceau
qui se trouve dans une tablette est supposé suivre une loi uniforme sur les n morceaux
possibles. Le client est supposé acheter les différentes tablettes au hasard. On s’intéresse
au nombre N d’achats a réaliser pour obtenir I’ensemble des morceaux du puzzle.
Evénements

1.
2.

3.

4.

Pour 0 <m <n — 1, que vaut P(N > m)?
On suppose maintenant m > n.
(a) Pour 1 < k < n, on désigne par A" I'’événement “la piece k n’a toujours pas
été obtenue au bout de m achats”. Calculer pour ky,... k. € {1,...,n} des
entiers distincts, la probabilité P(A;* N...N A7) (préciser 'espace fini €2 choisi

pour modéliser les pieces obtenues dans les m tablettes et la probabilité dont
il est muni).

(b) Montrer que {N > m} = U A
k=1
(c) En déduire que

n

PN >m) = > (-1 (1- f)m.

r=1 n
+oo

En remarquant que pour tout [ € N, [ = Z 1{i>m}, montrer que

E(N) = f P(N > m).

En déduire une expression pour cette espérance.
Donner la loi de N.

Variables aléatoires

La premiére piece ayant été découverte dans la premiere tablette (N7 = 1), on note Ny le
nombre d’achats supplémentaires nécessaires a 'obtention d’une seconde piece, puis N3
le nombre d’achats supplémentaires nécessaires a ’obtention d'une troisieme, et ainsi de

suite.
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1. Exprimer N en fonction de Ny,N,,..., N,.

2. On note X; le numéro de la i-eme piece de puzzle obtenue. Pour m > 1, montrer
que

{(Ny=m}=| X1 =i Xo=4,.... Xpp =i, X1 #1i}.
=1

3. Par hypothese, les X; sont des variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme
sur {1,...,n}. En déduire la loi de Ns.

4. Pour mo,m3 > 1, exprimer I'événement { Ny = my, N3 = ms} en fonction des Xj.
Calculer sa probabilité et en déduire I'indépendance de Ny et Nj.

5. Justifier intuitivement que les N; sont des variables de loi géométrique et donner
leurs parametres.

6. En déduire une autre expression de l’espérance de N.

7. Conclure que

—_
3

n—

r=1 1=2

7.1.2 Variables aléatoires a densité

Exercice 7.1.4. On coupe un baton de longueur 1 au hasard en trois morceaux : les
abscisses U et V' des découpes sont supposées indépendantes et uniformément réparties
sur [0, 1]. On veut calculer la probabilité p pour que 'on puisse faire un triangle avec les
trois morceaux (on peut faire un triangle avec trois segments de longueur [y, Iy et I3 si et
seulement si ll S lg + lg, lg S lg + ll et l3 S ll + lg)

1. Exprimer en fonction de U et V' les longueurs respectives L, Lo et L3 du morceau
le plus a gauche, du morceau du milieu et du morceau le plus a droite.

2. Montrer que
1 1 1
=2P <V, Li <=Ly <—,L3<—|.
p (U_V7 1S5 5 3_2)

3. Calculer p.

Exercice 7.1.5. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées suivant la loi de Pareto de parametre 2 i.e. qui possedent la densité

Lo
p(z) = {le}. On pose

(Z, W) = (m(x), 1+ 1128/())) .

1. Quelle est la loi de (Z, W) 7 Les variables Z et W sont-elles indépendantes ?
2. Quelle est la loi de W' ?
3. Quelle est la loi de Z7?
Exercice 7.1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respecti-

vement les lois I'(p, 1) et I'(¢, 1), p > 0 et ¢ > 0. On rappelle qu’une variable aléatoire de
loi I'(a, 1), a > 0, a pour densité

(&) = fra7a” (=) s o)
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ouTl(a) = / 1% ! exp(—z)dx vérifie Va > 0, T'(a+ 1) = al'(a).
0
1. Déterminer I'espérance et la variance de X.

X
2. On veut calculer la loi de la variable aléatoire Z = v On dit que Z suit la loi béta
de seconde espece de parametres p et q.
(a) On pose W = X — Y. Exprimer en fonction de X et Y l'événement {Z <

1,W > 0}. En déduire sans calcul sa probabilité. Les variables Z et W sont-

elles indépendantes ?
(b) Déterminer la loi du vecteur (Z, W).
(¢) En déduire la loi de la variable aléatoire Z.
A
3. Déterminer la loi de T' = ——.
1+Z

Probléme 7.1.7. Soient © ~ U[—m, 7| et R une variable aléatoire réelle indépendante
de © possédant une densité p nulle sur R_. On pose

(X,Y) = (Rcos©, Rsin©).

1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y’). Que peut-on dire des lois des vecteurs (X,Y)
et (Y, X)? En déduire que X et Y ont la méme densité.

2. Pour a > 0, quelle est la loi de Z = aX/Y (on pourra exprimer Z en fonction de
©) 7 En déduire sans calcul la loi de I'inverse d’une variable de Cauchy de parametre
a.

3. Quelle doit étre la loi de R pour que le couple (X,Y") soit uniformément distribué
sur le disque D(0, p) ou p > 0 (i.e. possede une densité constante sur ce disque et
nulle en dehors) 7

4. On suppose la densité p de R continue sur R et strictement positive sur R7. On
souhaite trouver a quelle condition sur p les variables X et Y sont indépendantes.

(a) Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, si ¢ désigne leur densité commune,
exprimer ¢(x)q(y) en fonction de p.
En commencant par choisir y = 0 dans cette relation, établir que pour z,y €

R*,
plal) . p(yl) p(v2? +y?)

2rq(0)]a] = 2mq(O)lyl  2my/a? + 42
(b) Pour s > 0, on pose f(s) = In (%{;g@ﬁ) Vérifier que f est une fonction
continue sur R* telle que pour s,¢t > 0, f(t) + f(s) = f(t +s).

1"2
En déduire qu'il existe une constante o > 0 telle que p(r) = Jze 202 150y i.e.
que R suit la loi de Rayleigh de parameétre o2. Quelle est alors la loi de (X,Y) ?
La loi de Rayleigh intervient notamment dans l'analyse d’erreur de positionne-

ment du systeme GPS.

7.1.3 Convergence des variables aléatoires

Exercice 7.1.8. On considere une machine qui tourne a une cadence de n cycles par unité
de temps et qui a une probabilité p €]0, 1[ de tomber en panne lors de chaque cycle et ce
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indépendamment des autres cycles. Soit N le numéro du cycle ou se produit la premiere
panne.

1.

2.

Quelle est la loi de N7 Que représente T'= N/n?
Soit 7 l'espérance de T'. Exprimer 7 en fonction de p et n.

Dans le cas ou n est grand, on souhaite approcher la variable discrete T' par une
variable aléatoire a densité. Pour cela on va effectuer le passage a la limite n — 400
en choisissant p(n) de fagon a ce que I'espérance de T'(n) reste égale a 7.

(a) Que vaut p(n)?
(b) Calculer la fonction caractéristique de 7'(n).

(c) En déduire que cette variable converge en loi vers une limite que 1’on précisera.

Exercice 7.1.9. Chaque jour, dans une certaine ville, 100 personnes ont besoin d’un
examen radioscopique. Pour préserver le libre choix, n centres d’imagerie sont installés
dans cette ville. On admet que les patients choisissent indifféremment 'un ou l'autre
centre d’imagerie.

Soit N le nombre de clients journaliers dans un centre d’imagerie.

1.
2.

Quelle est la probabilité qu'un client choisisse le centre d’imagerie considéré ?

Montrer que N peut s’écrire N = szoo X; ou les (X;)i<i<n sont n variables

aléatoires indépendantes et distribuées suivant la loi de Bernoulli de méme parametre
p que l'on déterminera.

Quelle est la loi de N 7

On donne que si Y suit la loi normale centrée réduite, alors P(Y < 2) = 98%.

En utilisant le théoreme de la limite centrale, déterminer quelle capacité ¢(n) chaque
centre d’imagerie doit avoir pour étre capable de répondre a la demande avec une
probabilité de 98% 7 Casoun =2, n =3, n =47

Quel est le cotut de la concurrence : quelle surcapacité s(n) la concurrence entraine-t-
elle par rapport a une situation ou chaque centre se verrait affecter un méme nombre
de clients? Casoun=2,n=3,n=47

Exercice 7.1.10. 1. Calculer la fonction caractéristique d’une variable X suivant la

2.

3.

loi de Poisson P (). Calculer E(X) et Var (X).

Soit X ~ P(A) et Y ~ P(u) deux variables de Poisson indépendantes. Quelle est la
loi de leur somme ?

Soit X,, ~ P(n). Montrer que pour n — +o0, X} = (X,, — n)/y/n converge en loi
vers une limite que 1'on précisera. Commenter ce résultat a la lumiere du théoreme
de la limite centrale.

Probleme 7.1.11. Un automobiliste emprunte tous les jours le méme trajet qui comporte
un feu tricolore pour se rendre a son travail. Comme le trajet est peu encombré, lorsque le
feu est rouge, I'automobiliste peut redémarrer des que le feu passe au vert. Mais pour faire
passer le temps, il se demande quelle est la durée 6 pendant laquelle le feu reste rouge. On
note (X;);>1 ses durées d’attente successives au feu lorsque celui-ci est rouge et on suppose
ces variables i.i.d. suivant la loi uniforme [0, 6]. Pour n > 1, on note Z,, = max;<;<, X;.

1.

Montrer que P(X; = X5) = 0.
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2. Montrer que plus généralement P(31 < ¢ # j < n, X; = X;) = 0. En déduire que
pour toute fonction f bornée sur R, on a :

E[f(Z)] = Y B [f(X) iz x,<x] = nE [f (X)) x0ex,, x0ex2)]
i=1

2

3. En déduire que Z, suit la densité 7 (e)n_1 Lo<z<o}-

4. Calculer E(Z,,) et Var (Z,). En conclure que Z,, converge presque strement vers 6
(indication : on rappelle (voir preuve du théoreme 5.2.2) que si (Z,),>1 est une suite
de variables aléatoires telle que 3" ., E(Z2) < +o0, alors la suite (Z,),>1 converge
presque surement vers 0). -

5. Soit f une fonction bornée sur R. Montrer que :

21 (3o-2)] = [ 100 (-2

On rappelle que pour 0 < v < 1, In(1 — v) < —v. En déduire que pour n > 2,
w)n—1 —u/2 .
(1—=9)"" Ljocucn} < €**1fy=0p et conclure que :

n—oo

lim E [f (% (= Zn)ﬂ - /OOO Flw)e™ du

6. En déduire que § (6 — Z,) converge en loi et identifier la limite.

7. Montrer que M, = %(X 1+ -+ + X,,) converge presque surement vers 6. A quelle
vitesse a lieu cette convergence ?

8. L’automobiliste doit-il préférer Z,, ou M,, pour estimer rapidement 6 ?

7.2 Corrigés

7.2.1 Variables aléatoires discretes

Corrigé de ’exercice 7.1.1. Un composant électronique a une durée de vie X qu’on mesure en
nombre entier d’unités de temps. On fait 'hypothése que, a chaque unité de temps, ce composant
a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne, de sorte que X suit une loi géométrique G(p)
sur {1,2,---}:

VE>1, P(X =k)=p(1—-prL
On considere un autre composant dont la durée de vie Y est indépendante de X et de méme

loi. On pose
S=min(X,Y)etT =|X -Y]|.

1. Que représentent S et T'7

S représente le premier temps de panne et T la durée qui sépare les deux temps de panne.

2. Calculer P(S=set T'=t) pour s >1 et t >0 (distinguer t =0 et ¢t > 1).
Pour s > 1 et t > 0, on a toujours

{S=sT=t}={X=s5Y=s+t}U{X=s+1tY =s}
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mais l'union n’est disjointe que si t > 1 (sinon les deux événements sont égaux a {X =
Y = s}). Donc pour s,t > 1, on a, en utilisant I'indépendance de X et Y,

PS=setT=t) = PX=setY=s+t)+PY =set X =5+1)
= PX=5)PY =s+t)+P(Y =s)P(X =s+1)
2p2(1 _p)28+t72.

Pour s > 1 et t =0, on a, toujours par indépendance de X et Y,

PS=setT=0) = P(X=setY =5)
= P(X =s)PY =5s)=p*(1—p)> 2

On conclut que
Vs> 1, ¥Vt >0, P(S=35T=1t) =p> (1 + 1ys0y) (1 —p)' (1 —p)*7D. (7.1)

3. En déduire les lois de S et T puis E(T). Quel est le nom de la loi de S 7
Pour s > 1, on a par la formule des lois marginales

P(S=s) = > P(S=sctT=t)
t=0
— p2(1 _ p)2372 + Z 2p2(1 _ p)2s+t72
t=1

= (1-p)*D <p2 +2p°(1—p) i(l —p)“> olu=t-1

u=0
= <p2 +2p%(1 —p)%> (1-p2-p) ' =p2-pA-p2-p) "

On reconnait la loi géométrique de parametre p(2 — p).

Maintenant, toujours par la formule des lois marginales, pour t > 0,

P(T =t)= ip(s =setT=t)= i (14 Lgsoy) P2(1 — p)2e=1H
s=1 s=1
= (1+1ps0) PPA=p) > (1 =p2—p))* = (L + Lysoy) 1%.
u=0
D’ou
e o200 -p) 2p(1—p) & i1 2p(1=p)
E(T) —;tP(T—t) —;t 5—p  2-p ;t(l—m t= ﬁf (1-p).

ol f(z) =312 zt = ﬁ Comme f'(z) = ﬁ, f(1—p)=1/p? et E(T) = ;g:g%.

4. Les variables aléatoires S et T sont-elles indépendantes ?
On peut montrer I'indépendance en utilisant la définition. En effet, on a pour s > 1 et
t>0,

P(S=s)P(T=t) = p2-p)[1-p)*"" (1+11s0)) p(;%ﬁ)t

= PP (14 1) A-p) P =P(S=set T=1),

d’aprés (7.1). On peut aussi remarquer sur (7.1) que la loi du couple (S,T") se met sous
forme produit cu(s)v(t) et conclure que ces variables sont indépendantes en utilisant la
remarque 2.2.12 du polycopié.
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Corrigé du probléme 7.1.2. Soit A4, - -, A, une suite d’événements.
1. Montrer que 14,u.u4, =1—[[;~;(1—14,).

n n
laju.va, =1 =1au.0a,) =1 —1lacn nag =1— H lae=1— H(l —14,).
i=1 i=1
2. En déduire la formule de Poincaré :

n

P(A1U...UA,) => (DM 3" P4, n...N4,).

k=1 1<i1<..<ix<n
En écrivant,
n n
k
[Ta-14)=> (-1 > la, - 1a,,
i=1 k=0 1<ir1 <. <ip<n

et en prenant I’espérance, on obtient la formule de Poincaré.

Application : Une personne écrit & n correspondants des lettres personnelles, met
chaque lettre dans une enveloppe, ferme les enveloppe puis écrit les adresses au hasard.
On s’intéresse au nombre X, de lettres qui parviennent a leur destinataire. Pour 1 < i < n,
on note A; I'événement : la lettre 7 arrive & son destinataire.

3. Préciser ’espace fini () choisi pour modéliser le probleme ainsi que la probabi-
lité P dont il est muni. On suppose que pour i € {1,...,n}, le i-itme correspondant est
celui pour lequel i-ieme lettre a été écrite. On considere ) = S,,, 'espace des permutations
de {1,--- ,n}. Pour 0 € Q et i€ {l,...,n}, o(i) désigne le numéro de la lettre regue par
le i-iéme correspondant. On munit §2 de la probabilité uniforme. On a Card (2) = nl.
Pour 1<k <mnetl<i <iy<...<i; <n, calculer P(4; N...NA4;).

A, N ...N A;, représente l'ensemble des permutations o telles que pour 1 < j < k,
o(ij) =i;. Ona Card (A;; N...NA;) = (n— k) et P(A4;, N...NA;) = w

4. En déduire P(X,, > 0) puis P(X,, = 0). Quel est le nombre de permutations o de
{1,--- ,n} sans point fixe i.e. telles que i € {1,--- ,n}, o(i) #1?

L’événement au moins une lettre parvient a son destinataire est {X,, > 0} = A;U...UA,,.
En utilisant la formule de Poincaré, on obtient

n

P(X,>0)=P(AU...UA,)=> (=DM 3" P4, Nn...Nn4;)

k=1 1<ir1<..<ip<n
n n
SIS (n—Fk)! 3 (—1)k+1
- A _ n! K
k=1 1< <. <ipg<n k=1

puisque Card ({(i1,...,ix): 1 <i; < ... < i <n}) = CF. Donc

~ (-1)*
P(X,=0)=1-P(X,>0)=)_ B
k=0
Le nombre de permutations o de {1,--- ,n} sans point fixe est égal a

no_1\k
Card ({X, = 0}) = n!P(X,, = 0) = n! ,;;; %
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5. En déduire que pour 1 <k <net1<i; <io<...<ip<n,

n— k)R (1) ,
PH{X, =k}NA4;N...NA4;,) = ( p ) Z ( l!) puis donner la loi de X,,.
1=0
L’application qui a o € S,, associe sa restriction a 7 = {1,...,n}\ {i1,...,ix} établit une

bijection entre A; N...N A;, et 'ensemble des permutations de 7. L’'image de {X,, =
k} N A; N...N A; par cette restriction est 'ensemble des permutations sans point fixe

de 7 dont le cardinal est (n — k)! > Ok (i ) d’apres la question précédente. Donc

n—k l
—1
Card ({X,, =k}NA;N...NA;) = (n—k) (l')
=0
is P{X,=k}NA Ay = B 1
puis {Xn=k}NnA;n...NA4;,)= o lzg TR
Comme {X,, =k} = U {Xn, =k} A; Nn...NA; oul'union est disjointe,
1<y <..<ig<n
P(Xp=k)= >  PH{Xa=k}NnA;n...Nn4)

1<i1<...<ip<n

n—=k l n—=k l

S L N G A S S N Gt

=Cn n! lz T P
0

. Vérifier que kP(X,, = k) =P(X,, =k—1)—

En déduire que E(X,,) = 1.
Il est facile de vérifier que

k—Dl(n— (k- 1)

1 n—k 1) 1 n—k+1 _1)!
(-1 _

k—Dliln—k+ 1)

Pour P’espérance de X,,, on a

E(X,) = ZkIP’ ZkIP(Xn =k)

n 1)11 (k—1)

SR = k-1 - 2 G i~ (F D)
k=1
_ 1_[@(}@:71)—2%:1—%20}1(—1%l:
=0 =0

Comme X, = > | 14,, par linéarité de l'espérance,

= 1
Xn) =Y P(4;) =nx —=1
=1

7. Soit X une variable de loi de Poisson de parameétre 1. Vérifier que pour tout

entier k, lim, . P(X,, = k) = P(X = k). On dit que (X,,), converge en loi vers X.
Soit k£ € N,

lim P(X, = k) = lim — Z( L' =5 —P(X=k).

n—oo n—oo k!
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Corrigé du probleme 7.1.3. Pour fidéliser ses clients, une marque de chocolat place dans
chaque tablette une piece d'un puzzle. Le puzzle est composé de n morceaux distincts. Le
morceau qui se trouve dans une tablette est supposé suivre une loi uniforme sur les n morceaux
possibles. Le client est supposé acheter les différentes tablettes au hasard. On s’intéresse au
nombre N d’achats a réaliser pour obtenir I’ensemble des morceaux du puzzle.

Evénements

1. Pour 0 <m <n—1, que vaut P(N >m)?
Il est clair qu’il faut au minimum n achats pour obtenir I’ensemble des pieces du puzzle.
Ainsi, nécessairement N > n et donc pour m <n—1, P(N >m) = 1.

2. On suppose maintenant m > n.

(a)

Pour 1 < k < n, on désigne par A} ’événement “la piece k n’a toujours

pas été obtenue au bout de m achats”. Calculer pour kq,..., k. € {1,...,n}
des entiers distincts, la probabilité P(A]l N...N A7).
On modélise achat des m tablettes par la suite w = (w1, ...,wm) € {1,...,n}" des

numéros des tablettes obtenues. On ne dispose d’aucun élément pour affirmer qu’une
configuration w particuliere est plus probable qu’une autre; on munit donc 2 =

{1,...,n}™ de la probabilité uniforme . Une configuration w est dans A}’ N...NA}"
si et seulement si au bout de m achats, on n’a toujours pas obtenu les pieces k1, . . ., k.

Il est donc clair que A7 N...NAP = ({1,...,n} \ {k1,..., k- })™. Par conséquent :

Card ({1,...,n}\ {k1,... . k:})"

P(AZN...NAY) =

Card ()
- gy

n
Montrer que {N > m} = U AP
k=1
Soit maintenant w € {N > m}. Pour cette configuration w particuliére, toutes les

pieces n’ont pas encore été obtenues au bout de m achats. Ceci signifie également
qu’au bout de m achats, il manque encore au moins une piece.

En déduire que P(N > m) = > | (—=1)"*1C? (1 — £)™ . Par application de la
formule de Poincaré, on peut alors calculer :

P(N >m) = IP(CJ A;ﬂ)
k=1

_ Z(_NH Z P (NjexcAT") -

r=1 Kc{1,...,n},Card (K)=r

Or, d’apres 2.(a), P (ﬂje;cA;n> = (1 —r/n)™ deés lors que Card (K) = r. Comme il
y a exactement C] parties K de cardinal r dans {1,...,n}, la formule proposée est

démontrée.
+oo

3. En remarquant que VI € N, | = Z Lismys m.q. E(N) = S P(N > m). En

m=0

déduire une expression pour cette espérance.
En appliquant & N(w) la décomposition de I'énoncé, il vient :

+o0
Nw) =" Lnsm}

m=0
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Or pour tout w, les deux expressions 1{y(w)>m} €t 1{y>m)(w) sont égales et ainsi :

—+00

Nw) = Linsm W)

m=0

On calcule I'espérance des deux membres et, tout les termes étant positifs, on permute
I’espérance et la somme :

+oo +oo +oo
E(N) =E (Z 1{N>m}> = Z E(l{N>m}) = Z P(N > m)
m=0 m=0 m=0

En utilisant les deux expressions de P (N > m) suivant que m < n — 1 (voir 1.) ou que
m > n (voir 2.(c)), on obtient :

_n+zlz ey (1- E)m

n
:n+2(—1)r+1c;
m=n Lr=1

_n+z r+1Cr <1__) —n—i—nz r+11< _%)"

4. Donner la loi de N.
La variable aléatoire N prend ses valeurs dans {n,n + 1,...}. Pour m > n, on a :

> (-1)']

m=n

P(N=m)=P(N>m—-1)—-P(N >m).

On calcule cette valeur en distinguant suivant que m > n + 1 ou m = n. Dans le premier
cas, on utilise I’expression en 2.(c) pour obtenir :

P(N =m) = Zn:(—nr“c;;% (1 - f)m_l .

n
r=1

Dans le cas o m = n, on utilise 1. pour écrire que P(N >n —1) =1 et donc P (N =n) =
—P(N > n). Ainsi,

n
P(N=n) == (-1)*1C; (1-2)"
== =3 e (-]
Remarques
— La premiére remarque que ’on peut faire est que { N = n} = S,,, ensemble des permutations
de {1,...,n}. Aussi, P(N =n) = n!/n"
— On vérifie ensuite sur expression 2.(c) que limy, oo P (N > m) = 0. Ainsi P (N < +00) =1
et on finit toujours par obtenir toutes les pieces.
Variables aléatoires
La premiere piece ayant été découverte dans la premiere tablette (N7 = 1), on note Ny le
nombre d’achats supplémentaires nécessaires a I’obtention d’une seconde piece, puis N3 le nombre
d’achats supplémentaires nécessaires a ’obtention d’une troisiéme, et ainsi de suite.

1. Exprimer N en fonction de N1, No,..., N,.
Il est clair que pour obtenir toutes les pieces du puzzle, il faut obtenir la premiere, puis
la seconde, puis la troisieéme, etc. Ainsi, N = N1+ No + --- + N,,.

2. On note X; le numéro de la i-éme piéce de puzzle obtenue. Pour m > 1, mon-
trer que {No =m} =" {X1 =0, Xo=14,..., X, =4, Xpny1 # i}
Soit w € {Na = m} et soit ¢ le numéro de la premiere piece obtenue i.e. X;(w). Dire que
Ny(w) = m, cest dire qu’il a fallu m pieces supplémentaires pour obtenir une piece
différente de la premiere. C’est donc dire que Xo(w) = ... = X,,(w) = ¢ mais que
Xmt1(w) # . D’ou le résultat.
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3. Par hypotheése, les X; sont des variables aléatoires indépendantes, de loi uni-

forme sur {1,...,n}. En déduire la loi de Nj.
Les différents éléments dans la réunion ci-dessus sont disjoints car ils correspondent a des
valeurs distinctes de X7. Aussi,

n
P(Np=m) = Y P(X1=4,Xp=4,..., Xpn =4, Xpnt1 # 1)
=1

- ip(xl — )P (Xg=i)...P(Xpy = i) P(Xppr1 # i)
=1

On a utilisé dans la derniere égalité 'indépendance des variables X;. Comme elles suivent
une méme loi uniforme sur {1,...,n}, il est clair que :

IP’(X1:i):IP’(XQ:i):...:P(Xm:i):%, P (X £) = L.

n

Par conséquent,

P(NQZm):Z:nimanzl:(l_%) X (%)m_l.

D’apres le cours, ceci signifie que Ny suit la loi géométrique de parametre 1 — 1/n.

. Pour mgy,m3 > 1, exprimer 1’événement {Ny = mo, N3 = m3} en fonction des X;.

Calculer sa probabilité et en déduire I'indépendance de N, et Ns.
En examinant les numéros des deux premieres pieces différentes obtenues comme ci-dessus,
on peut écrire :

{NQZmQ,N3:m3}: U {Xlzi,XQZi,...,XmQ:i,Xm2+1:j,
1<i#j<n

Xm2+2 € {%j}a s >Xm2+m3 € {i7j}aXm2+m3+1 ¢ {Zvj}}

On en déduit en utilisant le fait que les événements ci-dessus sont disjoints puis que les
X, sont indépendants que :

1 (2\™ " (n—2
]P(NQ = m27N3 = mg) = n(n — 1)W <E> < n >

(D)) D))

Ceci étant vrai pour tous mg,ms3 > 1, cette égalité prouve d’une part I'indépendance de
Ny et N3 ('expression est le produit d’une fonction de mgo par une fonction de mg3) et
d’autre part que N3 suit la loi géométrique de parametre 1 — 2/n.

. Justifier intuitivement que les N, sont des variables de loi géométrique et

donner leurs parametres.

Le raisonnement intuitif est le suivant : une fois que les (k — 1) premiéres pieces ont été
obtenues, on achete des tablettes jusqu’a obtenir une nouvelle piece. A chaque achat, on
a une probabilité (k — 1)/n d’obtenir une piece que 1'on possédait déja et une probabilité
(1 — (k—1)/n) d’en obtenir une que l'on ne possédait pas. Les achats successifs sont
indépendants. On reconnait ainsi le temps de premier succes dans une suite d’expériences
indépendantes avec probabilité de succes (1 — (k — 1)/n), qui suit la loi géométrique de
parametre cette probabilité. Ainsi, IV; est une variable de loi géométrique de parametre

(1 - (k—1)/n).
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6. En déduire une autre expression de 1’espérance de N.
On sait que I'espérance d’une variable géométrique est 'inverse de son parametre. Ainsi,
— n ’ A 3 3 .
E(Nk) = =57 et donc d’apres 1., il vient :

7. Conclure que Y/_ /(-1 *1Cr L (1-)" =y" L

n
En confrontant ’expression obtenue a la question précédente avec celle obtenue au 3. de

la premiere partie, on peut écrire :

n+nz yrcr <1__) _nz

D’ou le résultat annoncé.

7.2.2 Variables aléatoires a densité

Corrigé de I’exercice 7.1.4. On coupe un baton de longueur 1 au hasard en trois morceaux :
les abscisses U et V' des découpes sont supposées indépendantes et uniformément réparties sur
[0,1]. On veut calculer la probabilité p pour que l'on puisse faire un triangle avec les trois
morceaux (on peut faire un triangle avec trois segments de longueur lq, lo et I3 si et seulement
sily <lp+13, lp <3+ 1 et I3 <1y +1n).

1. Exprimer en fonction de U et V les longueurs respectives L, Ly et L3 du
morceau le plus a gauche, du morceau du milieu et du morceau le plus a
droite.

Il est clair que Ly = inf(U, V), Ly = sup(U, V) —inf(U,V) et Ls =1 —sup(U, V).

2. Montrer que

1 1 1
= 2P < VI <= Lo< - L<—].
P (U_V, 1_2,2_2,3_2>

En remarquant que lorsque I1+1lo+13 = 1, la condition I1 < la+13,ls < lI3+l1 et ls < li+1s

est équivalente a [ < o lo < 3 et I3 < gy onen déduit que p est égale a la probabilité
1 1 1
de {Ll < §,L2 < §,L3 < 5} En décomposant cet événement sur la partition {U < V'},

{V < U} et {U =V} et en utilisant ’égalité P (U = V) = 0, on obtient

1 1 1 1
P:P<U§V,L1§§,L2§§,L3§§> <V<UL1<—L2<—L3 2)

Comme les couples des variables (U, V) et (V,U) ont méme loi, les deux probabilités a
droite de I’égalité sont égales. Donc

1 1 1
= 2P <V I <= Lo< = L[a<=].
P (U_V, 1_272_273_2>
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3. Calculer p.

1 1 1
p = 2P<USV,L1S§7L2S§,L3S—>

1 1
= <U<VU<2V U§§7v>_>
- //1{x<yac< y—w<ty>1 13 1o, (@) 10,1 (y)dxdy

3 1
= 2/ </ dy)dx:Q/ xdr = —.
0 1 0 4

2
Corrigé de D’exercice 7.1.5. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et

identiquement distribuées suivant la loi de Pareto de parameétre 2 i.e. qui possédent la densité
Lizs1y
22

p(z) = . On pose

(Z, W) = (m(x), 1+ 1128;;) .

1. Quelle est la loi de (Z,W)? Les variables Z et W sont-elles indépendantes ?
On se donne une fonction muette f : R? — R bornée. On a
E(f(Z,W)) = E(f(In(X),1 +In(Y)/In(X))).
Comme X et Y sont indépendantes, (X,Y") a pour densité p(z)p(y). Donc
dx dy
B W) = [ Hae) 14 m) /G 5

Pour (z,y) €]1,+00[?, on pose ¢(z,y) = (z,w) = (In(x),1 + In(y)/In(x)). Comme In est
une fonction injective et positive sur |1, 400 [ ¢ est injective sur |1, +00[? et (]1, +00[?) C
0, +00[x]1, +00[. Soit (z,w) €]0, +00[x]1, +00],

{z = In(x) o {ln(x) =z o {x =e*
w=14In(y)/In(z) In(y) = z(w — 1) y = e*(w=1)

Comme (ez 2(w= 1)) €]1,+00[? on en déduit que ¢(]1,+00[?) =0, +o00[x]1, +oo] et que
(z,y) = o (z,w) = (%, e*@~1). Comme

D(‘T7y) _ ez O
D(Za w) N (U] — 1)62’(10—1) ZeZ(’w—l) )

en calculant la valeur absolue du déterminant de cette matrice, il vient dedy = ze*"“dzdw.
Donc en appliquant la formule de changement de variables, on obtient

zZw

z
10,+00[x]1,+00] e~re

Donc (Z,W) possede la densité 1(,50)1{w>132¢ 7. Comme cette densité ne peut pas
s’écrire comme le produit d’une fonction de z et d’une fonction de w, les variables Z et
W ne sont pas indépendantes.

2. Quelle est la loi de W ?

Par la formule des densités marginales, W a pour densité
+o0o
/ Lsoy lws1y2e” “dz = 1{w>1}/ ze *Ydz
R 0

-1 teo +o0
= 1{w>1} |:Z X ;ezw] + {wT>1}/O eizwdz
0

+
B 3V i gl S (e
w w 0 w?
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Donc W suit la loi de Pareto de parametre 2.

3. Quelle est la loi de Z 7
Toujours par la formule des densités marginales, Z a pour densité

/Rl{z>o}1{w>1}26_zwdw =150} [—e_zw]foo =lpsoppe "

Donc Z ~ &(1).
Corrigé de l’exercice 7.1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant

respectivement les lois I'(p, 1) et T'(¢,1), p > 0 et ¢ > 0. On rappelle qu'une variable aléatoire
de loi I'(a, 1), a > 0, a pour densité

1
fula) = Frga” " exp(-2) ol (0)

ouI'(a) = / 2% exp(—a)dz vérifie Va > 0, T'(a + 1) = al'(a).
0

1. Déterminer ’espérance et la variance de X.

1 * _Tp+1)
E(X) = m/o aP exp(—x)dx = 7F(p) =p
2y 1 c>oprrlex —z xsz(p—!—?) =
B = 775 | p(-a)de = <L = p(p+ 1)

Donc Var (X) = E(X?) — (E(X))? = p.

2. On veut calculer la loi de la variable aléatoire Z = é On dit que Z suit la loi béta de
seconde espece de parametres p et q.

(a) On pose W = X — Y. Exprimer en fonction de X et Y I’événement {7 <
1,W > 0}. En déduire sans calcul sa probabilité. Les variables Z et W
sont-elles indépendantes 7
Il est clair que {Z < 1,W > 0} = {X <Y, X > Y} = (. La probabilité de cet
événement est nulle. Comme il est facile de vérifier que P(Z < 1) = P(X <Y) et
P(W > 0) =P(Y < X) sont strictement positives, on en déduit que

P(Z <1,W >0)#P(Z < 1)P(W > 0).

Ceci montre que les deux variables ne sont pas indépendantes,

(b) Déterminer la loi du vecteur (Z,W).
Soient U = R x R \ {(z,y) t.q. z = y} et V =]0,1[x] — o0, 0[U]1, +00[x]0, 4-00].
U et V sont deux ouverts de R%. On note par ¢ la I'application de U dans V définie

x
par p(z,y) = (z,w) = <—,x — y). En résolvant le systeme d’équations
Y

{2:5 @{x:yz @{x:%
wo=a-y Tlw = -1 Ty = 2

z2—1"2-1
marque que ¢ et ¢! sont de classe C''. La matrice jacobienne de ¢ au point (z,vy)
est donnée par
_12 >
-1 ’

on déduit que ¢ est bijective et que ¢ l(z,w) = (z,y) = < we v ) On re-

— @ =
<

Jo(z,y) = <
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le jacobien de ¢ au point (z,y), déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point

_2 y . Maintenant

(x,y), est égal a L

jap—l(zaw): - = wz _ w_ (2_1)2'

Pour appliquer la méthode de la fonction muette, on considere h une fonction de R?
dans R bornée,

E (h(Z,W)) :E<h (;,X—Y>> ://RQh<§,x—y> Fxy (@, y)dzdy,

avec fxy la densité du couple (X,Y). Comme les variables X et Y sont
indépendantes, on déduit que fxy(z,y) = fx(x)fy(y), avec fx la densité de X
et fy la densité de Y. Maintenant on écrit

E(h(ZW))=//Uh090(ar,y)fx,y(w,y)d:cdy
= // h(z,w)fxy o go_l(z,w) |j<p_1(z,w)‘ dzdw

// Z,w fXY< wzl z—1> (Z|EU|1)2dzdw
q—1
// o < —1) <Zl_Ul> e (Z|EU|1)2dzdw

ptg—1 p-1 1
// Z, W) |w| 1|p+q ‘w‘\iTlldzdw.

Ainsi (Z, W) a pour densité

1 |w|p+q71 Zp—l

L(p)T(q) |z — 1P

w2t
e~ I 1y (z,w).

fzw(z,w) =

(¢) En déduire la loi de la variable aléatoire Z.
Par la formule des densités marginales, on obtient :

f2(2) = /R Sz (5 w)duw

1 21 /0 1 —lwl 2L
=1 z wlP Tt TR gy
joarl )F(p)F(q) |z — 1P+ foo| |
1 2Pl +0o0 —Jw| 2L
+1 z / w|PTI eI du.,

Par la parité de la fonction valeur absolue, on en déduit que les deux intégrales sont
égales, et que pour tout z €]0, 1{U]1, +00],

1 p—1 +o0 o ztl 1
12 = For) : 1Pt / WPt (0” pose s “’ﬁ)
p)Lq) |z — 0 Z =
B 1 prl /+oo ap-l—q—le—ada _ F(p + Q) prl
L(p)L(q) (z 4 1)p*a L(p)L(q) (z 4+ 1)pFa’

I'(p+q) 2P71 ) )
L'(p)T'(q) (z + 1)ptq 10,4-00[\% )

Donc Z possede la densité fz(z) =
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Z
3. Déterminer la loi de T'= ——.
147
On applique la méthode de la fonction muette, on considere h une fonction bornée de R
dans R.
z o) 7 (=)
ET) = E(h|——= = ——" h dz.
oy = w(n(r27)) ~ o (o) wre
On pose t = %3, ce qui donne z = =1+ et dz = (lf—i)g. Donc E (h(T)) =
FF(%JFFZI)) fol h(t)tP~1(1 — )97 dt et T suit la loi béta de paramétres p et q.

Corrigé du probléme 7.1.7. Soient ©® ~ U[—7, 7] et R une variable aléatoire réelle
indépendante de © possédant une densité p nulle sur R_. On pose

(X,Y) = (Rcos©O, Rsin©).

1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y). Que peut-on dire des lois des vecteurs
(X,Y) et (Y,X)? En déduire que X et Y ont la méme densité.
Comme R et © sont indépendantes, le couple (R, ©) a pour densité %p(r)l[,mﬂ](ﬁ) fonc-
tion qui est nulle pour r < 0. Soit f : R? — R bornée.

IE(f(X,Y)):IE(f(Rcos@,Rsin@)):/]0Jr . [f(rcosﬁ,rsine)];(—:r)drdﬁ.

A Taide de l'exercice résolu 3.1.5, on vérifie que le changement de variables (z,y) =
©(r,0) = (rcosf,rsinf) est une bijection de ]0, +oo[x] — 7, 7[ sur R?\ {R_ x {0}} de
classe C'! ainsi que son inverse

(r,0) = 90_1(30,3/) = x2 + y2,2arctan v .
T+ /22 +y?

D(z,y) ([ cosf® —rsinf
D(r,0) \ sinf rcos® )’

Comme

dxdy = r(cos? § +sin? 0)drdf, ce qui s’écrit aussi drdf = \/%. Donc par la formule de
z24y

changement de variable,

E(f(X.Y)) = / Mdmdy.

f(z,y)

RA(R_x{0}} 2m\/22 + 2

Comme on ne change pas la valeur du membre de droite en rajoutant la demi-droite
R_ x {0} au domaine d’intégration, on conclut que (X,Y’) a pour densité p(x yy(z,y) =

p(V2? +y?)/2m\/a? + 2.
Puisque cette densité est symétrique, pour f de R? dans R bornée,

BUYX) = [ Faapxydedy = [ f.)pxy(va)dody.

Donc (Y, X) admet pxy pour densité et (Y, X) £ (X,Y). Les images respectives X et
Y de ces deux vecteurs par la projection (z,w) € R2 — z € R ont également méme loi.
Comme d’apres la formule des densités marginales X et Y ont une densité, leurs densités
sont égales.

2. Pour a > 0, quelle est la loi de Z = aX/Y (on pourra exprimer Z en fonction
de ©)? En déduire sans calcul la loi de I’inverse d’une variable de Cauchy de
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parametre a.
Comme Z = acot ©, pour f de R dans R bornée,

1 (" 1 (7
E(f(Z)) =E(f(acot®)) = Py f(acot8)dd = —/ f(acot9)do,
L m™Jo
en utilisant la périodicité de la fonction cotangente. Si on pose z = acot 6, % = —a(l+
cot? ) ce qui implique que df = W. On en déduit que

—00 dz adz
E(f(2)) = /Jroo f<z)—a7r(1+22/a2) - /Rf(z)m-

Donc la variable Z = a X /Y suit la loi de Cauchy de parameétre a. Comme (X,Y") £ (Y, X),
Y/aX £ X/aY. Donc 1/Z =Y/aX £ 1X/Y. Dapres ce qui précede, 1X/Y ~ C(1/a).
Donc la loi de I'inverse d’une variable de Cauchy de parametre a est la loi de Cauchy de
parametre 1/a.

. Quelle doit étre la loi de R pour que le couple (X,Y) soit uniformément dis-

tribué sur le disque D(0,p) otr p > 0 (i.e. posséde une densité constante sur ce
disque et nulle en dehors) ?
Pour que (X,Y) soit uniformément réparti sur le disque D(0, p) i.e. possede la densité

2 . .
1{W<p}/ﬂp , il faut et il suffit que

(/) i

N Lvear<n

c’est-a-dire que p(r) = 1}0’p[(7‘)27‘/p2.

. On suppose la densité p de R continue sur R, et strictement positive sur

R%. On souhaite trouver a quelle condition sur p les variables X et Y sont
indépendantes.
(a) Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, si ¢ désigne leur densité com-
mune, exprimer ¢(z)q(y) en fonction de p.
En commengant par choisir y = 0 dans cette relation, établir que pour
xz,y € R*,

p(aD)  _p(y)  _ p(V2+y?) (7.2)
2rq(0)|z] ~ 27q(O)lyl ~ 2m/2® £ o7 '

Si X et Y sont indépendantes, pxy(z,y) = q(z)q(y), ce qui s’écrit aussi

_ (W2 +y?)
Q(l')Q(y) - 2ﬂ_\/m'

Le choix y = 0 implique alors que g(z) = p(|z|)/2mq(0)|z| et on obtient (7.2) en
reportant cette expression dans I’égalité précédente.

(b) Pour s > 0, on pose f(s) = In (%). Vérifier que f est une fonction
continue sur R telle que pour s,t >0, f(s)+ f(t) = f(s+1).

Pour s,t > 0, en posant x = /s, y = V't et en divisant (7.2) par q2(0), on obtient
PV eV VEES)
2mg?(0)v/s  2mq(0)2Vt 21> (0)VE+s

Par passage au logarithme, il vient f(s) + f(t) = f(s + t), la continuité de f se
déduisant de celle de p.
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2

En déduire qu’il existe une constante o > 0 telle que p(r) = e 2?1,
i.e. que R suit la loi de Rayleigh de paramétre o2.

Par récurrence, on en déduit que pour k € N* et s1,...,s5;, > 0, Z§:1 f(s;) =
f(Z;?:l 5;). Soit n € N*. Pour le choix s; = % pour tout 7 > 1, on en déduit que pour
tout k € N*, kf(1/n) = f(k/n). Comme en particulier pour k = n, cette relation
sécrit f(1/n) = f(1)/n, on en déduit que pour tout k,n € N*, f(k/n) = kf(1)/n.
La densité des rationnels dans R% et la continuité de f impliquent que pour tout
s> 0, f(s) = f(1)s.

En utilisant la définition de f, on obtient qu’il existe deux constantes c et a telles
que p(r) = cre‘“"Ql{DO}. La condition de sommabilité de p impose que a < 0 i.e. qu’il
existe une constante o > 0 telle que a = —1/20°2. Puis la condition de normalisation
de p impose que ¢ = 1/02. Ainsi R suit la loi de Rayleigh de parametre o2.

Quelle est alors la loi de (X,Y)? On a

oy 2 VTR _ e i
T,y) = = X :
Py 21/ 22 + y? oV2m o2

c’est-a-dire que X et Y sont indépendantes et suivent la loi normale N7 (0, 0?).

7.2.3 Convergence des variables aléatoires

Corrigé de ’exercice 7.1.8. On considere une machine qui tourne a une cadence de n cycles
par unité de temps et qui a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne lors de chaque cycle
et ce indépendamment des autres cycles. Soit N le numéro du cycle ou se produit la premiére
panne.
1. Quelle est la loi de N ? Que représente T'= N/n?
N suit la loi géometrique de parametre p. La variable T représente le temps avant la
premiere panne.
Soit 7 ’espérance de 1. Exprimer 7 en fonction de p et n.
T =E(N)/n=1/pn.
2. Dans le cas ou n est grand, on souhaite approcher la variable discrete 1T' par une variable
aléatoire a densité. Pour cela on va effectuer le passage a la limite n — 400 en choisissant
p(n) de fagon a ce que l'espérance de T'(n) reste égale a 7.
(a) Que vaut p(n)?
p(n) =1/nt.
(b) Calculer la fonction caractéristique de T'(n).

u) = n)(1 — p(n))* "t exp(iuk/n) = p(n) exp(iv/n)
Prny (1) ;P( )(1—p(n)) p(iuk/n) T p(n) exp(ia/n)

En remplagant p(n) par sa valeur 1/n7 on obtient
1

) = .
7w (1) 1+ nr(exp(—iu/n) — 1)
(¢) En déduire que cette variable converge en loi vers une limite que 1’on
précisera.
Comme lim,,_, 4 n(exp(—iu/n) — 1) = —iu, on a

11T
1 —dur 1/t —iu’

R, lim &
Vu€R, lim Pr)(u)

On reconnait la fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre 1/7.
Donc les variables T'(n) convergent en loi vers la loi exponentielle de parametre 1/7.



92 CHAPITRE 7. QUELQUES EXERCICES CORRIGES

Corrigé de ’exercice 7.1.9. Chaque jour, dans une certaine ville, 100 personnes ont besoin
d’un examen radioscopique. Pour préserver le libre choix, n centres d’imagerie sont installés
dans cette ville. On admet que les patients choisissent indifféremment 'un ou l'autre centre
d’imagerie.
Soit N le nombre de clients journaliers dans un centre d’imagerie .
1. Quelle est la probabilité qu’un client choisisse le centre d’imagerie considéré ?
Comme on suppose que les patients choisissent indifféremment I'un ou 'autre des n centres
d’imagerie, la probabilité qu’'un client choisisse le centre d’imagerie considéré est %

2. Montrer que N peut s’écrire N = Zﬁjgo X; ou les (Xj;)i<i<n, sont n variables
indépendantes distribuées suivant la loi de Bernoulli de méme parametre p
que ’on déterminera.

Soit X; la variable aléatoire discrete réelle qui vaut 1 si le client ¢ va au centre d’imagerie
étudié et 0 sinon. Alors X; suit la loi de Bernoulli de parametre p tel que

3. Quelle est la loi de N 7
N suit la loi binomiale de parametres 100 et % Son espérance est donc : E(N) = 100 , et
sa variance : V(N) = 1001 (1 — 1),

4. On donne que si Y suit la loi normale centrée réduite, alors P(Y < 2) = 98%.
En utilisant le théoréme de la limite centrale, déterminer quelle capacité c(n)
chaque centre d’imagerie doit avoir pour étre capable de répondre a la de-
mande avec une probabilité de 98% ? Casoun=2,n=3,n=47
Le Théoreme Central Limite dit que

peut étre considérée comme une variable normale centrée réduite.
Or
—E(N
(Ne<op=lx < ZEM L
V(N)

et les tables de la loi normale centrée réduite donnent que P(X < 2) = 98%. Donc pour
pouvoir faire face & demande avec une probalité de 98%, le centre doit avoir la capacité
¢(n) donnée par

—E(N 1 1 1
By 4 )= 207 = 20 a1 (1- 1)
n n
On a les résultats suivants :
¢(1) = 100 (heureusement!), ¢(2) =60, c(3)=42,8, c(4)=33,7.

5. Quel est le colit de la concurrence : quelle surcapacité s(n) la concurrence
entraine-t-elle par rapport & une situation ou chaque centre se verrait affecter
un méme nombre de clients? Casoun=2,n=3,n=47
La surcapacité est s(n) =n x ¢(n) — 100 = 20 x v/n — 1 soit

s(1) =0, s(2)=20, s(3)=28,3, s(4)=34,6.

Corrigé de ’exercice 7.1.10.
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1. Calculer la fonction caractéristique d’une variable X suivant la loi de Poisson
P(N). Calculer E(X) et Var (X).

Soit u € R. Par définition, la fonction caractéristique ¢ x de X vaut :

e e}

k
(bX(U) _ qu ZezukP{X _ k} _ Z iuk f)\ 2' _ eXp()\<ez'u o 1))

k=0

Développons cette expression au voisinage de u =0 :
iu : L 9 2
e —1:w—§u + o(u®).
Par conséquent,

207+ o))

)\2
= 1+ <iu)\ - %u2> - 7u2 + o(u?)

ox(u) = exp{A(e™ — 1)} = exp{iul —

2

A+ A
= 14— * u® + o(u?).

En identifiant avec le développement limité en v = 0 de ¢x (¢x(u) = 1 + iE(X)u —

EXB) 02 4 o(u2)), il vient : E(X) = X et E(X2) = A+ A% donc Var(X) = A+ A2 — A2 =\,
2. Smt X ~P(A) et Y ~ P(u) deux variables de Poisson indépendantes. Quelle est

la loi de leur somme ?

Les deux variables étant indépendantes, la fonction caractéristique de leur somme est le

produit de leurs fonctions caractéristiques. Ainsi, pour tout v € R, on a :

Ox+y (1) = ox (u)oy (u) = exp{A(e™ — 1)} exp{u(e™ — 1)} = exp{(A + p)(e™ — 1)}.
On reconnait la fonction caractéristique d’une variable de Poisson de parametre A + p.
Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, on conclut que X +Y ~ P(A + p).

3. Soit X,, ~ P(n). Montrer que pour n — +oo, X = (X, —n)/\/n converge en
loi vers une limite que 1’on précisera. Commenter ce résultat a la lumiére du
théoréme de la limite centrale.

Soit u € R.

¢x:(u) = exp(—iuyn) ¢x, (
= exp (—iuy/n) exp{n(e' /i 1)}

exp (—iuy/n) [(;‘ﬁ ;L;+0<%>>]:exp<—%2+o(1)>.

Ainsi, Vu € R, lim, o0 ¢x (u) = exp{—% = ¢c(u) ot G ~ N(0,1). Par conséquent,
X' converge en loi vers G qui suit la loi normale centrée réduite.

Il
D
><

o
-~
|
|

Pour expliquer ce résultat, il suffit de considérer une suite (Y,,),>1 de variables i.i.d. de loi
P(1). I résulte de la deuxiéme question que Y7 +...+Y,, suit la loi P(n) et par conséquent
X} améme loi que Z, = /n(XFt% 1) Comme E(Y7) = 1 et Var (V1) = 1, le théoreme
de la limite centrale implique que la suite (Z,),>1 converge en loi vers G.

Corrigé du probleme 7.1.10. Un automobiliste emprunte tous les jours le méme trajet qui
comporte un feu tricolore pour se rendre a son travail. Comme le trajet est peu encombré,
lorsque le feu est rouge, 'automobiliste peut redémarrer des que le feu passe au vert. Mais pour
faire passer le temps, il se demande quelle est la durée ¢ pendant laquelle le feu reste rouge. On
note (X;);>1 ses durées d’attente successives au feu lorsque celui-ci est rouge et on suppose ces
variables i.i.d. suivant la loi uniforme U[0,]. Pour n > 1, on note Z,, = maxj<;<pn X;.
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1. Montrer que P(X; = X3) =0.

Les variables X; et Xy étant indépendantes et a densité, le couple (X7, X2) admet une
densité qui est le produit des densités de X1 et de Xo. Ainsi,

1

P(X;=X)=— 1p,. — =
(X1 2) 0 /[0’9]2 {xl,@}dxldxg 0

car la droite d’équation x1 = x9 est de mesure nulle dans le plan.

. Montrer que plus généralement P(31 <i # j < n,X; = X;) = 0. En déduire que

pour toute fonction f bornée sur R, on a :
E(f(Zn)] =) E [f(Xz‘)l{vj’;éz‘, Xj<xi}] =nE [f(X1)1l{xo<x1,.. Xp<X1}] -
i=1

11 suffit de remarquer que comme pour i # j, P(X; = X;) = P(X; = X3) =0,

P(Hl <1 75] <nX;,= XJ) = P(Ulgzyéjgn{Xi = X]}) < Z P(XZ = XJ) =0.
1<i#j<n

Par suite, comme {31 < i # j < n,X; = X;}°={V1 < i # j <n,X; # X;} est un
événement de probabilité 1, on peut écrire :

E[f(Zn)] = E[f (Zn)lpvi<itj<nx#X,;}) = Z E[f(Zu)lpvicitj<n xi#x;3 1 Zo=x}]
=1

oul on a décomposé suivant l'indice k tel que Xj est le maximum des valeurs distinctes
X1,...,X,. Examinons I'un des termes de cette somme :

E[f(Zn)lpwi<itj<n xi#x;31{Za=x3] = EUf (Xi) Lvigr, x, < x,}]

car 'événement {3i # j € {1,...,k—1,k+1,...,n} : X; = X;} que 'on rajoute dans
I'indicatrice est de probabilité nulle. Il ne reste plus qu’a remarquer que l’expression ne

dépend pas de l'indice k choisi car pour toute permutation o de {1,...,n}, le vecteur
(Xo(1)s -+ > Xg(n)) est constitué de n variables indépendantes de loi uniforme sur [0, 0] et
a méme loi que le vecteur (Xy,...,X,,). Ainsi,

E[f (X)L gvizr,x,<x3) = EIf (X1)Lvizr, x, < x13)-

Le résultat en découle immédiatement.

n(z

. En déduire que Z,, suit la densité % (g)nfl Lio<z<0y-

Les variables X1, ..., X, étant indépendantes et a densité, le n-uplet (X1,...,X,) admet
une densité, produit des densités marginales. Ainsi,

dry...dz,
Elf(X1)vizr,xi<xi}] = /[Og]nl{Vi¢1,xi<$1}1T

- L[S
= [ren ()

Il en résulte que E[f(Z,)] = nfoe f(z1) (%)nil 21 Dot le résultat.
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4. Calculer E(Z,,) et Var (Z,,). En conclure que Z,, converge presque siirement vers
0 (indication : on rappelle (voir preuve du théoréme 5.2.2) que si (Zn)n21 est une
suite de variables aléatoires telle que 3" -, E(Z?) < +oo, alors la suite (Z,),>1
converge presque stirement vers 0). -

On a : . )
n n o n
E(Z,) = — ol dy = — = 0
(Zn) /Ozenz T nrl T ngd
De méme,
n
E(Z2%) = 2
(Zn) n+ 2
puis

CERECES)
Comme Var (Z,) = O(1/n?), la série de terme général E[(Z, —E(Z,))?] est convergente et

donc (Z,, = Z, —E(Zy,))n>1 converge presque strement vers 0. Or la suite (déterministe)
(E(Zy,))n>1 converge vers . Par conséquent, (Z,),>1 converge presque surement vers 6.

Var (Z,) = E(Z2) — E(Z,)* =

5. Soit f une fonction bornée sur R. Montrer que :

s (Go-z)] = [ 1012

On rappelle que pour 0 < v < 1, In(1 — v) < —v. En déduire que pour n > 2,

(1 — %)"_1 1{0<u§n} < e_“/Zl{u>0} et conclure que :

n—oo

lim E [f (g = Zn)ﬂ - /OOO Flu)e™ du

En utilisant la densité de Z,,, il est clair que :

sfr (o) = [ 1o 5 2) "

Le changement de variable u = % (f — z) donne immédiatement le résultat souhaité.

Soit u €]0,n[. En appliquant I'inégalité donnée avec v = u/n, il vient

(-2 =ew (- 0m (1= ) <o ("))

Or, dés lors que n > 2, on a (n — 1)/n > 1/2. D’ou pour u €]0,n/,

u\n—1 —u/2
<1 - E) Liocugn} <€ / Liuso}-

Pour u > n, le membre de gauche de l'inégalité vaut 0 tandis que celui de droite est
strictement positif. Elle est donc encore vérifiée.

Ainsi
vue R 1) (1= 9)" Locusn) < suplf(a)le/21 Tt g <

, - {o<usn} < Sup[f(z)le fus0), avee | e {u>0} < 00
et

. u\n—1 u
VueR, lim f(u) (1 - E) Liocu<n} = f(u)e™ “1ius0y

Le résultat annoncé découle du théoreme de convergence dominée.
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n

6. En déduire que § (¢ — Z,,) converge en loi et identifier la limite.

Ainsi pour toute fonction f bornée, si X suit la loi exponentielle de parametre 1,

) n

lim B[ (56 2,)] =Elf(X))

n—oo 0

Ce résultat est a fortiori vrai pour les fonctions f continues bornées, ce qui signifie par

définition que 4 (6 — Z,,) converge en loi vers X ~ £(1).

. Montrer que M, = %(X 1+---+ X,,) converge presque siirement vers 6. A quelle

vitesse a lieu cette convergence ?
Par application de la loi forte des grands nombres aux variables X; i.i.d. et intégrables
(car bornées) :

X4+ 4+ X, ps 0 dq 0
QKWWE(&):/ =7
0

Ainsi M,, converge presque surement vers ¢. Pour la vitesse de convergence, on utilise le
théoreme de la limite centrale. Les variables X; étant de carré intégrable et de variance
commune 62 /12,

n

n 2

\/16271 <X1 4+ 4+ X, 9) T G ~ N1 (0,1).

Comme la fonction ¢(x) = fz/+/3 est continue, on en déduit que

\/E(Mn - 0) =

n 2

ViZn (Xi+--+X, 0\) ¢ 0G
( 0 ( : )) Hnﬁmw(G):%NM(o,e?/g).

La convergence de M,, vers 6 a donc lieu a la vitesse 1/y/n.

. L’automobiliste doit-il préférer 7, ou M, pour estimer rapidement 6 7

La convergence de Z,, étant en 1/n tandis que celle de M,, est en 1/4/n, l'utilisation de
Z,, est préférable.
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