Symétries et intégrales de chemin
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1 Introduction aux symétries

1.1 Les symétries en mécanique classique

Nous allons reformuler les équations de la mécanique classique en termes variationnels. Pour cela nous
allons introduire les formalismes Lagrangien puis Hamiltonien et étudier I'influence des symétries sur la
conservations de certaines grandeurs physiques.
1.1.1 Principe variationnel

On trouve les solutions d’un probléme physique en recherchant les extréma d’une fonctionnelle :

ta dq
sta) = [ a0 5 at )
t1

La fonctionnelle S est appelée action et £ le lagrangien.

q(t) + 6q(t)

FIGURE 1 — Deux trajectoires reliant les mémes points de départ et d’arrivée

Théoréme : La fonctionnelle S{q(t)} est différentiable et :

1oL d (oL oL 1"
0S8 = S{q(t) +dq(t)} — S{q(t)} = — — — | = || dq(t)dt —0 2
(o) + 50 - sta0) = [ |52 - 5 (5 )| satoar | Goo] @)
Démonstration :
L2 1oL oL (oL d /0L d /0L
0S = —i0q+ =g | dt = —60q+ — | =dq| — — | == ) dgq p dt
*= ) o 5 /. Vgt (350) — 3 () o)
p to
Conséquence : Pour un chemin ¢(t) dont les extrémités en ¢1 et o sont fixées, on a [g—séq] =0. Les
A, t1

extréma de S sont donnés par I’équation de Lagrange :

oL d (oL
A) @

Remarque : On peut généraliser cette équation a N degrés de liberté : pour un systéme décrit par le
lagrangien £(q1,...,qn,¢1,--.,qn) les extréma de S sont donnés par :

oc d oL
dq; — dt \ 9q;

Exemple : On considere le lagrangien d’une particule dans I'espace a trois dimensions plongée dans
un potentiel V' :

L(q1,q2,93) = E(QIQ + 62> + 45°) = Va1, a2, q3)
L’équation de Lagrange redonne les équations du mouvement : mg; = —g—(‘; donc mi—f = _VV.

NB : La transformation £(q,¢) — £L'(q,q) = L(q,q) + %K(q(t)) ne change pas 6S.



1.1.2 Constantes du mouvement

On considére une trajectoire ¢(t) qui vérifie les équations du mouvement. On considere la trajectoire
q'(t) = q(t) + dq(t) avec dg ne s’annulant pas aux bords. La variation d’action est alors :

t to to
2loL d [fOoL oL oL
t1 |: aq di ( aq >:| ( ) 8(] t1 aq t1
car q vérifie les équations du mouvement. Si cette transformation laisse I’action invariante, alors :

oc 1"
V(ti,t2), [anSQ} =0
ty

oL

Donc |Q = ?&] est une constante du mouvement (théoréeme de Neuter).
q

On peut généraliser a N degrés de liberté :

N

oL
Q= Z ——43¢; | est une constante du mouvement. (4)
i 0t

Invariance par translation : On considere le lagrangien de deux particules en interaction via un
potentiel central :

1 1
L= _-mr’+ imr_f —V(lri—n3|)

2
On translate le systéme d’'un vecteur @ : 71 — 71 + @ et 73 — 73 + d. Le théoréme de Neuter donne que :
oL oL . .
Q=——=0r+_—=ra=mri-ad+mry-a
1 T2

est une constante du mouvement. Ceci est vrai pour toute translation de vecteur @ d’ou :
—(mri+mr3) =0
A 2)
On retrouve que le centre de masse se déplace a vitesse uniforme.
Invariance par rotation : On considere le lagrangien d’une particule dans un plan soumise a un
potentiel central :
1
L= §m(x'2 +9%) = V(Va2 +y2)

Une rotation d’angle 6 s’exprime :

2/ = xcosfh — ysinb
y = xsinf + ycosb

D’apres le théoreme de Neuter :

oL oL
=—90 —0
©=2:" " 9%
est une constante du mouvement. Pour une petite variation 66 :
ox = —ydob
oy = xdb

On en déduit que Q = §0(may — mdiy) est une constante du mouvement : on retrouve la conservation du
moment cinétique L, = mxy — may.

Invariance par translation temporelle : ¢+t + tg
Cette invariance implique que le lagrangien ne dépend pas explicitement de t. On dérive £ et on applique
I’équation de Lagrange :

d _oL.  oc. d (oLN . OL. d (.0
at 0gt T 9! T @\ g ) 1T a1 ar \Taqg

d [.0L
i (155 ) =0

0L

L’invariance par translation temporelle implique la conservation de 1’énergie du systéme.

On définit I’énergie du systéme par :




1.1.3 Transformée de Legendre

On consideére une fonction f convexe. On rappelle la propriété suivante :
f convexe < >0

On consideére la fonction F'(z,p) = pz — f(x). Cette fonction passe par un maximum pour x = z(p). On le

trouve avec : 4€ ) = O On en déduit alors p = f'(z(p)).

On définit la transformée de Legendre de f par la fonction ‘ g(p) = F(p,z(p)) ‘

x(p)

FIGURE 2 — Illustration de la transformée de Legendre d’une fonction f

mx2

2
F(p,z) = px — m2mz donc on en déduit x(p) = Z. D’oti la transformée de Legendre de f :

Exemple : On considére la fonction f(z) =

. Calculons sa transformée de Legendre :

9(p) = F(p,a(p)) = -

Calculons la transformée de Legendre de L(q,§) par rapport a ¢ :

H(p,q) = p¢d — L(q,¢) & minimiser. Donc p = %’ On en déduit ¢(p, q), ce qui donne 'expression du

hamiltonien :

. . oL
H(p,q) = pg — L(g,q) avec p = -
q
On a alors : or or or
dH = pdq + qdp — —dq — —dq = ¢dp — —dq
dq ok} dq
Et ’équation de Lagrange donne :
oc _d (ocy _
a¢ dat\ag) "
On en déduit les équations de Hamilton :
OH OH
R I —— 6
o~ 4y =P (6)
Tout ceci se généralise & N degrés de libertés :
OH ~ O0H |
ap; =4qi ; 9q; = —Di
On passe ainsi du formalisme Lagrangien & N degrés de libertés (qi, ..., qn) et leurs dérivées temporelles
au formalisme Hamiltonien a 2N degrés de libertés ¢1,...,qN,p1,-..,pn. On appelle cet espace a 2N

dimensions ’espace des phases.



Exemple : L’oscillateur harmonique

1 1
L= §mq'2 — im(ﬁq2

On effectue la transformée de Legendre : p = mgq. D’ou U'expression du Hamiltonien :

P 1
H=pj—L=—+4 -mw?¢®
2m = 2

On peut représenter des trajectoires dans I'espace des phases (voir figure 3).

FIGURE 3 — Trajectoire d’énergie constante de I'oscillateur harmonique dans ’espace des phases

Définition : Les crochets de Poisson de deux fonctions A({p;,¢;}) et B({p:,q:}) sur espace des
phases sont définis par :

0A0B 0A0OB
A B} = —
{ ’ } Z,: [5%‘ Op; Op; 0¢; (7)

Propriétés immédiates :

{Ga 08} = 00p ;{00 48} =0 ; {pa,ps} =0

Constantes du mouvement : Soit F' une fonction sur ’espace des phases.

dF _0F  OF
On utilise les équations de Hamilton et on obtient :

dF _ OFOH  OF OF
dt  Op; 0q; = Oq; Op;

Et finalement :

dF
— ={FH
=) 0
Les constantes du mouvement sont donc données par : {F, H} = 0.
Propriété : Identité de Jacobi
[{A.{B,C}} +{B.{C, A}} + {C.{A, B} = 0] 9)

Conséquence : Si l'on a deux constantes du mouvement A et B, alors C = {A, B} est aussi une
constante du mouvement.



1.2 Les symétries en mécanique quantique

On rappelle que I'on se place dans un espace de Hilbert H. Les états physiques sont des éléments de
‘H de norme 1 notés |¢). A toute grandeur physique mesurable on associe un opérateur A autoadjoint
A' = A. La probabilité qu'un état |¢;) passe dans un état |¢s) est donnée par Wia = |(¢1]¢2)|2.

On se donne un systéme (atome, molécule, ...) sur lequel on applique une transformation active S

(rotation, translation, ...) : 1y, (7) — o/, (1").
Un systéme préparé dans un état |¢)) peut étre mesuré dans un état propre |n) avec la probabilité :

() 2 ’/¢ Ao

Définition : Une opération de symétrie est une correspondance entre vecteurs d’états qui conserve
les probabilités de transition :
’ / Si/ﬁ (r") (r )d3

L’opération de rotation R :a(7) — Tap(R™1F) est bien une symétrie car le Jacobien du changement de
variable 7’ = R717 est égal & 1. On a méme ici (11 [1ha) = (Bapy|Fahg).
1l existe un opérateur U tel que |F1p) = U(R)|1)

o) 2 ] JRG (] = (5 S (10)

Exemple 1 : Rotation

Exemple 2 : Translation

[Y) = [T4p) avec T4p(x) = (z — a). De méme que pour la rotation, on a (11 |1pg) = (T4h1|Ths).
Considérons I'opérateur unitaire U(a) = e~*%=/" On a :

(o) = 3 o (<5) o) wee o = 5%

oo an
- Z — n!) axf( )

Théoréme de Wigner : Soit S une transformation de H qui agit sur les vecteurs d’états (& une
phase pres) qui conserve les probabilités de transition.
— Il existe un opérateur unitaire & (.S) qui induit la transformation |¢') = U(S)|¢)

— Cet opérateur est soit unitaire : (¢'|1)) = U (S)Y'|U(S)Y), soit antiunitaire : (') = U(S)Y'|U(S)P)*

Remarque sur le concept de symétrie :
Le fait qu’il y ait une symétrie n’implique aucune propriété particuliere sur I’état du systéme (la fonction
d’onde ne présente pas forcément les mémes symétries : voir états 2p d’un atome) ni sur 1’évolution
temporelle du systeme : il s’agit d’une description instantanée.
|¢(to)) Considérons une opération de symétrie S qui transforme un état initial |¢(Zy)) en un état |Sp(to)).
On fait évoluer 'état |¢(to)) avec un hamiltonien H selon 1’équation de Schrédinger jusqu’a un temps ¢.

A cet instant, |@(t)) LN [9¢(t)). Mais I'état |¢(ty)) n’évolue pas forcément vers I'état |¢(t)) selon les
lois de la mécanique quantique.
Imposons de plus cette condition. L’évolution Hamiltonienne pour un opérateur hamiltonien est régie par

lopérateur emi O H, Supposons que S soit appliquée par un opérateur unitaire U(S) tel que U(S)|) =
|94). On a donc :

Lt —tg

e TG (1)) = US) T Mo (to)
Donc [L{(S), e~ 7 H | = 0 et en dérivant par rapport i ¢, on obtient
t(S), H] =0
Prenons 'exemple d’une translation de @ :
U(Tz) = —i % H donc [p,H =0

On retrouve donc 1’équivalent classique dans le cas ou 'on impose la méme évolution temporelle aux
fonctions d’onde.



2 Les groupes de rotation

2.1 Groupes et groupes linéaires

Définition : Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition interne o qui vérifient :

1. o est associative : Vg1, 92,93 € G,(g10g2) 093 = g1 0 (g2 093)

2. Il existe un élément neutre de G pour o noté e qui vérifie : Vg € G,goe=eog=ce

3. Tout élément de G admet un inverse pour o : Vg € G,3g" ' € G,gog ' =g log=e

Définition : Une représentation linéaire d’un groupe G sur un espace vectoriel V' est une application
linéaire de GG dans V telle que :

V(g1,92) € G*, T(g1092) =T(g1) - T(g2)

Ce qui implique T'(e) = T et T(g~1) = [T'(g)] .

Groupe général linéaire
Le groupe général linéaire noté GL(n,R) ou GL(n,C) est 'ensemble des matrices inversibles de taille
n x n a coefficients dans R ou C.
Pour caractériser un élément de GL(n,R), il faut n? parametres.

Groupe spécial linéaire
Le groupe spécial linéaire SL(n,R) ou SL(n,C) est un sous-groupe du groupe linéaire formé des matrices
de déterminant égal a 1.
Pour caractériser un élément de SL(n,R), il faut n? — 1 parameétres.

Groupe orthogonal
Le groupe orthogonal O(n) est un sous groupe de GL(n,R) formé des matrices qui laissent invariant le
produit scalaire euclidien.
Notons (z,y) = > ;y; le produit scalaire euclidien de z et de y.

M € O(n) & (Mx, My) = (z,y) < "(Mz)"(My) ='2"MMy = "zy

| M eO(m) & MM =1

On a la propriété suivante : M € O(n) = detM = +£1

Groupe spécial orthogonal
Le groupe spécial orthogonal est le sous groupe de O(n) formé des matrices de déterminant égal a 1.

| M € 50(n) & ‘MM =T et detM = 1|

Il faut @ parametres pour caractériser un élément de ce groupe.
Remarques :
On peut définir un pseudo produit scalaire par (z,y) = ‘zGy avec G € S, (R).
Dans le cas euclidien, G = 1.
Sion prend G = Diag(1,...,1,—1,...—1) avec s termes négatifs, on définit les groupes pseudo-orthogonaux
O(n —s,s) et SO(n —s,s).

Groupe unitaire
Dans C", on définit la forme sesquilinéaire suivante : (z,y) = > z}y;.
Le groupe unitaire U(n) est le sous groupe de GL(n,C) formé des matrices laissant invariant cette forme.

McUm) eUU=1

Groupe spécial unitaire
C’est le sous-groupe SU(n) de U(n) formé des matrices de déterminant égal a 1.

Remarque :
On peut comme précédemment définir les groupes pseudo-unitaires.



2.2 Notion de groupe de Lie

Définition : Un groupe de Lie est un ensemble muni d’une variété analytique et d’une structure de
groupe telles que les applications :

GxG—G G—G

(4, B) = AB et A A-1 soient analytiques.

Remarque :
On peut voir un groupe de Lie comme un groupe continu dont les éléments sont déterminés par n
paramétres : A(f) = A(t1,...,t,) € G. On peut écrire : A(H)B(#') = C(p(£,#)) et AF)~' = A(¢)()). Les
fonctions ¢ et ¥ doivent étre analytiques.

Exemple : SO(2) est un groupe de Lie dont les éléments sont déterminés par un parametre :

Alt) = (t ‘Sm) et G(t,t) = t+1' 3 p(t) = —t

sint  cost

2.3 Notion d’algebre de Lie

Définition : Une algébre de Lie est un espace vectoriel G muni d’une application bilinéaire de G x G
dans G notée [, ] qui vérifie :

1. Vg € G,[g,9] =0

2. lidentité de Jacobi :Va,y,z € G, [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0
11 en résulte que [, -] est antisymétrique : Vz,y € G, [z,y] = —y, 7]

Remarque : A partir d’'un groupe de Lie, on peut générer une algeébre de Lie en s’intéressant au
comportement de ses éléments au voisinage de l'identité :
On considére un groupe de Lie dont les éléments dépendent de n parametres et tel que A(0) = 1. On
définit les générateurs de 'algebre par :

X 0

.= —A(0,...,0,4:,0,...,0
ot ( )

;=0

On a alors n générateurs, donc on peut écrire [X;, X;] = > fI'X,,. Les fI}' sont appelés constantes

J
de structure de 'algebre de Lie et vérifient :
i =i et fif Fo + ko + Jii fony =0

Remarque : Il est parfois plus aisé de déterminer les générateurs en étudiant de petites variations
autour de l'identité plutét que de dériver une paramétrisation. Voir section 2.5 page 11.

Exemple : On considére SO(n) le groupe spécial orthogonal d’ordre n. On s’intéresse & un sous-groupe
de SO(n) dont les éléments A(t) sont déterminés par un unique parameétre ¢ et tels que A(0) = 1.

VE,PA)A(t) = T
On dérive cette relation par rapport a ¢t et on 'évalue ent =0 :
FA'(0) + A(0) =0

Donc A’(0) € A,, ensemble des matrices antisymétriques.

Soit X € A,, on s'intéresse & e!X =Y X" On vérifie que VX € Ay, !X € SO(n).

Pour X € A, et A € SO(n), en dérivant AeX A~! par rapport a t et en I'évaluant en t = 0, on obtient
que VA € SO(n), AXA~! € A,. Si on prend A de la forme €'Y et que I’on développe par rapport & ¢, on
obtient :

14+tY 4+ ) XQ1—-tY 4+ ) =X+t X,)Y]+---€ 4,

Ou [, ] désigne le commutateur. On en déduit alors :
V(X,Y) € A2 [X,Y] € A,

[-, -] est antisymétrique et vérifie la relation de Jacobi, on a donc une algébre de Lie.



2.4 Représentation d’une algebre de Lie

Définition : Une représentation D(G) d’une algébre de Lie G est une application linéaire de G dans
un espace vectoriel V' qui vérifie : V(X;, X;) € G?, [D(X;), D(X;)] = D([ X4, X;])

Définition : La représentation adjointe de G est application linéaire définie sur les générateurs
de G par :
G — M,(K)
Xi—= M(X;) = ((f3))

Exemple : On consideére le groupe SO(3) des transformations linéaires de R? qui conservent le produit
scalaire et l'orientation.
1. Algebre de Lie

00 0 0 0 1 0 -1 0
Li=(0 0 1| ;Z,=|0 0 0] ;Ls=(1 0 o0
01 0 -1 0 0 0 0 0

[Li, L] = €jxLi, avec €123 = 1

Un autre choix est plus approprié a la mécanique quantique : J,, = iL,.
2. Topologie du groupe SO(3)
Paramétrisation du groupe : 77 axe de rotation et 6 angle de rotation.

v = R(0,7)7 = ii(F- i) + cos O(F — @A(7 - 1)) + sin O(7 A7)
Les couples (7, 0) et (—, 2w — 0) donnent la méme rotation donc on convient de restreindre 6 & [0, 7).
On peut représenter les rotations par un vecteur de R? : . Ainsi & tout point de la spheére de centre O
et de rayon 7 est associé une rotation de R?. Mais une rotation autour de @ d’angle 7 est identique & une
rotation autour de —7 et d’angle 7. L’espace de SO(3) est donc la sphére de rayon = dont on a associé les
points diamétralement opposés.

FIGURE 4 — Représentation de SO(3) et d’une rotation

Une rotation peut se voir comme un chemin dans Uespace {6(¢), 7(t)} donc sur cette sphére. Un chemin
fermé ramene l'objet sur lui-méme. Il existe deux classes de chemins fermés : ceux qui joignent deux points
équivalents et qui ne sont pas déformables en un chemin non trivial et ceux qui joignent deux couples
de points équivalents et qui sont déformables en un chemin trivial. On dit que SO(3) est doublement
connexe.

Une rotation de 27 dans R3 n’est pas une rotation triviale mais une de 47 est.
Parmi tous les groupes de Lie ayant la méme algébre de Lie que SO(3) il existe un seul groupe qui est
simplement connexe, c’est le groupe de recouvrement universel SU(2).

Théoréme : Toute représentation & une phase pres du groupe SO(3) est une représentation unitaire
de son groupe de recouvrement universel SU(2).

Remarque : Le théoréme de Wigner donne que le groupe des symétries est représenté a une phase
pres dans ’espace de Hilbert H par un opérateur unitaire ou anti-unitaire. Notons U cette représentation,
elle vérifie la relation suivante :

U(g1)U(92) = e"“U(g1 © g2)
Le théoréme précédent nous permet de nous ramener a 1’étude des représentations de SU(2) plutét que
celles & une phase pres de SO(3). Si 'on oublie cette phase, nous verrons que le spin demi-entier n’apparait
pas.



2.5 Le groupe SU(2) et ses représentations

Définition : Le groupe SU(2) est formé des matrices unitaires unimodulaires de Mo

MeSU2) e MM=1Tet detU =1

Paramétrisation : Les éléments du groupe SU(2) peuvent étre paramétrés de la fagon suivante :

G-l (11)

N D

0
U= cosill—isin

avec 0 € [0,27], i@ € R? avec ||ii|| = 1 et & - @ = o1n1 + 02ng + o303 ol les o; sont les matrices de Pauli :

01y (0 =i\ (1 0
=1 0) 27\ o) T \0 41

Propriétés : Notons C' = igy. On a les propriétés suivantes :
— Les o; sont hermitiennes : U;r =0;

— 0,05 = (5”11 + iGiijk

- C0=C*=-C1'=-Ct=-tC

- CiltO'iO = —0;

~ VYA e My, CACT1tA = det AT

Démonstration de la paramétrisation : CAC~1*A = det AT donne : AC~ ' AC = det AL
Pour U telle que detU =1 on a donc U~ = C~1UC.
On peut écrire toute matrice de Moy sous la forme : U = aoll —id - 5.
Prenons U € SU(2), alors UT = U~'. Or UT = ¢} 1 + ia* - & car o; est hermitienne. D’ou :

ayT+ia* - 7 = C Hagll —id - '&|C = apl —iaC~"3C = apl +id - &

On en déduit alors que ag € R et @ € R3. Donc U s’écrit alors

e o ag — 1as —1ia1 — a
U=qyl—id-od= 0 3 1%
—1a1 + a2 ag + a3

De plus on doit avoir la relation det U = 1 donc :
detU=aj+a*=1
On prend donc :

ap = cos — et @ = sin =71

[NF S

Théoréme : A toute matrice U € SU(2) correspond une rotation R, qui a tout vecteur & associe
un vecteur z’; définie par :

\&.5=Uz U} (12)

7
Démonstration : Soient U € SU(2) et # € R3. On consideére la matrice :

0% =011 + 0219 + 0313
On sait que U& - ZU ! € My donc :
UG- iU ' =zol+5 o'
Or les matrices de Pauli sont de trace nulle, donc :
Tr(UG-zU Y =Tr(d-%) =0

Donc 29 =0d'on UG- ZU 1 =0 - o’

5 » 52 .
Or nous avons vu que det(o - Z) = —&? et on a det(o - &) = det(c - 2’) d’ott 2 = 2/~ . Cette transformation
conserve la norme, il reste & montrer qu’elle conserve ’orientation pour prouver qu’il s’agit d’une rotation.

On peut écrire le produit mixte de trois vecteurs de R? sous la forme : (Z,7, 2) = 5- det|(¢- %) (¢ §) (¢ 2)].

On en déduit donc que (Z,7, 2) = (2/, 3, 2’). Cette transformation conserve 1’orientation, ¢’est donc une
rotation.
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Remarque : U et —U correspondent a la méme rotation avec ’expression établie ci-dessus.
Propriété : U = cos g]l — isin %&' -7 est une rotation d’angle 6 autour de l'axe 7.

Démonstration :
- 1 est 'axe de rotation :

—

[Uo-ill=0=>Uo-ii=0-7U = Uc-AU ' =0 -i

Donc 77 est laissé invariant par cette rotation, donc porte 1'axe.
- Soit V € {i}+

- 0 0 - 0 0
Ug- VU = <cos2I[—icr-ﬁsin2) -V <cos2]I+ia-ﬁsin2)
Or 0,05 = (SZJ]I + ’L'EijkO'k donc :

Z(Uiai)(ajaj) = Z aibjéij +1 Z eijkaibjok
] ,J

.9

- -,

=|(G-@)(G-b)=a-b+ic- (@AD)

Or on a établi que : Ud - VU-l = (cos g]l — 0 - msin g) G-V (cos %II + i0 - i sin g) On en déduit alors
que B . . . .
UG- VU =G -V avec V! = cos OV +sin (il A V)

Donc V" est I'image de 1% par rotation d’angle 6 autour de 7.

Propriété : VYV € SU(2), VU0, 7)V " =U(9,n) on 0/ = R(V)7 et U(0,7) = cos 4T — isin &7 - 7.

Démonstration : VU(0,7)V =1 = cos T — isin 4V - iV~ = cos §1 — isin 45 - n’ ou n’ = R(V)7i.

Algebres de Lie de SO(3) et SU(2)

1. SO(3) :
R(0,7) =1 - i0.J - i avec les J; les générateurs de l'algebre de Lie. Pour une rotation d’angle 6 autour de
77 'image d’un vecteur ¥ s’écrit :

@' = 7i(i - &) 4 cos O(Z — (& - @)it) + sin 0(7 A Z)
Pour une rotation infinitésimale : 2/ = & + 0(i A &) + O(62).

Donc en coordonnées : z = x; + O¢;j,n;xy = Rixxy donc Ry, = 0i + Oeiin;. On en déduit alors les
générateurs (Jy) = d€jp -

2. SU(2) :
Ud,n)=101- i0J -7t pour 0 << 1 avec les J; les générateurs de I'algebre de Lie. Or :

- 0 oo 0
U(Q,n)—cosi]l—zcrnsmg

Donc a l'ordre 1, on a :
0
Uug,n) = ]I—iic?-ﬁ
On en déduit que les générateurs sont donnés par : J; = ie;;, % . Et on a aussi [Ji, J;] = i€ijnJk.

Donc SU(2) et SO(3) ont méme algebre de Lie.
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G—H
U~ D)
SiU € SU(2) est prochede T : U =1 — i€~ % Alors D(U) = T — i(e1Jy + e2J2 + €3.J3) avec les J; les
générateurs de la représentation.

Si la représentation est unitaire, les .J; sont hermitiens : D[U(e, i1)] = 1 — ie] - 7.

Soit V € SU(2) : VU (e, M)V~ = Ul(e,n’) avec n’ = R(V)ii donc :

Représentation de SU(2) : Soit telle que D(U1Us) = D(Up)D(Us).

(
= DV)AM—ie -7A)D(V) ' =T —ie] -/
= D(V)(J-A)D(V)™' =J-n' or ny = Rgana
= naD(V)J,D(V) ™' = JsRpana Vit
= D(V)J.D(V) ! = JsRga
On obtient finalement :
D(V)L,D(V)™! = R J; (13)

Propriété : [Ji, Jj] = i€k

Exemples de représentations :

1. Représentation spinorielle (de dimension 2) : c¢’est 'application U € SU(2) — U € SU(2).

Les générateurs sont les matrices de Pauli : J; = 5.

2. Représentation vectorielle de dimension 3 : D(U) = R(U) avec R;; = 0;; — 0v€; kM.
D(U) =1- Z'Oéj" 7 avec (Jk)ij = —ieijk..

3. Moment orbital : représentation du groupe sur un espace L?(R?) (espace de fonctions d’onde).

Ry = D(R) avec Fap(i) = p(R~17)
Cette représentation est unitaire : [ |Fy|? = [[¢|%
On considére une rotation infinitésimale : Bep = o(F—O(FAT)) = ¢ (F) —O(FAT)-Vip = ¢ (F) —O(FAVY) 7.
Or D(U) = T —i6.J - ii, on en déduit alors :

S| =

On a bien [J;, J;] = i€k .

Il y a une infinité d’espaces de représentation. On identifie les générateurs J;, peut-on reconstruire la
représentation du groupe en terme de ses générateurs 7

DIU(e, 7)|D[U (0, 7)] = D[U (e + 0, 71)]

DIU(O + ¢, )] — D[U(0,7)] = DU (0, @)|{D[U(e, )] — I} = —ieJ - AD[U (8, 7)]

Donc en prenant la limite :

lim %{D[U(G +e,)] - DUB, 7))} = %D[U(G, )] = —iJ - AD[U (0, )]
On en déduit alors :
DIU(,7)] = exp(—if.J - 7i) (14)

2.5.1 Représentations unitaires irréductibles de SU(2)

Définition : On appelle représentations équivalentes deux représentations D1 (U) et Do(U) de
méme dimension n d’un groupe G telles qu’il existe S € GL,,(C) vérifiant :

YU € G, Do(U) = S~'Dy(U)S

12



Définition : Soient Dy (U) et D2(U) deux représentations de dimensions respectives p; et p2 du méme
groupe G. On appelle somme directe des représentations D;(U) et Do(U) la représentation :

DU) = (DléU) DQ?U))

Définition : On dit qu’une représentation est réductible si elle est équivalente a une somme directe
de représentations. Dans le cas contraire on parle de représentation irréductible.

NB : Une représentation réductible implique 'existence de sous-espaces stables.

Remarque : les systemes physiques élémentaires sont associés a des représentations irréductibles. Par
exemple, pour le groupe des rotations, un atome ou une particules de spin j est un systeme élémentaire.

Exemple : considérons I'application f(7) ELN (Trf)(F) = f(R™'7)
Vérifions qu'il s’agit bien d’une représentation de SO(3) :
(TrTr )(F) = (Trf)(R'™'7) = f(RT'R'™'7) = f(R'R)™'7)
= (TrTr f)(T) = (Trr [)(T)
Les 2l + 1 fonctions f,,(¥) = f(r)Yim (0, ¢) pour —I < m <[ forment un sous espace stable de Tk.
Lemme de Schur : Soient D(U) une représentation irréductible d’'un groupe G sur un espace

vectoriel V' et A un opérateur de V. Si A commute avec tous les opérateurs D(U) alors A est un multiple
de l'identité :

VU € G, [A,D(U)] = 0 = I\, A =\ (15)

2.5.2 Construction des représentations irréductibles de SU(2)

On considere lalgebre de Lie de SU(2) : [J;, J;] = i€iji i

Définition : On appelle un opérateur de Casimir un opérateur quadratique en générateurs qui
commute avec tous les générateurs.

Soit le Casimir J = J} 4+ J3 4+ J3. On vérifie que : [J2,J;] = 0.
Or D(U) = exp(—ifii - J) donc VU, [J?,D(U)] = 0. Donc d’apreés le lemme de Schur, il existe j € R* tel
que :

J* =4+ 1)1
On définit alors J+ = J; £1iJ5. On a les relations suivantes :
JoJ_ =J*—J3(Js—1) et J_Jy =J* — J3(J3 — 1)
La représentation choisie étant unitaire, les J; sont hermitiens. On peut donc diagonaliser J3 :
J3|jm) = m|jm) avec m € R
Donc on peut écrire :
Jdljm) = [j(G +1) = m(m = D]ljm) = (G +m)(j — m+1)|jm)
Or les |jm) sont orthonormés, donc :
(Gml T d_|jm) = (j +m)(j —m)

Or J_];_ = J_, on peut donc écrire la relation précédente sous la forme :

|T-lgm)|IP = (G +m)(j —m +1) >0

Et de méme avec J
1 lim)I* = (G =m)(G +m+1) =0

De plus, J3Jy = J4(J5+1) et JsJ_ = J_(J3+ 1) donc :

Ce qui donne finalement :

J3J|jm) = (m+ 1)J4|jm)
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Donc J4|jm) est un état propre de Js de valeur propre m + 1.
Jyljm) o< [j,m +1)

De méme avec J_ on en déduit :
J_|jm) oc |j,m —1)

Donc en appliquant p fois J; :
JE1gm) o< |j,m +p)

Or m + p est borné, donc il existe mg tel que Jy|jmg) = 0. Or on a vu que :
1 ims)|[? = (7 = ms)(j +ms +1) =0
Donc mg = j et de méme avec J_ :
Tiljj) =0 et J_|j,—j) =0

Donc il existe p tel que J% |7, —7) o< |j, —j+p) = |7j). On a alors 2p € N. Donc p est entier ou demi-entier.

Résumé : Toute représentation unitaire irréductible de dimension finie du groupe SU(2) est carac-
térisée par un nombre j tel que 25 € N.

— La représentation est de dimension 25 + 1.

- 2=+ 11

— Tl existe une base {|jm)} telle que :

<]m|jm/> = Omm ; J3|jm) = m|jm)

Jelgm) = \/j(j + 1) —m(m +1)|j,m + 1)

J_ljm) = /j(j + 1) — m(m — 1)|j,m — 1)

2.6 Représentations de SU(2)/SO(3)

Nous avons vu qu’il existe un homomorphisme de SU(2) sur SO(3) : +U — R(U)
e Les représentations de SU(2) telles que D(U) = D(—U) sont des représentations vraies de SO(3).
e Celles pour lesquelles D(U) = —D(—U) sont appelées représentations projectives.

—TeSU(2)
0 o .. 0
U= cosi]lfw~nsm§ € SU(2)
U2r)=—-TetVV € SU(2), [-IL,V]=0
= VV, [D(-1),D(V)] =0
Donc d’apres le lemme de Schur, si D est irréductible :
I\, D(—1) = Mg

Or la relation de groupe impose :

Donc A? = 1. On en déduit finalement que D(—1) = +1g.
-Si D(-1) =1, D(-U) =D(-1U) = D(U)

On peut montrer que dans ce cas, j € N.

- Si D(~1) = — 1y, D(~U) = —D(U)

Et alors j est demi-entier.

Définition : On appelle matrices de rotation les éléments de matrice de D(U) dans la base des
|jm).

(jm|D(U)|jm) = D]

mm’

U)

Cela forme une matrice de taille (25 4+ 1)(25 + 1).
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On repeére une rotation par les angles d’Euler a, 3, v comme sur la figure 5.
On a donc D(U) = exp(—iaJs) exp(—ifJ2) exp(—iyJ3).
Alors que avec (0,7) : D(U) = exp(—ifJ - 7).

“ D.
1}
0
0 y'
w
@ d
L
O }W >
y
0
1}
X ué X

FIGURE 5 — Angles d’Euler

On peut donc calculer les matrices de rotation :

Dfnm/ = (jm|exp(—iaJ3) exp(—iBJ2) exp(—ivyJ3)|jm’)
— e*ima (jm|eiiﬁ‘]2 |jm/>€7im’y

Notons &, = (jm|e~72|jm’) les éléments de matrice réduits.

mm’ —

Exemple : Cas j = % :

=
=

Casj=1 :
m\m/ 1 0 -1
2 1 3(1+ cos3) —S% 3(1—cos3)
mm’ () S%ﬁ CQSB —S%
-1 | (1 —cosp) 51\1/155 1(1+cosB)

2.7 Transformation des états et des observables sous une rotation

Avec les notations précédentes, on a :
|Jm Z Dmm’ |]m

On consideére une rotation R qui agit sur les états et les observables de la fagon suivante :

) = |) = D))
A BA=DU)ADU)™*

On a donc (| FA|) = (| Aleh).
Soit U € SU(2), UV (e,M)U~1 = V(e,n’) avec n' = R(U)#i
Donc en représentation :

D(U)D[V (e, )]D(U") = DIV (e,n")]

Pour une rotation infinitésimale d’angle e << 1 :
D[V (e,ii)] = 1 —ie] - i
ou les J; sont les générateurs de la représentation. On en déduit alors :

T —ieD(U)J-aD(U)™ =1 —ie] -0
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= J.n' =DWU)J-iDU)"

Cas particulier : 7 = k- DU)J,D(U)"t = Jgz
Vérifions que D(U)|jm) décrit un état tourné par la rotation R(U), c’est-a-dire un état propre de Jz

D(U)J.DU) "D(U)|jm) = JzD(U)|jm)

= Jz[D(U)]jm)] = m[D(U)]|jm)]

Exemple : ( > est un état propre du spin pointant selon k. D(U) <é) est un état propre de spin
selon 7 = R(U )E de valeur propre +1. Notons (r, 6, ¢) les coordonnées sphériques de 7. On peut montrer
que

2] _e—iPgip @
cos e "?sin
D = = T2 2
) =u (e”’ sin & cos & )

1 cos ¢
Donc D(U) (0) = (ew Si; 9>
2

Remarque : Observation expérimentale :
Considérons une rotation R : H — ®H = D(U)HD(U)~!
On suppose qu’il s’agit d’une symétrie au sens fort : BH = H, c’est a dire :

VU, [D(U), H] =0

Donc [H, j] =0 ot les J; sont les générateurs.
On peut donc écrire les états propres de H, J? et J, sous la forme |njm) tels que :

Hinjm) = E,(j.m)njm)
J2njm) = j(j + 1)|njm)
J:|njm) = m|njm)
Montrons que F,, est indépendant de m :

[H,J] = 0= (njm'|[H, J;][njm) = 0

(njm/|H T [njm) = (njm’|J4 Hinjm)

\/(y’ = m)(j2+ mAL) i jom 1) = \/(.7’ + m’)(jZ— m +1)

En prenant m’ = m + 1, on en déduit : E,(j,m+ 1) = E,(j,m).
On peut donc observer des dégénérescences dans le spectre lorsqu’il y a des symétries.

<n7j,m/ - 1|H|7’ij>

2 2

Exemple : Atome d’hydrogeéne dont I'électron est décrit par le hamiltonien H = 27— — <
[ — or

2s 2p

FIGURE 6 — Niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogene

La dégénérescence des niveaux p et d montre qu’il existe une symétrie de type SO(3) car I’énergie de
ces niveaux est indépendante de m. Mais on voit de plus que I’énergie est indépendante de [ donc il y a
un groupe de symétries plus grand. C’est le groupe SO(4).

Ceci est vrai méme en mécanique classique, il y a une constante du mouvement autre que le moment
cinétique, c’est le vecteur de Lenz :M = p'A L —mkZ ou k décrit la force : F' = —T%%
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2.7.1 Rotation agissant sur des états de moment angulaire donné

On considere 'hamiltonien d’une particule plongée dans un potentiel central H = % + V(r). L’invari-
ance par rotation implique [H, L;] = 0. Les L; forment I’algébre de Lie de SO(3).
On écrit les états propres communs de H, L? et L, sous la forme :

H|Elm) = E|Elm) L?*|Elm) =1(l+1)|Elm) L,|Elm)=m|Elm)
A énergie fixée, on a 2] + 1 états dégénérés. Pour une fonction d’onde, 'action d’une rotation R s’écrit :

() = () = 9(R) ow aussi (717) = (R™7y)

Or nous avons vu que |f) = D(U)|¢) donc

(FID(U)[4) = (R™'7)

En écrivant cette relation sur des états |Elm) on obtient :

(R™'7llm) = (FID(U)|lm) = ﬂZDmm )lim’)

wlm ’F‘) Z Dm m wlm/( )
Or les fonctions d’onde peuvent s’écrire sous la forme :

On obtient donc la relation donnant la transformation des harmoniques sphériques :

> "D (U) Vi (77) = Vi (R™170) (16)

2.7.2 Fonctions d’onde spinorielles

On s’intéresse maintenant & un systéme possédant un spin 1/2 en plus. On considére les fonctions
propres de H, J2 et J, avec J =L + g

) = exp(itit- D) =exp (0 (£+F ) ) )

L agit sur des fonctions de L?(R?) et & agit sur des fonctions de spin, vecteurs de C2. On écrit alors :

Zlf Mior)

(51 = X (50150 (1)

On obtient finalement : 1
(k) = Yo ()

Nous pouvons alors calculer :

1 1 -
<F§0'|Rz/}> = (F§U’| exp <—i9 (L +

7))

L et & agissent dans des espaces différents donc commutent, et on peut écrire |1)) = >, 1300 [we) don

[\

(o0 = S50 exp (=it 1) |30} T exp(—i0E - )l v)

[ea

On obtient finalement la relation :

o (F) = ZDW —17) (17)
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Pour un spin j quelconque, nous pouvons généraliser cette expression a des spineurs a 25+ 1 composantes

B (7) = D2, (U)o (R (18)

Exemples :
e j =0 : on retrouve la transformation d’'une grandeur scalaire par rotation, par exemple une densité de
charges : fp(7) = p(R™17)
e j =1 :on considére une particule de spin 1 et on note les états 19, ¥11 et ¥1_1.
On introduit V,, V, et V, définis par :

Y11 = %(Vm —iVy) Y=V, 1= %(Vx +iVy)
On peut donc écrire la relation de transformation des V;
V() = Ri;V;(R™'7)

Ce qui décrit la rotation d’'un champ de vecteur de R? : 7 = R¥ et rotation du vecteur au point 7.

2.7.3 Illustration : désintégration de particules

Considérons la désintégration d’un objet de spin s en deux objets de spin 0.
Par exemple, considérons la désintégration d’un méson p° de spin 2 en deux pions :

po —ata~

On regarde la distribution angulaire des particules dans ’état final. L’état initial est polarisé dans une
direction connue, par exemple selon Oz : |jm)

J2jm) = j(j + 1)|jm) et J.|jm) = m|jm)

On mesure le nombre de particules émises par unité de temps et d’angle solide : %
On note p; et ps les quantités de mouvement des particules dans ’état final. La conservation de I'impulsion
implique alors, dans le référentiel de centre de masse.

P1+ P2 =0

Notons alors p; = —p> = Al ol 71 est un vecteur unitaire.
En mécanique classique, I’état de moment cinétique dans ’état final est donné par :

L=F AP+ APa= NP — ) AT

Donc L -7 =0

L’état final est décrit par |f) :
2)5) = 1+ 1)
L-7ilk)y=0

La conservation du moment cinétique implique : J =L

Donc |7F77) = |70)7
L’amplitude de désintégration est donnée par (77~ |H|p?)
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Si l'on s’intéresse seulement a la dépendance angulaire, cette expression devient : (jO|zH|jm)
Or nous avons établi que :
[70)7 Z D’  o(@)im'),

Avec U une rotation telle que U k = ii. On peut aussi écrire en bra :
(J0l7 = Z Dy oD (G|

On peut alors calculer :
(Ol H|jm) = ZDJ )(jm!' |H|jm)

On en déduit alors : '
(mtn” [H|p°) o< D}, (U)

2N
D 2
aodz ~ 1Pmo!

2.8 Groupes dynamiques

Il existe des potentiels particuliers pour lesquels une dégénérescence supplémentaire apparait. On
considere une particule plongée dans un potentiel V' central :

p? -
2 C[H. L) =
T V() 5 [H I =0

H =

Les L; forment l'algebre de Lie de SO(3) : [L;, L;| = €;j,L, Nous avons vu que dans ce cas les états
{|Elm)} _j<m<; sont dégénérés.

Pour certaines classes de potentiels, des dégénérescences supplémentaires apparaissent. C’est par exemple
le cas pour des potentiels électrostatiques ou harmoniques.

Cas d’un potentiel en %

_r _k

2m  r

Le moment cinétique est une constante du mouvement, mais il doit en exister une autre.
Montrons alors que le vecteur de Runge-Lens M est une constante du mouvement.

M=anL k-
r
dM 47 - dL & . 7dr
— = —AL+7TN——k—+k—=—
T T A TP eI
Or le moment cinétique est conservé, donc :
dM 47 1
?*d—;}/\(r/\mv)fk +k£;? 7
Or on sait que mf{; = —V(—%) = —%?
AM k7@ . kT T,
H ')"73 (7“/\’())_7 kﬁ(r U)

dt 3 r 73
i _
dt

Ce résultat permet d’intégrer algébriquement les équations du mouvement :
M est dans le plan de la trajectoire. On appelle 6 'angle entre 7 et M.

F-M:F-(UAE)—kr:E-(F/\ﬁ)—kr:E_kr
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Or - M = Mrcos® donc : )

r(k + M cosf) = L
m
L?/Mk
1 + % cos
En mécanique analytique :
{gi,4;} =0 ; {pi,pj} =0 5 {qi,pj} = dij et {Li, L;} = €iji Ly

On a de plus : {L;, M;} = €, M}, ainsi que {H,L;} =0et {H,M;} =0

2H
{M;, M;} = _Zﬁjk[/k

Pour des états liés, ie d’énergie négative, on définit :

1 —-m 1 —-m

On a alors {A“Bj} =0, {Al, AJ} = €ijkAk et {Bi,Bj} = €k B-
On a donc deux algebres de Lie de SU(2) indépendantes. Le probléme a une invariance SU(2) x SU(2) =
SO(4).

En mécanique quantique :
On définit 'opérateur hermitien

—

M= GAL—Lnp -
2m r
On retrouve les mémes relations qu’en mécanique classique avec cette fois des commutateurs. F correspond
a une valeur propre de H négative.

On peut donc former les opérateurs A et B comme précédemment. Chacun donne une algebre de Lie de
SU(2).

Considérons A2 un casimir, A2 = j; (j; + 1)1

De méme B2 = j,(jy 4+ 1)1

La représentation est caractérisée par (j1, jz2).

Or M - L =0 donc (ff— E)(ff—l— E) =0 ce qui donne A2 = B2. On en déduit alors que j; = jo = j

On a vu en classique que M2 — k2 = %I_;Q Ici :
- 2H -
M? —k* = = (L*+1)
m
On a également les relations :
—-m
Ai—BiZ 7Mi tAl B’L:Ll
\ o Mt At
2F 2F
~EN (A - B)? -k = A;+B)? +1
m 2 ) - E;( +Bi)* +
4F | - - 2F
= ——(A*4+ B} - = =§?
m m

Or A2 = B2 = j(j + 1)1 donc :
2F
G+ 1)+ 1] =k
— i+ +1] =k
mk?
2(2j +1)2

Notons n = 2j+1, la représentation est de dimension n2. On a donc obtenu les énergies et les dégénérescences
associées.

= FE=
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3 Groupe de Lorentz

3.1 Contexte physique

En mécanique classique, les référentiels inertiels sont équivalents, ce qui se traduit par l’existence
d’un groupe, appelé groupe de Galilée, dont I'action des éléments laisse le probléme invariant. Mais cette
invariance par translation rectiligne uniforme n’est plus valable en électromagnétisme a cause du terme en

%—If dans I’équation de Maxwell-Ampere.

Dans le vide, les équations de Maxwell donnent des ondes lumineuses qui se propagent a la vitesse
¢ = (€oto)~/? dans tous les référentiels inertiels, ce qui viole la loi d’additivité des vitesses. Un nouveau
cadre cinématique est alors nécessaire pour décrire correctement ces phénomenes.

On définit un événement comme un phénomene localisé dans I'espace-temps.
Il est donc nécessaire de posséder des outils de mesure de distance et aussi de synchroniser des horloges.
Ce qui est effectué par des envois de signaux lumineux & partir d’un point A repéré par (t4,Z4). Ces
signaux sont regus en un point B repéré par (tp,Zp). On a alors la relation suivante

On définit alors I’intervalle d’espace temps qui sépare A et B par :
SZBZCQ<tB—ﬁA)—(fB—fA)2 (19)
Cet intervalle est invariant par changement de référentiel inertiel pour tout couple d’événements A et B.

Pour deux événements causalement liés, I'intervalle est nul : s35 =0

On considere un référentiel en translation a la vitesse v par rapport a un référentiel fixe.
- Dans le référentiel fixe, l'intervalle entre deux événements A et B s’écrit

,U2

2> (tp —ta)?

c2(tB —tA)2 —(zp —aL‘A)2 =c? (1 -

- Dans le référentiel en mouvement, il s’écrit
24/ 1 \2
c(tp — th)

L’égalité de ces intervalles nous permet d’exprimer le temps propre 7 définit comme le temps mesuré

par un observateur dans son référentiel
2
/ v
T=t/1— =2 (20)

Si la vitesse n’est pas constante, on écrit

02
dr =di[1- (21)
3.2 Groupe de Lorentz
On représente les événements par des quadri-vecteurs :
zt = (x07x1>$2,1’3) = (Ctvxayaz) (22)

La quadri-vitesse est définie par :

dat c U
ut = , 23
dr <\/1v2/02 \/1v2/02> (23)

On a également la relation :

w0 — 72 = 2 (24)
On introduit alors la quadri-impulsion :
pt = mut (25)
On obtient alors :
E2
— - 72 =m?c? (26)
c
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On munit 'espace-temps du produit scalaire :

(z,y) =2’ —&-§="agy (27)
Avec g le tenseur métrique :
1 0 0 0
s=1o 0 1 o )
0o 0 0 -1
Définition : Le groupe de Lorentz O(1, 3) est le groupe des transformations linéaires qui laissent

invariant le produit scalaire :
A e O(1,3) & Vr,y, (Az,Ay) = (x,y)

Ce que I'on peut réécrire sous la forme txtAgAy = txgy donc on en déduit :

(29)

Remarque : Pour g = 1, on retrouve le groupe des rotations.

Comme g est inversible, en prenant le déterminant de la relation précédente, on obtient
(det A)? =1 (30)

De plus, g2 = 1, donc en multipliant la relation (29) par g, on en déduit que tout élément du groupe
de Lorentz est inversible et

At =g'Ag (31)

Définition : On définit SO(1,3) le sous-groupe du groupe de Lorentz formé des matrices de détermi-
nant +1 :

’AESO(L?))(:WAgAzget detA =1

3.2.1 Générateurs

Intéressons-nous aux transformations proches de 'unité : A =T+ w
La relation (29) implique alors (1 + ‘w)g(1 + w) = g, ce qui donne au premier ordre :

'w=—gwg

La solution générale de cette équation est donnée par :

‘w = Onsz + )\miMi (32)
000 O 0 0 00 00 0 O
0 0 0 O 0 0 01 00 -1 0
Li=tlo o0 -1 2|0 0o ool = lo1 0 o (33)
0 01 0 0 -1 0 0 00 0 O
01 0 0 0 0 1 0 00 0 1
10 00 0 00 O 0 00 O
Mi=1o 00 0] =100 0] {0000 (34)
0 00 O 0 00 O 1 0 00
Cette solution dépend de 6 parametres : 6, A et deux vecteurs unitaires m et 7

Remarque : On pouvait attendre une telle dépendance car avec g = 1, on retrouve le groupe des
rotations de R* dont on a vu précédemment qu’il est engendré par des matrices antisymétriques, donc
ayant 6 parametres.

NB : SO(3) est un sous groupe de SO(1, 3) donc on retrouve les résultats déja obtenu pour les matrices
L;, qui donnent pour A = T + w des rotations infinitésimales.

Les matrices M; correspondent & des "boost" : transformation de Lorentz selon chaque direction de
I’espace.

On peut réécrire le résultat précédent en terme de générateurs hermitiens et antihermitiens :

Avec Jz = ZLZ et Kz = 1.2\4z
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3.2.2 Algébre de Lie
L’algebre de Lie du groupe de Lorentz est donnée par :
[Ji, J]] = iEiijk
[Ji, K] = deijn K
[Ki,Kj] == —’L'Eiijk

Etudions 'action d’une transformation infinitésimale A donnée par

1 )\m1 )\mz )\mg
A= /\ml 1 —9’(7/3 6’/12
)\mg 9’/13 1 —0711
)\mg 79712 977,1 1
sur un vecteur x — x’ = Az. Notons B = —Am. On a alors :

8

U

—

/OZxo_ﬁ",f
=Z—28+0AnZ

On peut montrer que ces transformations infinitésimales sont associées aux transformations de Lorentz

et aux rotation :
2=~ - F-Z
B+12B(B - &)

o' =70(Z- 1)+ cos O[T — ni(Z - 1) +sinbdi AT

=2

3.2.3 Représentations de 1’algebre

On introduit :

JF=1(J; +iK;)
Ji = 3(Ji —iK;)

Ce qui nous donne alors les relations de commutation suivantes :

(36)

[J;, J;] = ieiij];

[, J7]1=0

(3

On obtient donc deux algebres indépendantes qui sont chacune étiquetées par un demi-entier. On a
donc des représentations non unitaires de SU(2) x SU(2) données par (j,j’). Ces représentations ne sont
pas unitaires car les JZ-i ne sont pas hermitiens.

Exemples :

1. j=3etj =0 :représentation (1/2,0) de dimension 2 avec J;" = 3o, et J; = 0.

Ces éléments agissent sur des spineurs a deux composantes qui peuvent représenter des particules de
spin 1/2 de masse nulle, par exemple les neutrinos.

2. j=12etj =1 :représentation de Dirac :

L 1/(5 0 L i (-G 0
J‘2(0 &) etK_z(o 5)

Cette représentation agit sur des spineurs de Dirac & 4 composantes.
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4 Meécanique quantique relativiste

Nous allons tenter d’obtenir une équation relativiste qui régisse I’évolution d’objets quantiques. Pour
cela nous allons suivre la démarche historique de Klein et Gordon puis de Dirac.

4.1 Equation de Klein-Gordon

Pour obtenir ’équation de Schrédinger, on part de la relation de dispersion £ = % et on applique le
principe de correspondance :
3D
Pour obtenir une équation relativiste, on part de la relation :
P2c2 + m2ct
et l'on applique le principe de correspondance :

L0 h?
za—mc Ay

On obtient une équation non locale car elle fait intervenir des puissances du laplacien et il n’y a pas de
symétrie espace-temps comme attendu.
Partons donc de la relation quadratique :

m2c?

E? = pﬂc2 +m2ct

On obtient alors ’équation de Klein-Gordon :

m2c?

L’opérateur d’alembertien qui apparait conserve la symétrie relativiste et est invariant sous la transforma-
tion de Lorentz.

ipx

Cherchons des solutions en onde plane : 1 =e™r

m2c?

h2

(8#8“ + ) Y =0= —pupH+ m2c®y =0

Donc on en déduit )
p2:p0 _ﬁQ:m262:>E:i/ﬁQC2+mZC4

On obtient alors des solutions d’énergie positive avec la bonne relation de dispersion mais aussi des
solutions d’énergie négative. Tentons de retrouver une interprétation probabiliste des solutions comme
dans le cas non relativiste. Pour cela nous allons faire apparaitre une équation de continuité :
Multiplions par ¥* ’équation de Klein-Gordon et faisons la différence avec son conjugué :

1 0%y m2c? 1 9%y* m?2c?

= — Ay + =0et —— =AY+
v LZ ot? v h? v ¥ 2 Ot? v h?

v =0
e e R I
c? ot? ot? N

On peut alors faire apparaitre une dérivée temporelle et une divergence :

10 *a¢ 8w* = * = x\
20t <—¢ E"‘ﬂ’ 8t)+v'(¢ Vi —yVyT) =0

Notons alors :

_ _th 1/)*%— op*
p= 2mc? ot ot

= h * T =, | x
J:%W Vip —pVip*)

On obtient alors une équation de continuité :

L4v.j=0 (38)

Cependant p n’est plus positif comme dans le cas non relativiste et ne peut donc plus étre interprété
comme une densité de probabilité.

De plus, I’équation de Klein-Gordon est une équation du second ordre alors que celle de Schrodinger est
du premier ordre et nécessite donc des conditions initiales supplémentaires.
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4.2 Equation de Dirac

Nous allons suivre I’approche de Dirac qui consiste a rechercher une équation du premier ordre dont le
carré redonne 1’équation de Klein-Gordon. Ce qui revient a rechercher a écrire une forme quadratique
comme le carré d’une forme linéaire :

At —2? —y? — 2% = (Bet + otz + Py + a®2)?

Il est donc nécessaire que les coefficient o et S anticommutent. Nous allons les chercher dans un espace de
matrices. Postulons une équation de la forme :

1oy 2 L OV ime
e gt R (39)

Avec a et 8 matrices de taille N x N. Itérons cette équations et imposons de retrouver ’équation de

Klein-Gordon : s s
1 0% w0 imc ;0 ime
czazt:<zaw+hﬁ 2 olgat o)
k=1 =1
On obtient alors les conditions suivantes :
ool 4+ alak = 26F1
Bar +aF3 =0 (40)
8% = akak =1

Ecrivons alors ’équation (39) sous forme Hamiltonienne :

o
ih— = H
ihge = HY
Le hamiltonien s’écrit alors sous la forme :
. 0 9 S 2
H = —ithca® = +mc°f =cd-p+ mc”f (41)
ozk

On impose au hamiltonien d’étre hermitien, donc on en déduit que les matrices o* et 3 sont hermitiennes,
donc diagonalisables, de valeurs propres réelles. Or les carrés de ces matrices donne 'identité, donc leurs
valeurs propres sont £1. De plus, la relation Sa* + of 8 = 0 donne en multipliant par 3 :

o = —pakp
Prenons la trace de cette relation :
Tr[a®] = =Tr[Ba*B] = —Tr[B%*a*] = —Tr[a*] = Tr[a*] =0

Donc la somme des valeurs propres +1 de o doit étre nulle, on en déduit que N doit étre pair : N = 2n.
Pour n = 1, les matrices de Pauli satisfont la condition sur les matrices . La matrice 8 doit alors
anticommuter avec les trois matrices de Pauli : c’est impossible. Il n’y a pas de solution.

Pour n = 2, on peut trouver la solution particuliére suivante :

() ()

1 est alors une fonction d’onde a quatre composantes :

Y1
(>
U3
Y4

Tentons de retrouver une équation de continuité comme dans le cas non relativiste. Notons alors :

ot = (V1. 95, 95, 90)

=

On a alors :

wh%f = T (—ihed@ - Vi + mc?By)
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ihaafz/fl/i = (—iheVpTa — meyT By

En sommant ces équations, on obtient :
8 -I. — T —
5 WT0) =~V - (vfaw)

On obtient donc une équation de continuité avec :

Ty >0

On retrouve bien une densité positive comme dans le cas non relativiste.

4.2.1 Limite non relativiste

On considere le couplage a un champ électromagnétique décrit par le potentiel scalaire ® et le potentiel
vecteur A.
Dans le cas classique, le lagrangien d’une particule de masse m et de charge ¢q s’écrit :

1 .
£:§mv2—q<1>—qq7-A (44)

Pour en déduire le hamiltonien, il faut effectuer une transformation de Legendre :

0L _ 17—q/f

P=—-5=m
ov
- 2
(7= qA)
2m
Dans ce cas quantique, on a passe de méme au cas sans champ au cas avec champ par les relations :

1
H:ﬁ~ﬂ—£:§mv2+q®: +q®

ihg — ih2 —q®

P p—qA ()

Notons A = (A%, A) = (®/c, A) et Il = j— ¢A. L’équation de Dirac donne :

) o -
maif — qcA%p = [(—mv —qA)ca + Bmcﬂ (U

= ih%—qf = [(ﬁ— qff)co'f + Bmc? + chO]I} )

On découple alors 1) en deux vecteurs a deux composantes : ¥ = (i) pour correspondre a la structure

en blocs des matrices a et . On obtient alors :

zhé <¢> [ (mc® + qcA%) 1T -1 ((b)
ot \x) -1 (—=mc? + qcANT ) \x

On se place dans le cas ou le champ électromagnétique est indépendant du temps. On cherche alors des

solutions sous la forme :
(¢(F)> o~ iBt/h
x(7)

£ (gb) [ (mc? + qcANT e -1 <¢)
x) -1l (—mc? + qeAT ) \x

Ce que l'on peut réécrire sous forme d’un systéme d’équations :

On obtient alors :

E¢ = (mc® + qcA%)¢ + ca - ﬁx
Ex = ¢ - Ti¢ + (qcA® — me?)x

On s’intéresse a la limite non relativiste ol les énergies sont proches de I’énergie de masse. On écrit alors
E = mc? + €. Dans la deuxiéme équation, on néglige € et gcA? devant I’énergie de masse et on obtient :

g-11

ome® — qeAV)x &~ & - Tlp = x ~
(2me” —qeAT)x =~ cd - g = x = o3

¢
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La premiére équation donne : .
ep = qcA%p + ¢ - Ty

En combinant les deux derniéres équations, on obtient une équation sur ¢ :

& -Ti)?
6 = qea% + T 10, (46)
Et dans le cas ot il n’y a qu’'un champ magnétique :
- Ti)?
o= "1,
m
On rappelle que les matrices de Pauli vérifient :
0,05 = (51‘]‘]I+Z'67;jk0'k (47)

On en déduit alors :
(0ia;)(0jbj) = (aibj)dij + i€ijr(asbj)ow
= (G-a@) (G -b)=d-bI+iG-(@AD)

2

Si @ n’est pas un opérateur, on a donc (& - @)? = a?1. Mais dans notre cas, Il est un opérateur et donc

cela ne s’applique pas. On doit donc calculer :

il = €55 (ps — qAi)(pi — qA; )
= —qeik(pid; + Aip;)
= —qeirpiA; + €A pi
= —qeijk[pi, Aj]
hoA,
= —C]Gijk;aixi

= ihqB*

On en déduit donc finalement : )
(aﬁ) —1i2 — qh5 - B

En récrivant I'équation (46), on obtient 1’équation de Pauli :

2m 2m 2m

0= (gll*~ s B) o= 55— aAP6— fo - B (48)

On se place dans le cas d’un champ magnétique contant et on prend le potentiel vecteur A= %é AT.
On peut alors écrire le hamiltonien sous la forme :

9
p q - 7 T = 1 2 2 qh_, —
Hszi( A ) — _ 4t~
2m  2m p +Ap +2qu 2m0 B
]52 q - -~ =5 qh -
-4 *A} 2A~*) -2z 5
om 2m<[p’ +24-p) + OB =500

Or le commutateur []5’, fq xV- A= 0, donc la partie d’interaction du hamiltonien s’écrit :

B - A S
H, = Qm(B/\r) P58
- S N R
Hy=—5 B (Fnp)— =B
H=-1p1_-95.§
2m m

Interprétation du terme fﬁg L :
En mécanique classique, le couplage d’une boucle de courant & un champ magnétique s’écrit :

H=-ji-B
Ou p = 1S est le moment magnétique généré par cette boucle de surface S. Exprimons le courant ¢ :

T 27r/v  27r
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Le moment magnétique s’écrit alors :

=35 = — = = =7
s 2rr 2m mre 2m
De maniere vectorielle, on a :
i=L1F

2m

Et donc le hamiltonien d’interaction donne :
H=-2L7.8
2m

Ce terme décrit donc le couplage entre le champ magnétique extérieur et le moment magnétique de ’atome
engendré par la rotation de I’électron sur son orbite.

Interprétation du terme —%6’ B
Ce terme décrit I'interaction entre le spin de 1’électron et le champ magnétique extérieur. On peut I’écrire
sous la forme générale :

—
—

q
= g--§
K 92m

Ou l'on a introduit le facteur gyromagnétique g. Dans le cadre de la théorie de Dirac, on trouve g = 2.
Dans le cadre de I’électrodynamique quantique, les corrections radiatives donnent le développement

g=2[1+26;+01 (j)ﬂ@(i)ﬁ--}

Les constantes C'y et Cy font intervenir des corrections radiatives venant en plus des interactions faibles et
fortes. On dispose actuellement d’un développement & 'ordre 5 en « la constante de structure fine.

4.2.2 Invariance par rotation

On considére une rotation R € SO(3), qui agit sur les variables d’espace-temps  :

7 — 2/ =R7%
t = t =t

Cette rotation transforme une solution de ’équation de Dirac de la fagon suivante :
Y7 8) = (17, 1) = SY(T, 1)

Pour qu’il y ait invariance par rotation, v’ doit vérifier I’équation :

W (17, t) + Bmc*y (7, t) (49)

0 1(7 S
zhaw (r',t) = —ih«a ERGE

Or ¢ = S’ est solution de I’équation de Dirac donc :

z‘hS*l%w(ﬁ, t) = —maka%CS*W(ﬁ,t) + Bmc S~ (7, 1)

On a également la relation = = Rz donc on peut exprimer les dérivées spatiales :

0 9 da' 0

oxk — oz’ dzk  xi *

On obtient alors pour ’équation de Dirac :

SO (07,0) + SpmeS (71 (50)

m%w/(ﬁ,t) = —ihSa*S~ 'Ry

En égalisant les équations (49) et (50), on obtient les conditions :

(585" = Bet | Sa*S~ Ry, = o (51)

On se place dans la base ou les matrices « et S s’écrivent
0 -1 - (& 0
= (G ) e %)
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On cherche alors S sous la forme
u o
= (4 9) "

On vérifie alors aisément que SBS~! = B. La condition sur o donne :
u o\ (et 0N Ut 0N, (o8 0
o uJ\o o)\ 0o u?')"™ o o

U*U Ry, = o' (53)

Ce qui s’écrit alors

Or nous avons vu précédemment que la représentation V dans SU(2) d’une rotation R de SO(3) vérifie

Vi -zl =d-a

Ce que 'on peut réécrire :
-1 -1
VO'J:T]‘V = UiRij.%‘j = VO‘jV = UiRij

On obtient en multipliant par Ry;
VO’jV_lej = O'Z‘Rinkj = O'Z‘Rij<tR>jk == O'i(RtR)ij = aiéij =0y

Donc on prend pour U la matrice de SU(2) qui représente la rotation R. L’invariance de I’équation de
Dirac par rotation impose alors :
) (54)

—

V' (Z) = exp (—iﬂ 2ﬁ> Y(RLE) |avee & = (g

QI ©

Interférométrie de neutrons :
On fait tourner des neutrons de 27 avec un champ magnétique bien choisi.

- =

ag-n

2

U:exp<—i9 >:cos2—i6-ﬁsin2

Pour 0 = 2m, U(27) = —1T et donc ¢ — —1p.
On a vu que dans la limite non relativiste, le hamiltonien d’interaction s’écrit :

Pour des objets élémentaires, Dirac donne g = 2. Pour des neutrons, on trouve expérimentalement
g = —3,82. Pour les degrés de liberté de spin, on a donc :

0 e 5% 9 By

500 _ o _
! ot 4m ot Zg4m

On en déduit alors ’expression de ¢ :

qt 3
t) = —d-B
P(t) = exp (zg4ma ) »(0)
Or exp (ig%&' - B') € SU(2) et correspond & une rotation d’angle :

gqBt
2m

o(t) =

4.2.3 Invariance de Lorentz

On a vu précédemment ’équation de continuité :
8 T — T —
5 10) + eV - (wlaw) =0
Ecrivons cette équation de maniére relativiste : Ouj" =0, ce qui nous donne :

0 =vlyet j=ylay
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Ceci implique donc que 1) n’est pas invariant par transformation de Lorentz car c’est la premiere
composante d'un quadri-vecteur. On a 42 = 1. On introduit ¢ = ¢/T3. On peut alors écrire :

30 =Py et j' = ppaly

on obtient

[ =] (59

Les relations d’anticommutations sont équivalentes a :
\ {77} = 29"

L’équation de Dirac peut alors se réécrire :

Notons alors ‘ ] ‘ et ‘ 7t = Bat

mc

(~ir"0 + . Ju=0 (57)

Construisons maintenant des invariants ou covariants a partir de ¢ et ¢

o j = )y se transforme comme un quadri-vecteur :
j*(@) = j™(2) = ALj" (2)

e 1) est invariant sous la transformation de Lorentz : c’est un scalaire.
e ¢ [y*,v"] 1 se transforme comme le tenseur F),, .

o YyH~51) ot 7% = v09142~3 est un pseudo-scalaire : il est invariant par transformation de Lorentz mais
pas par la parité.

On cherche la forme générale d'une équation invariante relativiste couplée a un champ électromagnétique.
Nous avons vu que sans champ, elle s’écrit :

o me
W' Out + hbarw 0
En présence de champ, elle s’écrit :
. iq me
i (0= )t v =0 8)

Ce qui prédit g = 2 comme nous ’avons vu précédemment. Elle ne peut donc pas décrire par exemple le
neutron. On écrit alors :

=it (0 = i3 A ) ¥+ BEL DI+ B0 =0 (59)

Cette équation est invariante par transformation de Lorentz car tous les indices sont saturés : c’est un
scalaire. De plus, en prenant la limite non relativiste, on trouve g = 2 + A\b

4.2.4 Construction des états propres d’énergie et d’impulsion fixée

On cherche les états propres d’énergie E et d’impulsion p’ fixées :
(7 t) = e NPT (5)

On déduit alors de I’équation de Dirac :

By (p) = ca’p"p + me* By (60)

Ou l'on s’est placé dans une base ou :

o) . . (0§
ﬂ:(o —11) et“:<5 o)

On peut alors réécrire ’équation (60) sous forme matricielle :

mce2l  cd-p

By = (c&' P —mc2]I> ¥
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On décompose 1 en deux blocs de deux composantes : Y = (z1> et on obtient donc :
2

(mc? — E)1 e p P ~0
cd-p —(m+E)T) \o) —
Cette équation a des solutions non nulles si son déterminant est nul, ce qui donne :
—(mc® — E)(mc* + E) — (¢&-p) =0

Et on obtient alors la relation :

‘EQ = pﬂc2 +m2ct ‘ (61)

On a donc des solutions d’énergie positive et des solutions d’énergie négative données par :

E, = /P22 + m3ct
E_ = —/p2c2 + m2ct

AR

Il y a une bande d’énergie interdite entre —mc? et mc?.

Intéressons-nous aux solutions d’énergie positive. Elles vérifient

(mc® — E)1 + cd - pia 0
G-y — (m + E)py = 0

Ces deux équations ne sont pas indépendantes. De la deuxiéme on déduit

co-p

V2 = mec?2 + FE

1

Et donc finalement v :

_ W
vV ()

On prend alors la normalisation covariante 1) = 1 et on déduit N :

me?2 + F
2mc?

Imc2 + E
=Y = L; +2 ( C&'?; ) avec ¢l =1
mc mc2+FE

On s’intéresse maintenant aux solutions d’énergie négative.
Considérons un atome hydrogénoide. Les niveaux d’énergie sont donnés par

mc*Z%a? Z2%a? n 3
En =+ 2_ 2" a2 (- _Z
P {mc 2n? [ T (j+ 12 4)”

L’énergie minimale est alors —oco. Ce qui pose probleme pour expliquer la stabilité de ’atome.

L’idée de Dirac consiste a remplir tous les états d’énergie négative et de définir ainsi ’état fondamental :
c’est la mer de Dirac. On renormalise alors les énergies par rapport a ce nouvel état.

Si on fournit de ’énergie a cet état, on peut créer une lacune et occuper un état d’énergie positive : on
peut créer des paires particule-antiparticule. Mais il y a un probléeme d’absence de symétrie entre particule
et antiparticule.

N =
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5 L’intégrale de chemin

La mécanique classique peut étre formulée de trois facons :

— formulation Newtonienne

— formulation Lagrangienne : c¢’est une approche globale. On considére des familles de trajectoires
possibles auxquelles on associe une action. La trajectoire classique est celle qui minimise 1’action.

— formulation Hamiltonienne : on se place dans un espace plus grand : ’espace des phases, et
I’évolution temporelle est décrite par I'opérateur hamiltonien :

2
p.
? V i
V()

&; ={x;,, H} et p; = {p;, H} avecsz:2
i

Le passage a la mécanique quantique est basé sur un formalisme Hamiltonien avec un point de vue
opératoriel : x; et p; sont des opérateurs autoadjoints. Les crochets de Poisson sont remplacés par ih[-, |.
Mais on perd alors la notion de trajectoire. Nous allons donc nous baser sur un formalisme Lagrangien
pour trouver une autre formulation de la mécanique quantique.

5.1 Le propagateur de Feynman

On se place dans un espace de dimension d.
Dans la représentation de Schrodinger, 1’évolution dans le temps des états est donnée par :

0
i) = HI)

Si le hamiltonien est indépendant du temps, on peut alors intégrer cette équation :
() =exp |- =0 10(0)
En projetant sur un état |q_; ), on obtient :
(@) = @exp |~ A -] 10(0)
On peut alors insérer la relation de fermeture des états position :
@t = [ atadles |~ i@ o] )

On définit alors le propagateur de Feynman par :

K (01at) = @lexp | -1 0] ) (62)

On obtient alors la relation entre la fonction d’onde évaluée aux points (g,t) et (¢',')

o(7.0) = [ K (1) via.0a's (63)

5.2 Expression du propagateur de la particule libre

On considere le hamiltonien d’une particule libre :

2
i
m

o —

[\

Les états propres sont les états |p) :

0= (55) e (lip)

32



En insérant une relation de fermeture dans I’expression du propagateur, on obtient :

Ko (7¢1) = [ @pdin e (~3ow o)

2mh

d R .9
N L B 5 _ p r d—
= (2%) /eXp {Zh(q Q) — 5, =t t)} d’p
_( 1 )d{ 2rmh r” im(q — q)2

= [@mesn (—g2r o) (e

onh) it —t)] TP 2n(t — 1)
d/2 o 2
Ky (ot at) = . m M 64
O(q |q> [inh(t’—t)] P on —t) (64)

Pour le chemingq’ parcouru dans le temps t’ — ¢, la vitesse est constante et donnée par :

—

4 —q
v =
t—t
Le lagrangien est £ = ’"2”2 et laction vaut :
2 ] 2
mo m(d —
S= [ Ldt= t—t) =
/ 5 (=) 2t — t)

L’argument de ’exponentielle précédente est alors iS/h avec S I'action classique.

5.3 Construction générale du propagateur

On utilise la formule de Trotter :

t t n
lim {eZAeWB] = tA+B)
n—oo

Notons alors A = %ﬁo, B = %‘7 et t = —i(¢' —t) = —iT. On a alors :

e . - . .
(ge~ T HAV)/B| 3y = nILH;O<q/| (eflTHo/nheszV/nh) B

<(;,|e—iT(ﬁo+V)/h|® _ nlggo@| (e—iTﬁo/nhe—iTV/nh> (e—iTﬁo/nhe—iTV/nh> b
Insérons alors n — 1 relations de fermeture : [ dg;|¢1)(;| = I. On obtient alors n — 1 intégrales contenant
des termes du type :

<q;_|67iTHo/nhefiTV/nh|q»i+1>

V est diagonale dans la base des |q), insérons alors une relation de fermeture entre les exponentielles :
(e o mhe = TVIMN 7,y ) = /@Ie_iTHO/"h|§><ﬂ6_iTv/"hl(Ti+1>dé’
— <(j;‘|e_iTﬁ0/nh|(j;+1>6_iTV(q”1)/nh

On remplace alors le premier terme par le propagateur libre et on obtient :

d/2
o S (@ — a:)? TV (Git1)
= eszHg/nheflTV/nh = _ m ex Zm(q1+1 ql) ex _Liﬂrl
<qz| |QH~1> 22-77% p 277/% p n h

On peut alors exprimer le propagateur comme la limite d’une intégrale multiple :
T . N . BTN e . . T e ool
<C]/| exp——(Ho + V)|(f> = lim <q/|e zTHO/nhe zTV/nh‘q1> . (qn_ﬂe zTHo/nhe zTV/nh|q—»>dq1dqn_l
Y

On renomme ¢’ = ¢y et § = Gy, on a alors :

n—oo

nd/2
} T .
<q’|exp—%H|d> = lim (2;:T> /exp%S(cTo,--- s @n)dq1d gy, 1

n
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ou on a noté :

— G+1 donc :

Dans la limite n — oo, on a %

n—1
(@i @) = = D [ S8 = V(@)

=0

Ce qui tend vers une intégrale :

s@.d = [ a2 - vige) ar
.12

On introduit alors la mesure de Feynman définie par :

nd/2
. . m N ﬂ
Dg(r) = lim ( . T) dqi - - - dgn_1 (65)

n—oo \ 29
n

On obtient donc 'expression formelle du propagateur :

K (1) = [ew [h / (22 - via) dT] Dy(r) (66)

Ou lon integre sur tous les chemins qui relient § et q_; . Chaque terme est donné par une phase proportionnelle
a l'action classique.

5.4 Propriétés du propagateur

e Le propagateur de Feynman est solution de ’équation de Schrédinger :

o = (—pn+v (7)) &

avec la condition initiale :

hm K( 44 |qt) 54 (q_7 — J)

e Considérons les états propres du Hamiltonien : H [ny = E,|n). On peut alors utiliser la relation de
fermeture sur ses états :

K (¢¢13t) = > () (] exp {h (t t} @) = Z% (@)= En -0/

n

Prenons q_7 q et intégrons sur ¢, on obtient une fonction de ¢’ — ¢ :
ot —t) = / K(q|g)dg ="y e tEnt=0/n
n

Calculons alors la transformée de Fourier de ¢(t) en E + ie pour assurer la convergence de l'intégrale :
i /OO (1) B hgy Z 1
h Jo — B, — E —ie

Introduisons alors la résolvante : G(z) = (H — 21)~! qui existe sauf pour z dans le spectre de H. Sa

trace vaut :
Tr|G(E
(G(E +ie)] ZE —E—ze

Les poles de la résolvante donnent les états liés du systéme.
La connaissance du propagateur permet d’accéder au spectre du hamiltonien.

e Principe de superposition :

K (i) = [ K (¢¢)ar) K @it da (67
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5.5 Propagateur euclidien

La physique statistique des systémes quantiques a 1’équilibre fait intervenir la fonction de partition
définie par :

Z ="Tr [efﬁH] = /(q‘]eiﬁH@
et 'opérateur densité dont les éléments de matrice s’écrivent dans la base {|¢)} :

-
/

o 1,5 _ 1 - _
p(@.q) = (@l D) = 2 D vl (@e 7"
n
On a vu que le propagateur peut s’écrire :

K (740) = (1) = [ exp [h / (B2 - Vi) dr] D7)

Remplagons alors t par —iT" :
. i 1T m
(@1 = [ exp [h | (Giwr -vam) dr] Dil7)
Ce que 'on peut réécrire en effectuant le changement de variable 7/ = —itT :
- 1T m -
@l ™) = [ exp [h | (a2 -vaey) df] D47
On pose alors T' = Bh et on obtient :
= _—BH 1" m. 2 - E
(le™a) = [exp | = | (§Q(7') + V(q(T))) dr| D q(7)

Ot l'on a introduit D ¢(7) une mesure euclidienne sur les chemins. On peut alors en déduire la fonction
de partition :

7= [(aea = [az | (()ﬁ_)_xp H [ (i + viawn) dT] D7)

Plagons nous dans le cas libre (V = 0) et intéressons-nous aux chemins issus de 'origine. On prend
h =m = 1 pour simplifier les expressions. On montre qu’un chemin quelconque issu de l'origine peut étre
représenté sous la forme d’une série de Fourier :

nm

a(r) = /B (502 +Vay 5M> (63)

La donnée d’un chemin est alors équivalente & la donnée des coefficients de Fourier {{,,}. On a alors

] *i 3 cos@

L’intégrale du terme cinétique donne donc

Bh

1 2(dr - LS g2
), =53¢

On définit alors la mesure euclidienne par :

DPq(r) = (69)

3
e
&~
S

De telle sorte que ’on obtient

17
exp— [ ar)arpPe(r)
0
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2
En prenant des valeurs de &, distribuées selon la loi gaussienne % exp f%", on retombe sur la mesure
s

de Feynman. On peut maintenant exprimer le propagateur d’une particule libre partant de ’origine en
arrivant en q(3) = &+/B, ce qui fixe &.

(gle="|0) = / ﬁo jz% exp (—2’2’) (g — q(B))

On sépare alors les intégrales sur &y et &, et on obtient le propagateur de Feynman en euclidien :

_gHy L ¢
(qle=PMel0) = WQXP—% (70)

¢(7) définit une famille de fonctions aléatoires sur [0, 8] qui est équivalente & la famille des mouvements
browniens issus de 'origine. Il s’agit de limites de marches aléatoires.

5.6 Intégrale de chemin sur un espace multiplement connexe

Considérons 2 particules identiques et indiscernables repérées par ; et 75 dans un espace & deux
dimensions. On introduit ¥ = 75 — 7] et R= % Les particules étant indiscernables, on doit identifier 7
et —7. On enroule le plan pour former un coéne sur lequel les vecteurs 7 et —7 sont identiques. De plus, on
impose que les particules ne peuvent pas se trouver au méme point dont on retire l'origine du coéne. Cet
espace de configuration est multiplement connexe.

Notons C,, I'espace de configuration de n particules identiques en dimension d. Il s’agit donc de
(RY)™ dont on retire les éléments de A ol deux vecteurs sont égaux. De plus on doit retirer toutes les
permutations d’un méme n-uplet. Donc

(RY)" — A

C, = S

Rappels sur la notion d’homotopie

On se place dans un espace topologique C.

Définition : Un chemin d’extrémités x et y est une application continue f : I = [0;1] — C telle que

F(0) = et f(1) =y.

Un chemin est dit fermé si z =y

On définit une loi de composition interne des chemins qui consiste a "recoller" deux chemins d’extrémités

z,yety,z : )
[ ren siotefosd]
fog(t) = { gt —1) s te[l]

Définition : Deux chemins f et g de mémes extrémités x et y sont dits homotopes s’il existe une
application continue ¢ : [0;1] x [0;1] — C telle que :

¢(t50> = f(t) ; ¢(t7 1) = g(t) ; ¢(Ovu) =T ¢(1au) =Y

Définition : On appelle groupe fondamental le groupe formés des chemins fermés issus de x
considérés a une homotopie pres. On le note 71 (C, ).
On montre que le point z peut étre choisi arbitrairement et donc on note m (C).

Exemples :
e Le groupe fondamental du cercle S; est I’ensemble des entiers : une classe d’homotopie est définie par
le nombre de tours effectués. m1(S1) = Z.
e Sur la sphére Ss, tous les chemins sont équivalents a un chemin trivial.
e Sur un tore, on peut effectuer des tours de deux facons différentes : autour du trou central ou autour
d’une section. Donc 7y = Z x Z

On regroupe les chemins de C' en classes d’homotopies g. On peut alors exprimer le propagateur comme
une somme sur les classes d’homotopies :

at=q

k(i) = 3 o) [ D) ()

gem (C) q(t)=q
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Ou x(g) représente une phase associée a chaque classe de chemin. Le principe de superposition impose
alors :

x(9)x(h) = x(goh) (72)

5.7 Méthodes semi-classiques

En relativité, on peut effectuer un développement en puissances de % a la limite ¢ — oo qui permet de
retrouver la limite classique. On voudrait pouvoir faire de méme en mécanique quantique pour obtenir un
développement en puissances de f a la limite A — 0. Mais ce développement est impossible car & = 0 est
un point singulier.

Prenons 'exemple du coefficient de transmission par une barriére de potentiel V(x).

Wz)

Le calcul donne alors : \
t(k) ~ exp (;/ VVix)— Edz)

avec B = % On voit alors que t(k) n’est pas analytique en i = 0 et ne peut donc étre obtenu avec un
développement perturbatif. _

De méme le propagateur de Feynman K (¢'t'|qt) = [ exp (%S[q(r)]) Dq(1) n’est pas analytique en i = 0.
Nous allons donc utiliser la méthode de la phase stationnaire.

5.7.1 Meéthode WKB

Suivons 'approche traditionnelle qui n’utilise pas la méthode de la phase stationnaire.
S . , . RORE]
Posons 1) = ae™ avec S >> h. 1 est solution de I’équation de Schrédinger

o R
e —%A¢+V(m¢

En réinjectant I’expression précédente et en identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient le
systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

ih

2
oS 1 (v _ R A
08 + 4 (VS) + V() = LA )
da® | O 2VS\ _
S + V- (a W) =0
Si I'on néglige le second membre de la premiere équation qui est d’ordre 2 en h, on obtient une équation

d’Hamilton-Jacobi satisfaite par 'action classique. En effet :

t
L=F G-H=8= [ 7 ddr — E(t—ty)
to

On en déduit alors les dérivées suivantes :
905 _ .95 _ o .3 o
ot "oty



Or F = % + V donc on obtient :

oS

1 _05
ot

2m (65)2 V(@) =

En se plagant a une dimension, on en déduit :

%i = 2m(E - V(z)) = S(z) = / 2m(E -V (y))dy

Et autre équation donne :

aQZ—S =Cte = a? = Ce

x om(E — V(2))

De plus, % + V = E donc on en déduit I'impulsion :
p(x) = v2m(E -V (z))

On peut alors écrire la fonction d’onde :

1 i
Ysc(x) = P/ exp (h /p(y)dy>
Dans l'intervalle [a,b] ot E > V(x), ¥sc donne des oscillations. En dehors, p € iR donc ¥g¢ décroit

exponentiellement. Aux bords de cet intervalle, ¥ gc diverge. En écrivant des conditions de raccordement,
on en déduit la condition WKB :

/ " Jam(E V@)de = nh (n + ;) (75)

Qui est une trés bonne approximation pour n grand.

5.7.2 Calcul du propagateur semi-classique

Commencons par la méthode de Laplace, pour des exponentielles réelles.
On consideére une fonction f convexe ayant un seul minimum en xy. On veut approximer 'intégrale :

I(h) = /ab exp <}1_Lf(a:)) da

Effectuons le changement de variable ¢t = % On veux alors l'expression de I(t) pour ¢t — co. La fonction

tf est alors trés piquée au voisinage de x( de telle sorte que la contribution principale de e~*/ & I'intégrale
provient du voisinage de xy. Développons la fonction f au voisinage de xgy :

(v — m9)?

S ) 4+

f(x) = f(xo) +

Posons alors ¢ = (z — 2¢)V/t, on obtient :

/(b—wo)\/z |: ( ) 52 ”( ) dg

exp |—tf(zo) + = f"(x0o —1—}

(a—z0)VE 2 \/7?
(b—z0)Vt

L ex (—gf”(af >> e
ViJtaayi T\ T2

—tf(xo) +oo 2
/- eXp<2f”($0))d5

On en déduit le premier terme du développement a la limite ¢t — oo :

I(t)

= exp[—tf(xo)]

Q

b —tf(zo) 2
~tf(@)qy ~ © T
L i

Application : Formule de Stirling



On applique le résultat précédent avec f(u) = u — Inu convexe et minimale en 1 avec f”(1) =1 donc on
en déduit la formule de Stirling :

nl=Tn+1)=n"e"V2mn

Calculons alors le propagateur en dimension 1, a la limite A — 0 :

<q/|e—if{(t/—t)/h|q> - /Dq(r) exp {; /tt, {%QQ(T) — V(q(T))} dT}

Pour utiliser la méthode de la phase stationnaire, il nous faut trouver les solutions go(7) qui rendent
stationnaires I'action classique :

Sla(r)] = / i |56 () = Via(r)] ar

avec les conditions aux limites q(t) = g et ¢(t') = ¢’. Les solutions sont les trajectoires classiques. Posons :
q(1) = qo(7) + Vhn(7)

Avec n(t) = n(t') = 0. On effectue une translation de la variable d’intégration, donc Dq(7) = Dn(r).
Développons autour de go au second ordre, on obtient

Slatr) = Slao()+1 [ [ (r) = 3 5 tactr)i?] a + 00

Avec une intégration par parties, on obtient :

t’ t’
/ n?dr = [im];, — / nidr = — / niidr
t t

On en déduit alors le propagateur au second ordre :

(qle= @ =0/n1g) =eiSC/h/Dn(7)exp{;/t n(T)Mn(T)dT} (77)

Cette expression fait intervenir une intégrale gaussienne. On peut en déduire la formule de Van-Vleck :

1 ; 028 | i 'y
K (dtgt) = 671M7r/2 ‘ eES(q,q ' —t) 78
(@tlgt) = Toih 9000 (78)

Ou la somme s’effectue sur toutes les trajectoires classiques et M € N est le nombre de points de la
trajectoire ou 'approximation semi-classique est mise en défaut.
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