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Introduction

A MAITRISE DU COMPORTEMENT VIBRATOIRE des systémes mécaniques est un enjeu
majeur du monde industriel, que ce soit dans la conception ou dans 'optimisation des
performances des structures. Un premier exemple est celui de I'industrie automobile, ou les
contraintes du marché et le respect des normes antipollution ont conduit les constructeurs
a produire des véhicules toujours plus légers, mais de ce fait beaucoup plus sujets aux vi-
brations. Le confort acoustique des passagers, et donc la maitrise du comportement vibro
acoustique de la structure, doit étre intégré des la conception. L’'industrie navale doit elle
aussi intégrer la problématique du comportement vibratoire tres tot dans la conception des
navires de grande taille. L’isolation sonore et vibratoire du poste de commandement et des
espaces de vie par rapport a la salle des machines est un enjeu capital pour cette industrie.
Un dernier exemple est celui de I'industrie spatiale. Etant donné les sommes mises en jeu, les
constructeurs cherchent a minimiser au maximum la masse du lanceur. Cela a pour consé-
quences de le rendre beaucoup plus sensible aux vibrations, tout particulierement pendant la
phase de décollage. La préservation de 1’électronique embarquée, enjeu capital de cette indus-
trie, doit nécessairement passer par une maitrise efficace de tous les phénomenes vibratoires.
La pression du marché impose aux entreprises de concevoir plus rapidement des produits de
qualité toujours plus innovants, conformes aux exigences de sécurité et a la réglementation.
Il est donc nécessaire de développer des outils de prédiction numérique robustes, fiables et
efficaces qui permettent de prédire le comportement vibro-acoustique des structures.

Le comportement vibratoire d’un systeme mécanique est caractérisé par une fonction de
réponse en fréquences (FRF). Cette derniere donne 'amplitude de la réponse de la structure
en fonction de la fréquence de sollicitation. Dans les problemes de propagation d’ondes, il est
d’usage de définir les gammes de fréquences différentes selon la taille relative des composants
d’'un systeme par rapport a une longueur d’onde. On retrouve généralement trois zones
fréquentielles (voir figure 1).

Lorsque la taille d’'un composant est plus petite que la longueur d’onde de sa réponse,
on parle alors de vibration basses fréquences (BF). Cette plage de fréquences est essentielle-
ment caractérisée par un comportement modal du systeme, avec des pics de résonance bien
distincts les uns des autres. Le champ vibratoire est en général tres bien représenté par une
combinaison de quelques modes propres. Les méthodes de calcul les plus utilisées dans ce
domaine sont basées sur la méthode des éléments finis (ou FEM pour Finite Element Me-
thod) présentée dans [Zienkiewicz, 1977], et qui consiste & chercher une approximation du
champ vibratoire sur une base polynomiale. Cette méthode est réputée pour son efficacité
et sa robustesse, et de nombreux codes de calcul commerciaux existent et sont largement
utilisés (NASTRAN, ABAQUS...). Le monde de la recherche poursuit toutefois des déve-
loppements sur cette méthode, notamment sur les techniques de résolution dans le cadre du
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Amplitude (dB)

BF MF HF
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Figure 1 Fonction de réponse en fréquence d’une structure complexe [Ohayon et
Soize, 1998].

calcul intensif, et les techniques de parallélisation adaptées aux infrastructures informatiques
de plus en plus perfectionnées.

Les problemes en milieu ouvert, apparaissant plutot dans les domaines de 'acoustique
et de I'électromagnétisme, sont généralement bien traités par la méthode des éléments de
frontiere (ou BEM pour Boundary Element Method) dont les éléments de théorie sont pré-
sentés dans [Brebbia, 1978, Banerjee et Butterfield, 1981]. La BEM repose sur 'utilisation
des noyaux de Green qui sont des solutions singulieres du probleme en milieu infini. Cette
méthode est un peu moins utilisée que la méthode des éléments finis, mais comporte néan-
moins certains avantages comme la petite taille des modeles utilisés, ainsi que sa capacité
naturelle a traiter certains types de problemes comme la propagation d’ondes en milieu infini.
La recherche est encore tres active dans ce domaine, comme le montre par exemple ’avancée
importante que constituent les méthodes Fast Multi-Pole (FMP) initiées dans [Greengard et
Rokhlin, 1987].

Lorsque la taille d’'un composant est tres grande par rapport a la longueur d’onde, sa
réponse implique habituellement un grand nombre de modes locaux. On parle alors de vi-
brations hautes fréquences (HF). Dans ce domaine fréquentiel, I’aspect local de la réponse
du systeme disparait. En effet, le champ vibratoire comporte tellement d’oscillations que la
réponse locale du systeme perd de son sens. De plus, la densification modale est si importante
que la FRF apparait lisse. L’extension des techniques issues des BF n’est ici pas raisonnable.

La prédiction de la réponse a haute fréquence d’un systeme dynamique complexe est une
tache difficile pour deux raisons :

e la longueur d’onde du champ de déformations est tres courte, ce qui signifie que de tres

nombreux degrés de liberté sont nécessaires pour modéliser la réponse en détail,

e la réponse locale est sensible a de petits changements dans les propriétés du systeme.

Le deuxieme point peut conduire a ce que des systemes identiques issus de la méme
chaine de production aient un comportement tres différent, comme les résultats expérimen-
taux de Bernhard et Kompella [Kompella et Bernhard, 1993] le montrent sur des éléments
automobiles (voir figure 2).

L’analyse statistique de 1’énergie (ou SEA pour Statistical Energy Analysis) [Lyon et
Maidanik, 1962], permet d’apporter une solution a ces deux difficultés. Pour s’affranchir de
la premiere difficulté, le modele déterministe local est remplacé par un modele énergétique
global. Les degrés de liberté sont les niveaux d’énergie vibratoire et acoustique des différentes
parties du systeme. La deuxieme difficulté est résolue par des procédures de moyenne qui
sont implicites dans la SEA, et qui impliquent que les niveaux d’énergie calculés représentent
la valeur moyenne de I’énergie, comme par exemple, le niveau moyen de bruit intérieur dans

2 La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier
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Figure 2 Fonction de réponse en fréquence de 98 voitures issues de la méme ligne
de production [Kompella et Bernhard, 1993].

un ensemble de véhicules d'une méme ligne de production.

Il y a eu des progres récents dans I'extension de la SEA a la prévision de la variance des
énergies du sous-systeme [Langley et Brown, 2004, Cotoni et al., 2005]. La prédiction de la
variance est basée sur 'ergodicité des problemes de vibrations hautes fréquences. C’est-a-
dire que la moyenne et la variance de ’énergie d’un sous-systeme, peuvent étre retrouvées
en faisant varier soit les parametres structuraux, soit les conditions aux limites.

La SEA constitue une approche globale dans la mesure ou elle ne fournit que des esti-
mations des énergies vibratoires moyennes par sous-systemes. La difficulté principale de la
méthode est la détermination des parametres physiques qui interviennent dans sa formula-
tion : facteurs de perte par dissipation, facteurs de perte par couplage entre sous-systemes,
densités modales, puissances injectées.

Le monde de la recherche est toujours tres productif dans ce domaine. La question des
HF reste encore largement ouverte.

La gamme de fréquences intermédiaires est appelée la gamme moyennes fréquences (MF).
Ce domaine est caractérisé par une densification modale importante, et une hypersensibilité
du champ vibratoire par rapport aux conditions sur le bord. En effet, une petite perturbation
de la géométrie ou du chargement peut induire un changement important de la réponse locale
du systeme.

Dans ce domaine, la méthode des éléments finis se heurte a une détérioration de la qualité
de la solution numérique. De nombreuses recherches [Babuska et Sauter, 1997, Deraemaeker
et al., 1999] ont en effet montré que les solutions éléments finis des problemes de propagation
d’ondes présentent un phénomene spécifique appelé pollution (numérique) : la vitesse de
propagation de l'onde dans le milieu discrétisé est différente de la vitesse dans le milieu
continu. Ce phénomene rend la FEM peu robuste quand le nombre d’onde augmente. En
effet, pour les grands nombres d’onde, la résolution du maillage nécessaire pour maintenir
I'erreur de pollution raisonnablement petite conduit a des modeles a tres grand nombre de
noeuds. Ceci rend les problemes MF trop cotiteux pour la FEM standard.

Pour pallier a ce probleme, les modifications de la FEM standard ont donné naissance
a de nombreuses techniques, comme par exemple la Galerkin least-square FEM [Harari et
Hugues, 1992b], la quasi-stabilized finite element method [Babuska et al., 1995], ou encore
la residual-free bubbles [Franca et al., 1997]... Comparées a la FEM standard, ces techniques
réduisent les cotits de calcul de fagon drastique. Toutefois, la gamme de fréquences traitée
reste en dega des moyennes fréquences.

Quant aux méthodes issues des HF, elles ne peuvent généralement pas rendre compte
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du caractere local de la solution, car elles s’appuient sur une description trop globale des
quantités calculées. Or dans le domaine des MF, la réponse locale (en un point ou sur une
zone de faible taille) est une information qui a encore du sens, et la calculer de fagon prédictive
est primordial. Quelques travaux ont permis de coupler la SEA et les éléments finis [Langley
et Bremner, 1999], mais ce type de méthode ne permet pas pour le moment de résoudre des
problemes avec des géométries complexes. L’extension des méthodes HF a ce domaine reste
inefficace.

Ce domaine constitue donc un enjeu majeur, c’est dans ce cadre que sont apparues les
approches « ondulatoires ». De telles approches utilisent des fonctions oscillantes qui sont
des solutions exactes de I’équation d’équilibre pour décrire le champ vibratoire. Citons, par
exemple, une utilisation particuliere de la méthode de partition de I'unité (PUM) [Laghrouche
et Bettess, 2000, Strouboulis et al., 2006b, Strouboulis et al., 2006a], la ultra-weak variational
method (UWVFE) [Cessenat et Despres, 1998|, la discontinuous enrichment method (DEM)
[Farhat et al., 2001, Farhat et al., 2003, Farhat et al., 2004al, la element-free Galerkin method
(EFGM) [Bouillard et Suleau, 1998, Suleau et al., 2000], la wave boundary element method
(WBEM) [Perrey-Debain et al., 2003, Perrey-Debain et al., 2004], ou encore la wave based
method (WBM) [Desmet et al., 2001, Desmet et al., 2002, Desmet et al., 2004]... La Théorie
Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC), présentée dans cette these, appartient a cette
catégorie de techniques numériques utilisant une base de fonctions oscillantes pour résoudre
le probleme de vibrations. Le point commun a toutes ces méthodes est 1'utilisation d'une
base d’ondes pour représenter la solution. Les différences se situent d’une part dans le choix
du type d’ondes (ondes planes, ondes de bords, ondes de coins, ondes cylindriques...) ainsi
que leur distribution (discrete ou intégrale), et d’autre part dans la maniere de traiter les
conditions aux limites et les conditions d’interfaces (minimisation d’un résidu, procédure
de Galerkin, coefficients de Lagrange ou encore utilisation d’une formulation spécifique...).
L’avantage décisif de telles méthodes (commun a toutes les méthodes de Trefftz [Trefftz,
1926] qui utilisent des solutions exactes de I’équation d’équilibre) est qu'une discrétisation
grossiere est suffisante pour obtenir des solutions de qualité. La taille des modeles se trouve
considérablement réduite comparée aux méthodes basées sur 'emploi d’éléments (finis).

La TVRC est une méthode de calcul prédictive dédiée aux MF. Elle se base sur les trois

points suivants :

e un découpage du systeéme initial en sous-systemes homogenes (sous-structures ou sous-
cavités) ;

e une formulation variationnelle mixte du probleme de référence ou les conditions sur
les frontieres sont vérifiées au sens faible, tandis que ’approximation recherchée vérifie
exactement ’équation d’équilibre en tous points du sous-systeme. Cette formulation est
un point-clé de la méthode, car elle autorise 'indépendance a priori des approximations
faites sur chaque sous-systeme. La continuité des champs au niveau des interfaces
entre sous-structures est directement incorporée dans la formulation variationnelle,
contrairement a d’autres approches qui doivent ’assurer par des multiplicateurs de
Lagrange ou par ’emploi d'une technique de pénalisation ;

e une approximation de la solution sur une base d’ondes planes se propageant dans toutes
les directions. Les fonctions de forme issues de cette approximation sont appelées rayons
de vibration et comportent deux échelles. L’échelle rapide caractérisant le phénomene
vibratoire est prise en compte analytiquement, tandis que 1’échelle lente est calculée
numériquement. Cette échelle lente est constituée par les amplitudes complexes des
rayons de vibration. Une discrétisation relativement grossiere de cette échelle permet
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Introduction

de la décrire correctement, ce qui permet a ’approche d’obtenir des solutions de qualité
avec un faible nombre d’inconnues.

Depuis son introduction dans [Ladeveze, 1996], I'activité de recherche sur cette approche
a porté sur de nombreux aspects. Tout d’abord, la TVRC a montré son efficacité dans le
traitement des vibrations des plaques élancées [Ladeveze et al., 2000], ainsi que des assem-
blages complexes de structures planes [Rouch et Ladeveze, 2003] et de type coques [Riou
et al., 2003]. Une stratégie d’analyse large bande a également été proposée dans [Ladeveze
et Riou, 2005]. Une méthode pour la prise en compte des hétérogénéités structurales comme
les trous dans les plaques a été proposée dans [Ladeveze et al., 2003a]. Puis, des travaux
ont porté sur l'utilisation de la méthode dans le cadre d'une approche fréquentielle pour la
résolution de problemes de dynamique transitoire incluant le domaine des MF [Ladeveze et
Chevreuil, 2005] ; des travaux ont été également effectués sur 'identification et le recalage
de modeles de liaisons complexes [Dorival et al., 2008], ainsi que sur le traitement des pro-
blemes de membrane [Sourcis, 2005]. Plus récemment, la méthode proposée dans [Ladeveze
et Chevreuil, 2005] a été étendue pour 'identification du choc a la source dans le cadre de
chocs pyrotechniques sur des assemblages complexes de coques ([Bézier et al., 2008]), ainsi
que l'extension du champ d’application de la TVRC au traitement des vibrations acoustiques
([Riou et al., 2006, Riou et al., 2008]) et la mise en place d'une procédure de calcul adaptatif
([Riou et al., 2011]). Tous ces travaux montrent l'efficacité et la robustesse de la méthode
dans la résolution des problemes de vibrations dans le domaine des MF.

L’originalité de ce travail de these est 1'utilisation d’une nouvelle approximation basée sur
les séries de Fourier. L’utilisation de ces séries est une nouveauté dans le cadre des approches
ondulatoires. L’étude des fonctions de forme engendrées permet de définir un critere pour
déterminer le degré de discrétisation optimal pour une erreur donnée, et de mettre en place
une technique de régularisation du portrait d’amplitude. Les performances obtenues avec
cette approximation montre un potentiel permettant dans un premier temps d’étendre le
champ d’applications de la TVRC aux problemes d’acoustiques tridimensionnels, puis dans
un second temps, de traiter les problemes de vibrations de plaques et de couplage vibro-
acoustique tridimensionnels.

Contrairement aux éléments finis qui s’appuient sur une discrétisation directe du champ
vibratoire sur une base polynomiale, la TVRC s’appuie sur la discrétisation d’une forme
intégrale des ondes planes le composant. Les inconnues du probleme sont les amplitudes
généralisées des fonctions de forme. La reconstruction du champ de pression acoustique
s’obtient par I'intermédiaire d’un opérateur intégral lors d’'une opération de post-processing.
Dans sa version classique, la TVRC cherche ces amplitudes généralisées sous la forme d'un
polynome défini par morceaux. Le plus souvent, ces polynomes sont de degré zéro. Les
propriétés spectrales de 'opérateur intégral ainsi discrétisé provoquent un comportement
instable des amplitudes. De récents travaux ([Sourcis, 2009]) ont permis de mettre en place
des outils de régularisation.

L’introduction de la nouvelle forme de discrétisation basée sur les séries de Fourier, ce qui
revient a déterminer directement le spectre du portrait d’amplitude. Cette approximation
conserve les propriétés de convergence classique de la TVRC. On définit un critere efficace
pour déterminer la discrétisation optimale a un niveau d’erreur donné. Le comportement des
fonctions de forme permet de mettre en place une technique de régularisation du portrait
d’amplitude. Ainsi on peut observer la partie stable de ce portrait d’amplitude et identifier
les niveaux de pression et les flux d’énergie sans opération et de post-processing cotiteuse.
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D’autre part le traitement de problemes tridimensionnels, est possible grace a 'utilisation
de la version tridimensionnelle des séries de Fourier, les séries de Laplace, qui utilisent une
décomposition en harmoniques sphériques. Cette approche permet de retrouver le méme
comportement que 'approximation Fourier 2D. De plus grace a I'expression analytique des
fonctions de forme en tout point du domaine, le calcul de I'opérateur s’effectue de maniere
semi-analytique. La TVRC-Fourier semble pouvoir résoudre des problemes d’acoustique avec
des géométries complexes.

Enfin, approximation est appliquée aux problemes de plaques en flexion puis aux pro-
blemes de couplage vibro-acoustique. Dans ce type de probleme, il faut impérativement
prendre en compte des ondes évanescantes localisées sur les bords, appelées ondes de bord.
Ici encore le portrait d’amplitude associé a ces ondes est discrétisé a ’aide d’une série de
Fourier, c¢’est donc son spectre qui est calculé. Les propriétés de convergence et de régula-
risation sont conservées. Pour les problemes de couplage vibro acoustique, le couplage fort
complexifie le calcul de I'opérateur, mais les premiers résultats sont prometteurs.

Par ailleurs, parallelement aux développements théoriques de cette méthode, un code de
calcul appelé CoFouRays (Complex Fourier Rays) a été élaboré.

Ce document est organisé en six chapitres. Le premier chapitre rappelle brievement les
équations décrivant les problemes d’acoustique linéaire et de vibrations d’assemblage de
plaques en flexion. Le second chapitre présente un état de 'art sur les approches existantes
pour traiter les problemes d’acoustique et (ou) de vibrations. Le troisieme chapitre rappelle
I’écriture de la TVRC aux problemes de couplage vibro-acoustique, ainsi que les principaux
résultats sur la TVRC obtenus dans les travaux précédents. Le quatrieme chapitre est consa-
cré a la description de la TVCR Fourier ainsi qu’a ses propriétés dans le cadre de I'acoustique
2D. Le cinquieme chapitre présente le travail réalisé pour I’extension de cette approximation
aux problemes d’acoustique tridimensionnels. Enfin le sixieme chapitre détaille ’application
de la TVRC Fourier aux problemes de vibrations de plaques et son extension aux problemes
de vibro-acoustique 3D.
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CHAPITRE
Probléemes de référence
et notations

E CHAPITRE rappelle brievement les équations qui décrivent les problemes de couplage
C vibro-acoustique. Par souci de clarté, I’ensemble de ces équations est présenté en deux
groupes : les équations qui régissent les problemes d’acoustique, et les équations des pro-
blemes de vibrations dans les plaques.

Les notations mathématiques proposées pour la suite du document sont les suivantes :

e Les grandeurs scalaires seront notées en police normale : ¢, les grandeurs vectorielles

soulignées d’'un trait : ¢, les matrices et les opérateurs d’ordre supérieur soulignés de
deux traits : Q. -

e Pour les opérations dans le corps des complexes C, on notera R(q) la partie réelle
de g, 3(q) la partie imaginaire de ¢, g le conjugué de q et ¢* = QT la transposition
hermitienne de g.

1.1 Probleme de référence en vibroacoustique

Le type de systeme étudié est un assemblage tridimensionnel de plaques fines et de cavités
acoustiques. On s’intéresse au couplage entre les vibrations de ces plaques et celles du fluide
situé dans les cavités acoustiques adjacentes. Un exemple d’un tel systeme est présenté dans
la figure 1.1.

On suppose que 'assemblage de plaques est composé de Ng plaques fines Sg décrites
par le modele de Kirchhoff-Love en contraintes planes. Chaque plaque Sg est caractérisée
par son épaisseur hg, sa masse volumique pg, son module de Young Eg, son coefficient de
Poisson vg, et son coefficient d’amortissement structural ng. L’opérateur d’élasticité associé
au modele de Kirchhoff-Love en contrainte plane est noté K

D’autre part le fluide situé dans les Nq cavités adJacentes Q £ est supposé incompressible
et est caractérisé par sa vitesse du son ¢y, et par sa masse volumique py.

Les vibrations harmoniques forcées de ce systeme sont étudiées autour d’une position
d’équilibre a une pulsation donnée w et le processus est supposé adiabatique.

Toutes les quantités associées au probleme peuvent étre définies dans le corps des com-
plexes : une amplitude ¢(z) est associée a la grandeur g(z)e™!, ou x désigne le vecteur
position et i = /—1 l'unité imaginaire.

On note I'gp la frontiere commune aux cavités acoustiques Qg et (2z. Chacune de ces
cavités peut étre soit close si son bord consiste en un contour fermé, soit ouverte si une de
ses frontieres est a 'infini, dans ce cas on notera 0,€) la frontiere concernée.
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1 Problemes de référence et notations

A chaque plaque Sg, on associe un repere local (Og, e, 5, €, Jaycn ) avec par convention
€, p ¢t ¢, dans le plan de la plaque et ¢, ; normal a la plaque, la normale et la tangente a un
bord étant définies respectivement par n et 7. On note Y g arréte commune aux plaques

coplanaires Sg et Sgr, et Trp arréte commune aux plaques non coplanaires Sg et Sg/

D2

- Plaque

Cavité acoustique

Figure 1.1 Définition de la géométrie pour un probléme de couplage vibro-
acoustique.

1.1.1 Probleme d’acoustique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse uniquement aux vibrations du fluide situé dans la
cavité 2, décomposée en Ng sous domaines (1g.
On définit I'opérateur vitesse L£,[0g] par :

_ 1 00g
L,[0g] = o O (1.1)

ou ny désigne la normale sortante au domaine (2.

Probleme de référence ([Morse et Ingard, 1968] [Terrasse et Abboud, 2007]) :

Le probleme de référence consiste a trouver les champs de pression acoustique (p1, ..., pn,, )
tels que

App + k2pp = f(z) dans Qp, FEec{l,.., No} (1.2)
PE = PdE sur apQE,
L,[pE] = iwwg sur s, g,
*Cv[pE] = UdE sur aQ)gZEW Ee{lvaQ} (13)
PE — ZpLy[pE] = hie sur 0,8z,

limyg| o0 ]§|% % — zk} p(z) =0 sur 0,0,

pE —pe =0 sur 'ppr

1.4
'CU [pE] + ‘CULPE’] =0 sur FEE’ ( )
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1.1 Probleme de référence en vibroacoustique

L’équation (1.2) est 'équation de Helmholtz inhomogene avec k, = w/cy le nombre
d’onde, dans le cas d’'un modele avec amortissement hystérétique 7,, le nombre d’onde vaut
ko = (1 —in,)w/co. La fonction f(z) est associée a une source ponctuelle, surfacique ou
volumique. Dans le cas d’une source ponctuelle la fonction f(z) est définie par :

f(z) = —ipowd(z — z,,,.)qar (1.5)

ou J est la distribution delta de Dirac. Les groupes d’équations (1.3) et (1.4) traduisent
respectivement les conditions aux limites du probleme aux dérivées partielles et les conditions
de transmission des champs a travers 'interface I'.
e La partie 0,005 de 02 est soumise a une condition en pression dite de Dirichlet. Dans
le cas ol la pression imposée pyg est nulle, on parle de condition de bord mou.
e La partie dg,, Q2 de Qg est soumise a une condition de couplage en vitesse avec la
plaque Sg.
e La partie 0,02 de 0Qf est soumise a une condition en vitesse dite de Neuman. Dans
le cas ou la vitesse normale imposée vy est nulle, on parle de condition de bord rigide.
e La partie 072 de 002 est soumise a une condition mixte dite de Robin, ou Zg est une
fonction d’impédance normale. Cette condition est tres importante, car elle introduit
de 'amortissement dans le modele, plus précisément a travers la partie réelle de Zg :
R{Zg}. Dans les cas limites ot Z — 0 et Z — oo la condition mixte de Robin tend
respectivement vers la condition de Dirichlet et de Neuman.
e Dans le cas de milieu ouvert, la partie 0., de 0Qg est soumise a la condition de
rayonnement a l'infini de Sommerfeld, d = 2, 3 correspond a la dimension de la cavité.
Cette condition assure qu’aucune énergie n’est réfléchie a I'infini.

1.1.2 Probleme de plaques

On étudie les vibrations d'un assemblage de Ng plaques fines Si décrites par le modele
de Kirchhoff-Love en contraintes planes.

On suppose que les phénomenes de tension sont négligés dans la plaque, le déplacement
du point M sera porté par e, et noté w(z).

Cela implique également les hypotheses suivantes dans le cas d’assemblage de plaques
non coplanaires :

e Le déplacement sur les arétes est nul.

e Sur une aréte, il n’y a transmission que de la rotation et du moment.

On définit les opérateurs de rotation Ly[0g], de courbure éX[D g), de moment £ [Ox], et
d’effort tranchant L£r[0g] par :

Lo[Op] = Z:ﬁ (1.6)

Lo = grad[grado] 17

LulOp] = np5K L [Oplng (1.8)
3 30\ 1pK L [Oplng

Lr[Og] = Eﬂﬂ[gcpéx[ﬂjg]}%-% < _CaIE > (1.9)

avec I I'opérateur de Hooke en contrainte plane et h 1’épaisseur de la plaque.
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1 Problemes de référence et notations

Probléeme de référence ([Leissa, 1993]) :

Le probleme de référence consiste a trouver les champs de déplacement (wy, ..., wyy) tels
que

AAwg — kiwp = g(z) dans Sp, Ee{l,..., Ng} (1.10)
WE = WeE sur 0,5g,
Lylwg| =64z sur 9ySk, (111)
,CM[’LUE] :MdE sur 8MSE, EE{l,...,NS} '
L:T[U)E] = TdE sur 8TSE,
WE — Wgr = 0
Lolwg| + Lolwg ] =0

olwe] +Lolwe] (1.12)

EM[wE] — ,CM[U)E/] =0 sur TEE’
,CT[U}E] + ET[U}E/] =0
WE = 0
wer =0 1.13
Lofws] + Lofwm] =0 sur Tom (1.13)
EM[wE] — LM[UJE/] =0

1
L’équation (1.10) est I’équation inhomogene des plaques avec kg = <%> " le nombre

3
d’onde, et D = IQE(?_}:% ) la rigidité en flexion de la plaque Sg. Dans un modele de plaque
avec amortissement hystérétique on impose gcp =(1+ ms)gcpo et pg = (1 —ikg)pE. La

fonction g(x) est associée a une source ponctuelle, ou surfacique. Dans le cas d'un chargement
surfacique par un champ de pression p(z), la fonction g(z) est définie par :

p(z)

o) =12 (119
Les groupes d’équations (1.11), (1.12), et (1.13) traduisent respectivement les conditions

aux limites du probleme aux dérivées partielles et les conditions de transmission des champs

A travers U'interface Y ou Y.

La partie 0,,Sg de OSg est soumise a une condition en déplacement.

La partie 0pSg de OSE est soumise a une condition en rotation.

La partie dy;Sg de OSE est soumise a une condition en moment.

La partie 0pSg de OSE est soumise a une condition en effort tranchant.

Le couplage entre la partie fluide et la partie structure se fait donc d'une part par une
condition aux limites de type vitesse pour le couplage structure—fluide, et d’autre part par
un second membre dans I'équation d’équilibre de la plaque pour le couplage fluide—stucture.
C’est ce deuxieme terme qui est négligé en cas de couplage dit faible.
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CHAPITRE
Un état de ’art

"OBJECTIF de ce chapitre est de faire le point sur les principales méthodes utilisées pour
les calculs de vibrations stucturales et (ou) acoustiques. Il existe un tres grand nombre de
méthodes dédiées a ce type de probleme. Certaines sont depuis longtemps tres bien établies
dans le monde industriel, d’autre appartiennent encore au monde de la recherche. L’ensemble
des méthodes seront présentées suivant la classification arbitraire suivante :
e les méthodes polynomiales;
e les méthodes ondulatoires ;
e les méthodes probabilistiques.
Ce chapitre n’a pas la prétention de donner tous les détails de mise en oeuvre, mais les
caractéristiques et résultats principaux de chacune de ces méthodes dans le cadre des
vibrations.
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2.1 Les méthodes polynomiales

2.1 Les méthodes polynomiales

2.1.1 La méthode des éléments finis et ses extensions

La méthode des éléments finis (ou FEM pour Finite Element Method), dont les détails
sont présentés dans [Zienkiewicz et Taylor, 2000], est une technique prédictive qui s’appuie
sur une discrétisation du probleme en un nombre fini d’éléments. Dans chaque élément, le
champ vibratoire, pression acoustique pour les fluides ou déplacement pour les structures,
est approximé par des fonctions de forme polynomiales. Etant donné que ces fonctions ne
sont pas solutions de 'équation d’équilibre, une discrétisation (tres) fine est requise pour
obtenir une solution raisonnablement précise.

2.1.1.1 La méthode des éléments finis (FEM)

2.1.1.1.1 Principe de base La base de la FEM est une discrétisation de €2 en éléments
de forme simple. De ce fait, la géométrie du probleme est approximée par Q ~ Q. La cavité
acoustique est divisée en ng éléments Qg (fl = U2, Qg, avec Qg N Qp = O,VE # E').
Cette discrétisation permet de chercher une approximation de la solution exacte dans un
sous-espace d’admissibilité U" de dimension finie : dans chaque élément, la solution exacte
du probleme de Helmholtz est approximée par une combinaison linéaire de fonctions de forme
polynomiales dont le support est localement défini par Qg :

p(z) = (@) = S pEeF(z), e 1)

L’approximation construite respecte a priori les conditions en pression imposées sur le bord
8pQ, ainsi que les conditions de transmission en pression entre chaque élément. Néanmoins,
I’approximation du champ de pression étant construite sur une base polynomiale, les quan-
tités dérivant de cette approximation, comme la vitesse et l'intensité acoustiques, sont peu
précises.

Les autres équations du probleme sont vérifiées en utilisant une formulation variation-
nelle et une technique de Galerkin qui consiste a projeter le champ test sur la méme base
fonctionnelle que I'approximation.

Cette technique conduit a la résolution du systeme d’équations algébriques suivant

[~w’M +iwC + K] p = iw(qg — v) (2.2)

Les matrices issues d’un modele éléments finis sont creuses, de type bande, et symétriques;
ce qui constitue un avantage majeur pour leur manipulation et leur stockage. Les matrices
peuvent également étre décomposées en sous-matrices indépendantes de la fréquence;

2.1.1.1.2 Traitement de la condition de Sommerfeld Puisque la FEM s’appuie
sur un maillage en petits éléments, la représentation des milieux infinis présente une vraie
difficulté. Il existe trois techniques pour prendre en compte cette condition : les conditions
d’absorption (ou NRBC pour Non Reflecting Boundary Condition, [Bayliss et al., 1982]), le
concept de Perfectly Match Layer [Bérenger, 1994, et les éléments infinis [Gerdes, 2000]. Les
deux premieres utilisent une frontiere artificielle 0,,§2 qui est introduite afin de se ramener
a un probleme borné, alors que les éléments infinis utilisent des fonctions de forme radiales
adaptées pour représenter la décroissance des ondes.
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2 Un état de 'art

2.1.1.1.3 précision de la FEM La précision de 'approximation par éléments finis est
caractérisée par l'interpolation numérique et par la dispersion numérique. On peut mon-
trer que Perreur € commise en norme H' par Papproximation est bornée par [Ihlenburg et
Babuska, 1995, Bouillard et Thlenburg, 1999

D 2p

ol k est la norme du vecteur d’onde k, C et Cy deux constantes, h la taille des éléments (g,
p le degré des polynomes, et L une dimension caractéristique de la structure. Cette erreur
est constituée de deux termes :

e Le premier (en O(kh) pour p = 1) représente l'erreur d’interpolation due au fait qu’une
fonction oscillante est approximée par des fonctions polynomiales. Cette erreur est pré-
dominante en basses fréquences et pour la rendre raisonnablement petite quelque soit
la fréquence il faut garder le terme kh constant [Thompson et Pinsky, 1994, Barbone
et al., 1998]).

e Le second terme (en O(k3h?) pour p = 1) représente l'erreur de pollution die a la
dispersion numérique [Deraemaeker et al., 1999]. Cette dispersion provient de ’ap-
proximation numérique du vecteur d’onde k, et se manifeste par un déphasage spatial
de l'approximation par rapport a la solution exacte. Le cumul des erreurs sur chaque
longueur d’onde engendre une grande erreur globale [[hlenburg et Babuska, 1995]. Cette
erreur est minime dans les basses fréquences, mais elle devient prépondérante quand
le nombre d’onde augmente. Pour la rendre raisonnablement petite il garder le fac-
teur k3h? constant. Ce qui implique que la taille du probléme explose trés rapidement
avec le nombre d’onde, ce qui constitue le principal frein a 'extension de la FEM aux
moyennes fréquences [Babuska et Sauter, 1997].

2.1.1.2 Optimisation de la FEM

Cette section décrit différentes techniques d’optimisation de la FEM dans le but d’avoir
une meilleure efficacité numérique.

2.1.1.2.1 Les EF adaptatifs Pour lutter contre 'erreur d’interpolation et l'effet de
pollution, une premiere solution consiste a diminuer la taille A des éléments et augmenter
I'ordre p des polynomes. Ceci est a la base des techniques adaptatives. D’autre part, utiliser
un maillage régulier tres fin et de degré élevé implique un tres grand nombre de degrés
de liberté. Ainsi, il parait plus intelligent de décrire finement les zones a fort gradient et
d’utiliser un maillage grossier ailleurs. Pour ce faire, on part d’'une premiere analyse grossiere
du probleme et on utilise des indicateurs d’erreur a posteriori pour évaluer I’erreur locale. De
tels indicateurs ont été proposés pour les structures dans [Ladeveze et Pelle, 1983, Ladeveze
et Pelle, 1989], pour 'acoustique dans [Bouillard et Ihlenburg, 1999, Stewart et Hughes,
1996, Irimie et Bouillard, 2001] et pour le couplage vibro-acoustique [P. Bouillard, 2004].
Augmenter localement I'ordre des polynomes utilisés constitue les p-méthodes, le raffinement
du maillage correspond aux h-méthodes et la combinaison des deux techniques s’appelle
les hp-méthodes. On trouve des exemples d’applications de ces méthodes dans [Stewart et
Hughes, 1997, Dey et al., 2006]. Dans le cadre des hp-méthodes, on peut appliquer des
techniques hiérarchiques [Taylor et al., 1998, Oden et al., 1998] qui utilisent les opérateurs
calculés a l'ordre p pour déterminer les opérateurs a l'ordre (p + 1), ce qui permet un gain
en temps et en ressource mémoire.

14 La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier



2.1 Les méthodes polynomiales

Bien que toutes ces techniques permettent d’optimiser la taille et I'ordre des EF pour ob-
tenir une précision voulue, elles restent des méthodes BF, car elle ne luttent pas efficacement
contre 'effet de pollution.

2.1.1.2.2 Les techniques d’intégration modifiées Une facon de réduire l'effet de
pollution des éléments finis linéaires ou quadratiques est 1'utilisation de regles spécifiques
d’intégration numérique. Ainsi dans [Guddati et Yue, 2004, Yue et Guddati, 2005] est pro-
posée une technique applicable au probleme de Helmholtz consistant a placer les points de
Gauss a des endroits inhabituels. Une analyse de dispersion prouve que, pour des éléments
quadrilateres, cette technique approxime le nombre d’onde avec une précision d’ordre 4 contre
une précision d’ordre 2 avec la FEM classique. Des expériences numériques montrent égale-
ment que cette technique donne de meilleurs résultats que les techniques de stabilisation qui
seront discutées plus loin au paragraphe (2.1.1.3). De plus cette technique semble également
fonctionner pour des maillages irréguliers. Toutefois, ces développements sont tres récents,
et quoique tres prometteurs, peu de publications existent a ce sujet.

2.1.1.3 Les EF stabilisés

La dispersion numérique est étroitement liée a la forme bilinéaire utilisée [Deraemaeker
et al., 1999]. En effet, la forme quadratique associée a cette forme bilinéaire peut perdre sa
positivité aux fréquences élevées. Une facon de pallier les problemes liés a cette propriété est
de modifier la forme bilinéaire de maniere a la rendre inconditionnellement stable.

2.1.1.3.1 Galerkin Least-Squares FEM La Galerkin Least-Squares FEM (GLS-FEM)
a été introduite dans [Harari et Hugues, 1992b]. Elle modifie la forme bilinéaire par I’ajout
d’un terme minimisant les résidus d’équilibre. Pour les problemes d’acoustique 1D, 'effet
de pollution disparait complétement [Harari et Hugues, 1992b]; ce qui n’est pas le cas en
dimension supérieure [Thompson et Pinsky, 1994], ou l'erreur de dispersion ne disparait que
dans certaines directions privilégiées.

2.1.1.3.2 Galerkin Gradient Least-Squares FEM La Galerkin Gradient Least-Squares
FEM (GVLS-FEM) est présentée dans [Harari, 1997]. Cette fois elle modifie la forme bili-
néaire par I’ajout d’un terme minimisant le gradient des résidus d’équilibre. Cette formulation
a tendance a détériorer la qualité de la solution pour les problemes d’acoustique, mais en
revanche elle semble meilleure pour les problemes de vibrations des milieux élastiques [Harari
et Haham, 1998] ou des ondes de natures différentes cohabitent. C’est pourquoi on trouve

des exemples de couplage vibro-acoustique dans [Grosh et Pinsky, 1998] ou le solide est traité
par la GVLS-FEM, et le fluide par la GLS-FEM.

2.1.1.3.3 Quasi Stabilized FEM Plutot que de réduire leffet de dispersion dans cer-
taines directions priviligiées, la Quasi Stabilized FEM (QS-FEM) tente de la minimiser dans
toutes les directions [Babuska et al., 1995, Babuska et Sauter, 1997]. Contairement aux deux
techniques précédentes, une analyse algébrique de la dispersion conduit cette méthode a mo-
difier la matrice éléments finis, plutot que de modifier la forme bilinéaire. Cette méthode
supprime la dispersion en 1D quelque soit le maillage employé, et en 2D elle est minimisée
dans toute les directions pour des maillages suffisamment réguliers. Dans [Deraemaeker et al.,
1999] sont comparées les différentes méthodes de stabilisation avec la méthode Residual Free
Bubble (RFB) présentée dans le paragraphe suivant. Cette comparaison donne la QS-FEM la
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plus performante dans la réduction de 'effet de pollution, mais également la plus compliquée
a mettre en oeuvre.

2.1.1.4 Les EF multi échelles

Les méthodes multi-échelles introduisent un enrichissement de fagon additive. Cette sec-
tion présente deux méthodes multi-échelles souvent appelées méthodes EF multi-grilles.

2.1.1.4.1 Méthode variationnelle multi-échelles La méthode variationnelle multi-
échelles (ou VMS pour Variational Multiscale) a été introduite dans [Hugues, 1995, Brezzi
et al., 1997] et se fonde sur 'hypothese que le champ solution u se décompose en u = uf +uF.
uP € U est une solution associée & une grande échelle, elle est approximée sur une base
polynomiale en employant une technique EF avec un maillage de taille h petite comparée a
la grandeur caractéristique de 1’échelle grossiere (I'indice OF correspond donc & une partie
polynémiale). u® € U" est une solution associée & une échelle fine, avec U = U & U".
L’échelle fine est beaucoup plus petite que h et n’est pas calculable par la FEM. Elle est
donc calculée analytiquement et consiste a utiliser des fonctions d’enrichissement (1'indice
OF correspond donc & un enrichissement). En pratique ces fonctions d’enrichissement sont
des fonctions polynomiales a trace nulle sur le bord de 1’élément. Cette derniere hypothese
limite la précision de la méthode.

2.1.1.4.2 Residual Free Bubbles La Residual-Free Bubbles method (RFB) introduite
dans [Franca et al., 1997] est tres proche de la méthode VMS. Elle s’appuie sur les mémes
hypotheses. La principale différence se trouve au niveau de l’espace d’approximation de
I’échelle fine. Dans le cas de la RFB, 'échelle fine u** est recherchée dans un espace engendré
par les fonctions bulles définies au niveau de chaque élément. Le calcul des fonctions bulles
doit étre effectué pour chaque élément ce qui rend la méthode tres cotiteuse, particulierement
en dimensions 2 et 3. Dans [Cipolla, 1999] une infinité de fonctions bulles est ajoutée a I’espace
EF classique. La matrice condensée associée aux bulles est calculée en faisant des hypotheses
simplificatrices. Cette technique améliore les résultats.

2.1.2 Les méthodes de type éléments de frontiere

La méthode des éléments de frontiere (ou BEM pour Boundary Element Method) est une
méthode tres couramment utilisée pour le traitement des problemes acoustiques et électro-
magnétiques en milieux infinis [Banerjee et Butterfield, 1981, Von Erstoff, 2000]. La BEM
est basée sur une formulation intégrale sur le bord du domaine considéré. Seul le bord est
donc discrétisé en petits éléments, ce qui conduit a des modeles numériques plus petits
que ceux issus d’une analyse par la FEM. Toutefois, la BEM est aussi sujette a l'effet de
pollution, le maillage doit donc étre raffiné lorsque la fréquence augmente [Marburg, 2002].
Dans chacun de ces éléments les variables acoustiques sont approximées par des fonctions
de forme polynomiales. La vérification des conditions aux limites conduit a la construction
d’un modele numérique dont la solution est la valeur du champ discrétisé aux noeuds des
éléments. Le champ a l'intérieur du domaine peut étre ensuite reconstruit par une opération
de post-processing. Contrairement a la FEM, la précision des quantités dérivées du champ
vibratoire n’est pas affectée, car il existe des expressions analytiques basées sur 'intégrale
de frontiere pour les calculer.
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En regle générale, les modeles numériques associés a la BEM sont de petite taille, les
matrices sont pleines. Les coefficients qui les composent sont complexes, dépendent explici-
tement de la fréquence w, et résultent d’intégrations numériques compliquées. D’autre part
un probleme mathématique majeur de la BEM est la perte d’unicité de la solution pour les
problemes en milieu infini présentant une frontiere fermée, lorsque la fréquence coincide avec
une fréquence propre du probleme intérieur associé. Certains de ces inconvénients rendent la
BEM au moins aussi cotiteuse que la FEM pour le traitement de problemes de vibrations de
plaques [de Langre, 1991] et de problémes d’acoustique en cavité fermée [Harari et Hugues,
1992a].

Selon le type de formulation utilisée, deux types de méthode peuvent étre définies : la
méthode directe et la méthode indirecte.

2.1.2.1 La BEM directe

La BEM directe n’est applicable qu’aux milieux clos ou ouverts présentant une frontiere
fermée. En conséquence, on ne peut traiter que soit I'extérieur, soit I'intérieur d’une surface
fermée. Elle s’appuie sur une formulation directe du probleme reliant le champ de pression
au sein du domaine {2 aux traces des champs de pression et de vitesse normale sur un contour

fermé 0X) :

30 = [ (o0 4 it 09)) aste 24

ou G(zy,x,) désigne le noyau de Green qui représente le champ rayonné en un point z; par
une source située en un point x,. Cette fonction satisfait I’équation de Helmholtz inhomogene,
ainsi que la condition de radiation & linfini de Sommerfeld. Toute fonction ¢(z) vérifiant
(2.4) satisfait automatiquement 1’équation de Helmholtz homogene ainsi que la condition de
Sommerfeld.

Pour les problemes d’acoustique, le noyau de Green a pour expression

1
G(zy,z,) = %Hém(k;r) en 2-D
—ikr (25)

¢ en 3-D

ol Hé2) désigne la fonction de Hankel de seconde espece d’ordre 0 dans R? (car la dépendance
temporelle est ici choisie en ), et r = ||z; — z,||. C’est une fonction complexe qui devient
singuliere quand la distance r tend vers 0. Elle est également dépendante de la fréquence a
cause de la présence du nombre d’onde k.

La résolution d'un probleme d’acoustique par I'utilisation de cette méthode se déroule en

trois étapes :

e la frontiere fermée 0N) est discrétisée en un nombre fini d’éléments. A chaque noeud
du maillage sont associées deux valeurs : une pression et une vitesse normale. Afin
d’approximer les champs continus sur la frontiere, une base polynomiale est utilisée a
I'instar de la FEM. Les champs sont donc recherchés sous la forme :

plz) = i ¢p(z)ps, €N
o (2.6)
v(z) =Y épx)ve, zEIQ
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e en utilisant un schéma de collocation sur chacun des n.,, noeuds, on aboutit a la
construction d’un systeme de npe,,, équations algébriques a 2n4e,, inconnues. En in-
corporant dans le modele les conditions aux limites imposées sur df) (vitesse normale
imposée, pression imposée ou condition d’impédance normale), le probleme se réduit a
un systeme de nge,, équations a npe, inconnues;

e le champ de pression a l'intérieur de €2 peut étre ensuite reconstruit en utilisant la
formulation (2.4) et les 2ny,, valeurs nodales.

2.1.2.2 La BEM indirecte

La BEM indirecte est applicable aux problemes présentant un bord non fermé. En consé-
quence, la frontiere est en contact avec le fluide des deux cotés. Cette méthode est basée
sur une formulation intégrale indirecte du probleme reliant le champ de pression au sein du
fluide a une distribution de potentiels simple et double couche sur le bord du domaine 0f2 :

o) = [ (w5 - 6z 60(@)) aste) 27)

avec p(z) le potentiel double couche représentant le saut de pression de part et d’autre de
la frontiere :

n(z) =p(z*) — p(z”) (2.8)

et o(z) le potentiel simple couche qui représente le saut de gradient normal de pression entre
les deux cotés de la frontiere :

oz) = ‘%gf) - ) (2.9)

Les vecteurs positions zt et = reperent de quel coté de la frontiere se situe le point, les
signes positif et négatif étant définis par le sens de la normale n a 0f2 choisi.

La résolution d’un probléme par cette méthode se déroule de fagon analogue a I’approche
directe, a la différence pres que le modele numérique construit ici est obtenu par 1'utilisation
d’une formulation variationnelle de I'intégrale de frontiere et des conditions aux limites. Les
techniques variationnelles ont suscité de nombreux travaux [Pierce et Wu, 1983, Bonnet,
1995].

Contrairement a 'approche directe ou les coefficients matriciels nécessitent une intégrale
surfacique simple, ceux de l'approche indirecte sont obtenus par une double intégration
surfacique plus onéreuse et techniquement plus compliquée. Néanmoins, la matrice issue de
I’approche directe est non-symétrique, tandis que celle de 'approche indirecte est symétrique.
Cet avantage de la méthode indirecte contrebalance son cotit de calcul plus important. Enfin,
I'utilisation d’une formulation variationnelle conduit généralement & un taux de convergence
plus rapide qu'un schéma de collocation, par conséquence la méthode indirecte fournit des
résultats légerement plus précis a densité de maillage égale.

2.1.2.3 Améliorations de la BEM

Les matrices issues de la BEM sont pleines, ce qui constitue un des principaux incon-
vénients de cette méthode. C’est pourquoi certaines variantes de la méthode cherchent a
réduire la densité des matrices et également a accélérer le calcul des coefficients qui peut étre
tres couteux car il fait intervenir des intégrations délicates a mettre en oeuvre. Ainsi, on peut
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mentionner la résolution des singularités [Wu et Ginsberg, 1998], 'utilisation de solveurs ité-
ratifs dédiés aux matrices pleines [Makarov et Ochmann, 1998], ainsi que les Rayleigh-based
methods [Herrin et al., 2006].

Une technique tres répandue pour accélerer les calculs impliqués par la BEM est la fast
multi-pole method qui a été initiée dans [Greengard et Rokhlin, 1987]. Son application a la
BEM s’appelle la fast multi-pole BEM (FMP-BEM). Elle se base sur l'utilisation de deux
formulations basées sur les noyaux de Green, I'une en « champ proche », 'autre en « champ
lointain ». En un point de la frontiere, 1'effet des sources lointaines est représenté par un
groupe de poles (multi-pole), tandis que les sources proches sont prises en compte par la BEM
standard. Cette idée réduit sensiblement le nombre d’opérations, puisque l'interaction entre
chaque source n’est plus calculée. De plus, des procédures hiérarchiques ont été développées
pour accélérer cette approche en acoustique et en élastodynamique [Yasuda et Sakuma, 2002,
Yasuda et Sakuma, 2005, Bonnet et al., 2008]. Ainsi, les algorithmes FMP-BEM hiérarchiques
réduisent la complexité des opérations a N log N au lieu de N? pour la BEM classique.

2.1.3 Meéthodes basées sur la partition de 1’unité

La méthode de partition de 1'unité (ou PUM pour Partition of Unity Method) se base
sur une propriété tres générale [Melenk et Babuska, 1996] : soit une base de fonctions ¢;(x)
a supports compacts €2; réalisant un recouvrement de €2 telle que

D i) =1, VzeQ (2.10)

et soit une base de fonctions v; approximant v de maniere a ce que

|u — ;| 220, < ey

(2.11)
IV (u =)Lz, < eay

alors la fonction »_; ¢;v; vérifie

lu =22, 650l L2 < Ciy/2€ 2.12)
IV(u =325 vi)llee) < Coy/32 61,5+ 63

Une telle propriété signifie que si 'on construit une partition de 1'unité, il est possible d’en-
richir localement I’approximation de w par des fonctions v; ayant un contenu mécanique
ou topologique. Cet enrichissement se fait par une voie multiplicative, contrairement aux
EF-multiéchelles qui utilisent une voie additive.

2.1.3.1 Les éléments finis généralisés (GFEM)

Les fonctions de forme utilisées dans la FEM réalisent une partition de I'unité. L’applica-
tion de la PUM a cette méthode porte le nom de GFEM (pour Generalized Finite Element
Method) et a été introduite dans [Melenk, 1995, Melenk et Babuska, 1996] pour le traitement
de problémes de Helmholtz. Elle porte également parfois le nom de PUFEM (Partition of
Unity Finite Element Method). Elle utilise une base de fonctions v; solutions de 1'équation
de Helmholtz. Deux familles sont possibles :
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e un ensemble de polynomes harmoniques généralisés [Melenk et Babuska, 1997]
o(r) = e ], (kr), n=0,1,2,... (2.13)

our = (r,0) désigne les coordonnées polaires et J,, les fonctions de Bessel de premiere
espece d’ordre n ;

e un ensemble d’ondes planes propagatives [Melenk et Babuska, 1996, Laghrouche et
Bettess, 2000, Strouboulis et al., 2000].

v(z) = ehlreostatysingn) =y — 1,2 (2.14)

avec un ensemble de directions de propagations équiréparties 6, défini dans [0, 27].
Dans [Melenk, 1995], des résultats théoriques de convergence sur l'utilisation de telles fonc-
tions sont démontrés. En notant A la taille des éléments, p ’ordre des polynomes des fonctions
de forme EF, ¢ le nombre d’ondes planes utilisées, et € I’erreur relative commise par ’approxi-
mation dans n’importe quelle norme (L?(Q2), H'(2)...), alors pour (1 + k?)h suffisamment
petit, si h est fixé alors

£ < C(h)e(@rthp) (2.15)

ou « et § dépendent également de h. Dans le cas ou ce sont p et ¢ qui sont fixés, alors

£ < Clp,g)h™” (2.16)

La convergence de 'approximation basée sur un ensemble d’ondes planes est également
démontrée dans [de La Bourdonnaye, 1994]. Ce résultat est trés important, car il explique
pourquoi les approches ondulatoires sont si performantes pour le traitement de problemes
de vibrations et d’acoustique. En effet, I'utilisation d’ondes planes confere a ces stratégies
un taux de convergence exponentiel quand on augmente le nombre de fonctions utilisées,
alors que la convergence de I’approche h est beaucoup plus lente. Cette méthode a été étu-
diée dans de tres nombreux travaux. On peut par exemple citer [Laghrouche et Bettess,
2000, Ortiz et Sanchez, 2001, Laghrouche et al., 2005, Strouboulis et al., 2006b, Strouboulis
et al., 2006a]. Méme si la GFEM permet un gain tres important en terme de ddls com-
parée a la FEM (stabilisée), elle présente quelques inconvénients : la prise en compte des
conditions aux limites imposées requiert une attention spéciale, des regles spécifiques d’inté-
gration numérique doivent étre utilisées si on veut que le cott des calculs reste raisonnable,
enfin, le conditionnement des matrices est mauvais, ce qui peut nuire aux performances de
la méthode.

2.1.3.2 Les méthodes sans maillage

Les méthodes sans maillage sont généralement des méthodes dites « particulaires »,
comme par exemple I'une des plus anciennes d’entre elles : la SPH (pour Smooth Particles
Hydrodynamics) initialement introduite pour des simulations en astrophysique [Lucy, 1977].
Elles se basent sur une discrétisation du domaine d’étude par un nuage de points. A chaque
point £ de ce nuage est associé un domaine d’influence {2g. Ces domaines peuvent se recou-
vrir, ce qui n’est pas le cas des EF, ou les domaines d’influence peuvent étre vus comme les
éléments. Ces domaines d’influence forment les supports des fonctions de forme qui servent
a approximer le champ inconnu u. Ainsi, ces méthodes ne sont pas interpolantes, la valeur
au point F étant en quelque sorte une moyenne sur le domaine du champ inconnu. Il existe
de tres nombreuses méthodes utilisant ce principe de base. Elles different par 1'utilisation
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de différentes fonctions de forme, et par leur facon de traiter les équations du probleme :
formulation variationnelle, schéma de collocation, ou encore technique des moindres carrés.
La plus communement utilisée est la Element-Free Galerkin Method.

2.1.3.2.1 Element-Free Galerkin Method La méthode Element-Free Galerkin (EFGM)
introduite dans [Belytschko et al., 1994] est une PUM sans maillage, ce qui peut étre inté-
ressant quand une procédure de maillage est longue et donc couteuse. La EFGM est une
approche inspirée des méthodes particulaires. Le champ u inconnu s’écrit comme une com-
binaison linéaire de fonctions de forme ¢z (x) dont les coefficients associés sont les valeurs de
u dans un voisinage de la position du noeud E repéré par le vecteur position z .

u(z) ~u'(z) = ) updp) = u(2)d(x), VzeQ (2.17)

Les fonctions de forme ¢g(z) sont construites par la méthode MLS (pour Moving Least
Squares) proposée dans [Lancaster et Salkaushaus, 1981]. Les fonctions ¢g(x) ainsi construites
réalisent une partition de l'unité : > 37, ¢p(z) = 1, Vz e [Melenk et Babuska, 1996]. Les
conditions de Dirichlet (pression imposée) sont souvent prises en compte par l'intermédiaire
de multiplicateurs de Lagrange. Cette méthode a été appliquée aux problemes d’acoustique
en cavité fermée dans [Bouillard et Suleau, 1998, Suleau et al., 2000]. Ces travaux montrent
que la EFGM souffre moins de l'effet de pollution que la FEM. Cet effet diminue drastique-
ment si I'on utilise une base d’enrichissement local constituée d’ondes planes comme dans
la GFEM (paragraphe 2.1.3.1). Dans ce cas, l'erreur de dispersion devient similaire & celle
de la QS-FEM. L’efficacité numérique de la méthode peut étre améliorée par ’application
d’une procédure de résolution multi-niveaux [Lacroix et al., 2003]. Tout d’abord une base
linéaire est utilisée pour approximer les directions de propagation des ondes. Ces directions
sont ensuite réutilisées dans une deuxieme analyse basée sur I’emploi d’ondes planes.

En conclusion, la EFGM exhibe les mémes propriétés que la PUFEM, excepté qu'un
maillage EF n’est pas nécessaire.

2.2 Les méthodes ondulatoires

En 1926, Trefftz propose l'idée originale d’introduire une connaissance a priori de la
solution dans ’espace fonctionnel d’approximation [Trefftz, 1926]. Ces fonctions vérifient
I’équation d’équilibre et la relation de comportement mais ne vérifient pas, en regle générale,
les conditions aux limites imposées. Dans [Herrera, 1984], il est prouvé qu’une solution cher-
chée dans de tels espaces converge vers la solution exacte s’ils sont complets : on parle alors
de T-complétude. [Kita et Kamiya, 1995] et [Zienkiewicz, 1997] présentent I’historique et le
développement de ces méthodes dont le champ d’applications est tres large. On distingue
deux grandes classes de méthodes :

e les approches de Trefftz directes qui sont tres similaires a la BEM directe, a la différence

que les noyaux de Green sont remplacés des fonctions T-completes ;

e les approches de Trefftz indirectes qui utilisent des fonctions T-completes pour ap-
proximer la réponse dynamique a l'intérieur d’un domaine. Les coefficients associés a
ces fonctions sont déterminés pour que 'approximation vérifie au mieux les conditions
aux limites par le biais d'une formulation variationnelle, d’un schéma de collocation ou
encore d’une fonctionnelle aux moindres carrés.
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Quelle que soit 'approche utilisée, toutes ces méthodes ont en commun le mauvais condi-
tionnement des matrices qui est directement lié a I’espace d’approximation choisi [Zielinski
et Herrera, 1987]. L’utilisation des approches directes pour les problemes de vibrations n’a
été que tres peu étudiée, toutefois ces approches sont appliquées a la résolution de probleme
de Helmholtz en 2-D dans [Cheung et al., 1989, Cheung et al., 1991] avec l'utilisation de
séries de Bessel T-completes, et a la résolution de problemes de vibrations de plaques de
Kirchhoff dans [Jin et al., 1993]. Pour les approches indirectes on distingue les méthodes
dites de sources équivalentes et les T-elements.

2.2.1 Ultra Weak Variational Formulation

La formulation variationnelle ultra faible (UWVF') est basée sur une discrétisation du
domaine en éléments. Une variable d’interface est introduite, et cette variable satisfait une
formulation faible portant sur le bord de tous les éléments. La variable primale associée
réprésente la pression acoustique et satisfait 1’équation de Helmholtz. Le champ vibratoire
est approximé par un ensemble d’ondes planes et une procédure de Galerkin conduit a la
résolution d’un systeme matriciel dont la solution est le vecteur des variables d’interface. La
continuité entre les éléments est directement prise en compte dans la formulation, ce qui en
fait une méthode assez similaire a la WBM ainsi qu’a la TVRC, a la différence pres que la
continuité est assurée par I'intermédiaire d'une variable duale (vitesse normale). Une fois les
variables d’interface calculées, le champ a l'intérieur de chaque élément peut étre reconstruit
en résolvant un probleme local. Quand des problemes de grande taille sont résolus, la méthode
a recours a un pré-conditionneur.

Bien que la UWVF permette de faire des calculs a moindre effort, elle peut présenter
des instabilités numériques et reste, dans le principe, une h-méthode. Elle souffre également
d’un mauvais conditionnement. Dans [Cessenat, 1996], il est démontré qu'une distribution
équi-répartie des directions de propagation maximise le déterminant de la matrice issue de
la UWVEF| et par conséquent est la distribution conduisant au meilleur conditionnement
possible. L’auteur en conclut donc qu’'une telle distribution est préférable si 'on ne connait
pas les directions privilégiées de propagation (ou s’il n’y en a pas). Une comparaison de
la méthode avec la PUFEM est présentée dans [Huttunen et al., 2006] sur la résolution de
problemes de Helmholtz en 2D avec des maillages irréguliers. Les auteurs concluent que les
deux méthodes fournissent des résultats précis avec des maillages grossiers (i.e. A/h ~ 0.3).
Une tendance générale est que la UWVF semble plus performante que la PUFEM dans les
fréquences élevées, alors que la PUFEM est meilleure en basses fréquences. Dun autre coté, la
PUFEM présente un conditionnement bien meilleur que la UWVF (méme préconditionnée)
dans les hautes fréquences.

Notons également la relation existante entre la UWVF et la DGM présentée a la section
précédente, les travaux présentés dans [Gittelson et al., 2007] montrent que la UWVF est un
cas particulier des approches de Galerkin discontinues utilisant des ondes planes.

2.2.2 Discontinuous Enrichment Method

La Discontinuous Enrichment Method (DEM) a été introduite dans [Farhat et al., 2001].
C’est une méthode tres proche des EF multi-échelles. Toutefois, contraitement aux EF multi-
échelles qui suppose que les champs «* sont & trace nulle sur le bord des éléments, la DEM
utilise des fonctions u” définies a I’échelle fine qui sont solutions exactes de I’équation d’équi-
libre a I'intérieur de chaque élément. Toutefois, ces fonctions ne respectent pas les conditions
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aux limites imposées, ainsi que la continuité des champs entre les éléments. L’emploi de
multiplicateurs de Lagrange permet de les vérifier. L’enrichissement proposé dans cette mé-
thode consiste en nombre fini d’ondes planes e s0+ysind) g6 propageant dans des directions
équiréparties (64, ..., 0,). Néanmoins, la définition de I'espace de I’échelle fine requiert une at-
tention toute particuliere. En effet, pour des raisons de stabilité, le nombre de multiplicateurs
de Lagrange employé sur chaque bord des éléments doit étre directement relié au nombre
d’ondes planes définies dans chaque élément par la condition inf-sup [Brezzi et Fortin, 1991].
De ce fait, la méthode doit s’appuyer sur la construction d’éléments particuliers notés par
exemple R —4 — 1 : R pour rectangle, 4 pour le nombre d’ondes prises en compte et 1 pour
le nombre de multiplicateurs utilisé sur chaque frontiere des éléments. De tels éléments ont
été proposés en 2D dans [Farhat et al., 2003, Farhat et al., 2004a, Farhat et al., 2004b] et
en 3D dans [Farhat et Tezaur, 2005]. Dans [Farhat et al., 2004b], il est aussi montré que
I’approximation EF, i.e. les fonctions polynomiales de 1’échelle grossiere, n’apporte rien a la
qualité de la solution pour un grand nombre de problemes de Helmholtz. La suppression de
ces fonctions conduit a la Discontinuous Galerkin method (DGM). Cette méthode fournit
des résultats précis avec des maillages plus grossiers que la FEM classique, et les matrices
sont bien mieux conditionnées que pour la PUM [Grosu et Harari, 2008]. Récemment, des
probléemes d’acoustique en milieux mobiles ont été traités dans [Gabard, 2007], et des pro-
blemes d’interaction fluide/fluide et fluide/solide ont été traités grace a l'utilisation d’ondes
évanescentes dans [Tezaur et al., 2008].

En conclusion, cette méthode est robuste et fournit des résultats précis avec un nombre
raisonnable de degrés de liberté comparé a la FEM, 1'utilisation d’ondes planes réduisant
drastiquement l’effet de pollution. Elle permet également de prendre en compte des géo-
métries complexes grace a l'utilisation d’'un maillage EF. En revanche, cette méthode est
contrainte par 1'utilisation de multiplicateurs de Lagrange, ce qui nuit a sa souplesse. Elle
n’exploite pas a fond l'intéret majeur des p-méthodes, en s’appuyant trop fortement sur une
vision « h » a linstar des éléments finis.

2.2.3 Wave Boundary Element Method (WBEM)

La Wave Boundary Element Method (WBEM) est une extension de la BEM directe. Elle
a été proposée dans [Perrey-Debain et al., 2003, Perrey-Debain et al., 2004]. La WBEM
introduit un enrichissement constitué d’ondes planes propagatives. Les éléments de frontiere
peuvent étre ainsi beaucoup plus grands que pour l'approche conventionnelle. L’idée de
base est que les fonctions polynomiales définies sur la frontiere sont multipliées par des
ondes planes. Le nombre de fonctions et leur direction de propagation peuvent étre choisis
librement. Dans [Perrey-Debain et al., 2004] une distribution équirépartie est utilisée, mais il
est mentionné que si on a une idée a prior: sur des directions privilégiées de propagation, on
peut tout a fait utiliser une distribution irréguliere de directions. Les auteurs mentionnent
également le fait que 'utilisation d’ondes planes dégrade fortement le conditionnement des
opérateurs, tout comme la PUFEM ou les autres méthodes mentionnées dans cette partie. La
méthode permet d’obtenir des modeles considérablement réduits par rapport a une approche
standard, particulierement si on privilégie 'approche p a ’approche h.

2.2.4 Les T-elements

Certaines approches indirectes utilisent une sous-structuration du domaine d’étude, et
cherchent la solution éléments par éléments par une approche de Trefftz. Les sous-domaines
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ainsi construits sont appelés T-elements. La continuité aux niveaux des interfaces est soit
assurée par des multiplicateurs de Lagrange [Texeira de Freitas, 1999], et dans ce cas on
parle parfois de méthodes de Trefftz hybrides, car elles peuvent rentrer dans le cadre bien
établi des éléments finis ([Zienkiewicz, 1997]) ; soit par une fonctionnelle aux moindres carrés
[Jirousek et Wroblewski, 1996, Stojek, 1998, Monk et Wang, 1999]. Dans ce cas, on parle
de Least-Squares T-elements (LST). L’utilisation de ces techniques comportent un certain
nombre d’avantages par rapport a la FEM :

e puisque que les seules équations qui ne sont pas vérifiées sont les conditions sur le bord,
la taille du modele numérique est petite ;

e les géométries complexes peuvent étre prises en compte en utilisant des éléments suf-
fisamment petits;

e les singularités de la solution (sources acoustiques ponctuelles, efforts mécaniques ponc-
tuels) peuvent étre prises en compte de fagon exacte en injectant dans 'espace d’ap-
proximation une fonction adaptée.

Certains travaux récents ont également soulevés les problemes liés a la définition de
l'origine de Trefftz (origine des fonctions de forme) aussi bien pour les approches directes
qu’indirectes, origine qui pour les T-elements est usuellement placée au centre des éléments
ou du domaine étudié [Chang et Liu, 2004, Yeih et al., 2006].

2.2.5 Wave Based Method (WBM)

La Wave Based Method (WBM) introduite dans [Desmet et al., 2001] est similaire aux
LST, mais differe sur deux points. Le premier est I'utilisation d’une base d’ondes planes et
évanescentes pour 'approximation de la solution. Le deuxieme est le traitement des condi-
tions aux limites et de continuité des champs entre sous-cavités. La WBM adopte une tech-
nique variationnelle de résidus pondérés pour respecter ces conditions. Pour illustrer les
fondements de cette méthode, prenons le probleme d’acoustique pure défini dans le premier
chapitre. Concidérant la cavité {2 décomposée en deux sous domaines. Sur chacune des deux
sous-cavités 2y et 2y, la solution est recherchée sous la forme (pour E€{1,2})

3 2
+00 4[R2 —( y +00 +13 k2—< ?”)> T
PE = Z al? cos (@) e V <L;E)) + ZQ;E) cos <%> € & (2.18)
m=0

LY

n=0 Yy

ol L;E) et LéE) représentent les dimensions du plus petit rectangle englobant la sous-cavité
Q. Ces approximations sont évidemment tronquées pour pouvoir les implémenter numéri-
quement. Afin de fixer les nombres ni et ng(,E) de fonctions de forme a employer dans chaque

sous-cavités, la WBM propose d’utiliser le critere suivant

(E) (E)

Ny Ny k
LB = L?(,E) o~ T; (2.19)

ou T est un parametre de troncature de ’approximation (2.18) choisi par 'utilisateur. Dans
[Desmet, 1998] il est préconisé de fixer ce parametre a T = 2, ce qui garantit que la longueur
d’onde \,,;, de la fonction de forme la plus oscillante n’est pas plus grande que la moitié de
la longueur d’onde caractéristisque du probleme étudié (A = 27 /k), soit 2\ < A
L’approximation choisie ne vérifie pas les conditions aux limites et les conditions de
transmission a l'interface. Pour les vérifier, des résidus sur chacune de ces conditions notés
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R sont définis comme suit

Rz(oE)(@ = ph — pag, z€0,0p

RP(x) = L] —vas,  2€0,98

R (@) = Llph)— Zg'pl, z€0.0p (2.20)
RL V(@) = (o —ph). zel

RUD(z) = LM+ L,ph], zel

En multipliant chacun de ces résidus par une fonction test primale (dpg) ou par une
fonction test duale associée (L£,[0pg]) et en intégrant sur tous les bords concernés, on obtient
la forme variationnelle suivante

Z / Ev[dpE].Rz(?E)ds#—/ (5pE.R1(]E)ds +/ 5pE.R(ZE)ds
E:LQ 8pQE 61;QE 8ZQE

2
+ > / (5pE.R(F§*E') - ﬁv[épE].Rg*E”) ds=0 (2.21)
E=1,E4E /T

Cette formulation mixte n’est pas symétrique, et pour construire le modele numérique, le
champ test est projeté dans l'espace dual de I'espace fonctionnel choisi. De ce fait cette
méthode n’appartient pas aux méthodes de Galerkin. Cette technique conduit a la résolution
d’un syteme matriciel Ka = b dont la solution est le vecteur des amplitudes complexes des
ondes de I'expression (2.18). Notons que dans la formulation utilisée, la vérification au sens
faible de la continuité des champs de pression et de vitesse au niveau de l'interface I' pose
probleme. De fait, si la fréquence traitée correspond a une fréquence propre de la sous-
cavité Qg le modele numérique construit a partir de la formulation peut comporter des
singularités. Toutefois, la modification du terme de couplage par 'introduction d’un facteur
d’impédance pallie ce probleme. Des tests numériques montrent que si le facteur d’impédance
choisi correpond a I'impédance caractéristique du milieu de propagation (Zy = poco) la
formulation est plus stable [Pluymers, 2006].

La WBM est typiquement une p-méthode, et préfere donc utiliser des éléments de grande
taille et augmenter le nombre de fonctions utilisées pour obtenir des solutions de qualité
avec des modeles de petite taille. La matrice WBM souffre aussi d’'un mauvais condition-
nement. Elle a été tout d’abord appliquée a la résolution de plusieurs classes de problemes
d’acoustique et de vibro-acoustique en dimension 2 et 3 [Desmet et al., 2001, Desmet et al.,
2002, Desmet et al., 2004]. Elle a été également appliquée a la résolution de problemes de vi-
brations structurales dans [Vanmaele et al., 2007]. Enfin plus récement, une application aux
problemes de diffusion d’onde acoustique dans un milieu infini contenant plusieurs obstacles
a été faite dans [Genechten et al., 2010]. Néanmoins, la WBM se limite a des géométries
relativement simples, les sous domaines doivent étre convexes afin d’assurer la convergence
de la méthode, elle a été couplée a la méthode des EF dans le but de traiter des géométries
complexes [Van Hal et al., 2005, Pluymers et al., 2007], la zone pres des bords étant traitée
par des EF couplés avec I'intérieur qui lui est traité par la WBM.

2.3 Les méthodes énergétiques

La prédiction de la réponse a haute fréquence d'un systeme dynamique complexe est
une tache difficile pour deux raisons. Tout d’abord, la déformation du systeme est de courte
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longueur d’onde, ce qui signifie que tres nombreux degrés de liberté sont nécessaires pour
modéliser la réponse en détail, et deuxiemement, la réponse est sensible a de petits chan-
gements dans les propriétés du systeme. Le deuxieme point peut conduire a ce que des
systemes identiques issus de la méme chaine de production aient un comportement tres dif-
férent, comme les résultats expérimentaux [Kompella et Bernhard, 1993] le montrent sur des
éléments automobiles.

Les approches énergétiques comme la SEA (Analyse Energétique Statistique) sont ma-
joritairement non déterministes et permettent de prédire le comportement vibratoire d’un
systeme. Ces méthodes s’appuient alors sur des grandeurs moyennées aussi bien en espace
et en fréquence que sur des parametres du systeme. Une modélisation SEA donne ainsi une
description énergétique par sous-systeme. Cependant, elles restent limitées a ’analyse hautes
fréquences. La relaxation des limitations de la SEA conduit a des approches dont la vali-
dité peut s’étendre au domaine des moyennes fréquences. C’est le cas de la MES (méthode
énergétique simplifiée) et de la WIA (wave intensity analysis).

2.3.1 Statistical Energy Analysis

L’analyse statistique de ’énergie (ou SEA pour Statistical Energy Analysis) initiée dans
[Lyon et Maidanik, 1962] est aux hautes fréquences ce que les éléments finis sont aux basses
fréquences. C’est la méthode la plus répandue dans ce domaine, et il existe quelques codes
commerciaux utilisés dans le monde industriel comme par exemple AutoSEA qui est large-
ment diffusé, ou encore le code LASCAR utilisé au CNES [Troclet, 1995]. On trouve une
description détaillée de cette méthode dans [Lyon et Dejong, 1995].

La SEA s’appuie sur une sous-structuration du systeme étudié. L’idée fondamentale de la
SEA consite a décrire la réponse vibratoire a ’aide de quantités énergétiques définies sur une
large bande de fréquences et supposées constantes dans chaque sous-structure. Sur chacune
de ces dernieres, un bilan de puissance est effectué. Ainsi, pour la sous-structure 7 on a

Py =Py + Y Pl (2.22)
J

ot P et Pt

i iiss désignent respectivement les puissances injectées et dissipées dans la sous-

structure i, et Pc(g;f; la puissance transmise par la sous-structure ¢ a chacune de ses voisines j.
Cette équation résulte d’'une moyenne en temps d’un bilan de puissance, et est donc exacte. Si
on prend un modele d’amortissement hystérétique, la puissance dissipée est reliée a I’énergie

totale de la sous-structure 7 par la relation
Py, = wiE; (2.23)

ou 7; est un coefficient d’amortissement hystérétique et E; 1’énergie totale (somme des éner-
gies cinétiques et potentielles). La moyenne en temps sur une bande de fréquences apparait
par l'intermédiaire du terme w qui représente la fréquence centrale. Le point délicat de la
méthode consiste a décrire correctement le couplage entre les sous-structures. On suppose
généralement que la puissance de couplage peut s’écrire

Pl — g [ — — =2 2.24
coup W77 ]n (nz nj) ( )

ou n; est la densité modale de la sous-structure ¢, et 7;; un coefficient de perte par couplage.
Cette équation signifie que le flux d’énergie entre ¢ et j est proportionnel a la différence
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d’énergie par mode dans chaque sous-structure. Il y a eu des progres récents dans ’extension
de la SEA & la prévision de la variance des énergies du sous-systeme [Langley et Brown,
2004, Cotoni et al., 2005]. La prédiction de la variance est basée sur I'ergodicité du probleme,
c’est a dire la moyenne et la variance de ’énergie d'un sous systeme, peut étre retrouvée en
utilisant une méthode de Monte Carlo. Apres avoir imposé une loi de probabilité soit sur
des masses additionnelles (parametres structuraux) soit sur la position des efforts (condition
aux limites type Rain on the roof (ROF)).

Les hypotheses de la méthode SEA ne sont vérifiées que sous certaines conditions. Dans
[Remington et Manning, 1975, Mace, 1994, Mace, 1996], on trouve des études sur ces hy-
potheses. Ces conditions dépendent fortement de deux parametres : le caractere de champ
diffus au sein de chaque sous-systeme (recouvrement modal spatial) et le nombre de modes
dans la bande de fréquence considérée (recouvrement fréquentiel). Un recouvrement modal
élevé permet de valider 'hypothese d’équiprobabilité des fréquences propres des modes sur
la bande de fréquence considérée. Dans le cas d’un recouvrement modal faible, les facteurs
de perte par couplage dépendent fortement des irrégularités géométriques présentes dans le
systeme. Dans ce cas, 'hypothese d’équiprobabilité des modes n’est plus valable.

Une autre hypothese importante a considérer lors de ’application de la méthode SEA,
et qui dépend également du recouvrement modal, est I’hypothese de couplage faible.

Le couplage est considéré comme faible si le couplage de deux modes d’'un méme sous-
systeme via un mode de l'autre sous-systeme est négligeable par rapport au couplage direct
entre les modes de chaque sous-systeme. Lorsque le couplage est fort, il convient d’étudier
le couplage indirect (entre deux sous-systémes non physiquement liées) ainsi que la prise
en compte ou non du couplage indirect dans le modele. Lors de ’application de la modé-
lisation SEA, le couplage indirect est négligé ( sauf pour quelques cas particuliers comme
I’étude du couplage entre deux cavités séparés par une plaque) : dans [Langley, 1989, Langley,
1990, Finnveden, 1995], il est montré que, pour des systemes faiblement couplés et réverbé-
rants, le couplage indirect peut-étre négligé. L’extension de la SEA aux moyennes fréquences
est délicate, c’est pour cela qu'une aproche hybride a été développée dans [Langley et Brem-
ner, 1999] et permet de coupler la SEA & d’autres approches pour le traitement de zones
structurales ou elle perd de sa validité. En modifiant la méthode SEA de maniere a prendre
en compte le couplage indirect, il est possible d’introduire d’autres méthodes énergétiques
qui prennent en compte des couplages plus forts.

2.3.2 Méthode SEA-like

La méthode SEA-like est une méthode énergétique par approche modale, comme la mé-
thode des coefficients d’influence énergétiques présentée plus loin, et qui relie le vecteur des
énergies au vecteur des puissances injectées. Dans [Mace, 2003, Mace, 2005], la SEA-like est
présentée comme un assouplissement de la méthode SEA, ou des hypotheses sont relaxées.
Ensuite, des expressions analytiques des coefficients SEA-like de systéemes quelconques sont
calculées a partir de deux types d’analyse modale : une analyse modale sur les modes du
systeme couplé et une analyse par couplage modal. Ces expressions permettent d’effectuer
une breve analyse des mécanismes de couplage spatial et fréquentiel. Lorsque le recouvre-
ment modal dans un systeme est faible, le systeme a un comportement modal plus marqué.
Il ne peut alors plus étre décrit comme une somme de modes équi-énergétiques. La méthode
SEA-like, construite a partir d’'une analyse modale ou par éléments-finis du systeme, permet
de décrire ce comportement modal particulier au systeme.
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2.3.3 Statistical modal Energy distribution Analysis

La méthode Statistical modal Energy distribution Analysis présentée dans [Guyader
et al., 1988] cherche a améliorer les résultats mitigés de la SEA en moyennes fréquences qui
sont diis a une description sommaire des couplages entre les sous-structures. Elle conserve
les concepts énergétiques de la SEA en cherchant a caractériser I’énergie cinétique des sous-
systémes. Pour un probleme de vibro-acoustique [Totaro et al., 2009], elle propose un décou-
page du systeme en deux types d’éléments couplés : les uns de nature mécanique, les autres
de nature acoustique. Les transferts d’énergie sont décrits a I'aide des CIE. Leur évaluation
s’appuie sur le calcul préalable des modes propres de I'ensemble des systemes couplés. Le
couplage d’une stratégie d’échantillonnage modal avec ’approche SEA permet de déterminer
les coefficients par la FEM. Cette méthode a été appliquée dans le cadre de structures com-
plexes dans [Maxit et Guyader, 2001a, Maxit et Guyader, 2001b]. Cette démarche fournit des
résultats satisfaisants pour les assemblages de plaques et permet de comprendre de facon fine
I'influence de la géométrie et de 'amortissement sur les échanges énergétiques entre chaque
composants du systeme. Toutefois elle nécessite des calculs tres cotuteux de modes a ’échelle
globale.

2.3.4 Meéthode des coefficients d’influence énergétique

La méthode des Coefficients d’Influence Energétique (CIE) présentée dans [Guyader
et al., 1988] cherche a améliorer les résultats mitigés de la SEA en moyennes fréquences qui
sont dus a une description sommaire des couplages entre les sous-structures. Elle conserve
les concepts énergétiques de la SEA en cherchant a caractériser I’énergie cinétique des sous-
systemes. Pour un probleme de vibro-acoustique, elle propose un découpage du systeme en
deux types d’éléments couplés : les uns de nature mécanique, les autres de nature acoustique.
Les transferts d’énergie sont décrits a ’aide des CIE. Leur évaluation s’appuie sur le calcul
préalable des modes propres de I’ensemble des systéemes couplés. Le couplage d'une stratégie
d’échantillonnage modal avec 'approche SEA permet de déterminer les coefficients par la
FEM. Cette méthode a été appliquée dans le cadre de structures complexes dans [Maxit et
Guyader, 2001a, Maxit et Guyader, 2001b]. Cette démarche fournit des résultats satisfai-
sants pour les assemblages de plaques et permet de comprendre de fagon fine 'influence de
la géométrie et de I'amortissement sur les échanges énergétiques entre chaque composants
du systeme. Toutefois elle nécessite des calculs tres coliteux de modes a ’échelle globale.

2.3.5 Wave Intensity Analysis

Les grandeurs énergétiques de la SEA ne sont représentatives des phénomenes réels que si
elles satisfont les hypotheses de champ diffus et d’équi-répartition de I’énergie entre les modes
d’un méme groupe. Les coefficients de couplage 7;; sont calculés (quand cela est possible)
sur ces hypotheses. Dans la réalité, il est tout a fait possible qu'une interface privilégie la
transmission de certaines incidences des ondes. La Wave Intensity Analysis (WIA) proposée
dans [Langley, 1992] relache donc I'hypothese de champ diffus et suppose que le champ
vibratoire présente éventuellement des directions privilégiées et s’écrit sous la forme

u(z) = /027r A(B)e®zqp (2.25)
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2.3 Les méthodes énergétiques

ou k(0) représente le vecteur d’onde de 'onde se propageant dans la direction 6. En supposant
que les ondes sont satistiquement décoréllées

27 21
/ / A(6,)A*(0,)e™® 01020240, 40, = f(6,)5(6; — 65) (2.26)
0 0

ou f(6;) est une mesure de I’énergie dans la direction ¢, et § désigne la fonction delta de
Dirac, alors I'énergie s’exprime par la relation

E(z) = /027r e(z,0)dd (2.27)

L’énergie e(z, 0) est ensuite homogénéisée en espace et développée en série de Fourier

e(,0) = 3 e,N,(6) (2.28)

Un bilan de puissance par sous-structure permet de connaitre les amplitudes énergétiques e,,.
Au niveau des interfaces, le couplage fait intervenir la aussi des coefficients de couplage qui
ne sont pas toujours connus. La méthode fournit de meilleurs résultats que la SEA sur les
assemblages de plaques [Langley et al., 1997], mais ne permet pas de donner la répartition
de I’énergie a I’échelle de la sous-structure.

2.3.6 Meéthodes de diffusion de ’énergie

L’approche EFA (pour Energy Flow Analysis) initiée dans [Belov et Ryback, 1975], et
[Belov et al., 1977] s’appuie sur une description continue des grandeurs énergétiques caracté-
risant le phénomene vibratoire d’un systeme mécanique. L’inconnue principale est la densité
d’énergie effective e. Une hypothese relie cette énergie au flux d’énergie par une relation de

comportement
2
I=— (—g) Ve (2.29)
nw

ol ¢4 est la vitesse de groupe. Un bilan de puissance (divI = P,,; — Pyss) conduit a une
équation de diffusion analogue a celle de ’équation de la chaleur

2
59 Ne — wne = —Py; (2.30)
nw

La simplicité de cette équation permet de la traiter facilement avec un code EF existant,

car la quantité e évolue lentement avec la variable d’espace. Cependant, les difficultés pour

le traitement du couplage entre sous-structures sont les mémes qu’avec la SEA. S’il est bien
maitrisé en 1-D [Lase et al., 1996, Ichchou et al., 1997], le couplage en 2-D reste problématique

[Langley, 1995]. De plus la description du comportement de 1’énergie par une équation telle

que (2.30) pose de nombreuses difficultés [Carcaterra et Adamo, 1999]. Par exemple, le champ

rayonné par une source pour une structure 2-D présente une décroissance en 1/4/r, ce qui
est en contradiction avec la théorie qui prévoit une décroissance en 1/r. De plus, dans le cas
stationnaire, ce modele ne représente correctement 1’évolution de 1'énergie qu’en supposant
les ondes décorrélées [Ichchou et Jézéquel, 1996], et malgré cette hypotheése le comportement
instationnaire de I’énergie reste mal décrit [Ichchou et Jézéquel, 2001, Ichchou et al., 2001].
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2.3.7 Méthode énergétique simplifiée

L’approche conduite dans [Le Bot, 1998b, Le Bot, 1998a, Cotoni et al., 2001, Le Bot,
2002] propose de pallier les insuffisances de la EFA. Elles considere les échanges d’énergie
transportée par des ondes propagatives supposées non-corrélées. La solution est recherchée
en terme de champ direct et de champ réfléchi. Le champ direct est décrit par une onde
partant d’une source d’excitation, et le champ réfléchi, résultant des diverses réflexions, est
représenté par un ensemble de sources secondaires placées sur le bord de la (sous-)structure.
Les amplitudes des champs rayonnés par ces sources constituent les inconnues du probleme.
La propagation du champ d’une source a une autre est gouvernée par des relations linéaires
faisant intervenir un certains nombre de parametres, comme leur position relative ainsi que
les valeurs des coefficients de transmission et de réflexion. De telles relations permettent
de construire un syteme matriciel dont la solution est le vecteur des amplitudes des sources
secondaires. En couplant cette approche a WBEM 2.2.3, cette approche a conduit a la Energy
Boundary Element Method, qui fournit de bons résultats pour des problemes de vibro-
acoustiques [Thivant et al., 2010].

2.3.8 Méthode de tracé de rayons

Initialement proposée dans le cadre de I’acoustique des salles ([Krokstadt, 1968]), la RTM
(pour Ray Tracing Method) dérive des concepts de l'optique géométrique. Elle propose de
calculer le champ vibratoire en le décrivant par un ensemble de rayons (qui sont des ondes
planes propagatives) dont le parcours est suivi jusqu’a amortissement complet. Les trans-
missions et réflexions de ces rayons sont calculés par les lois classiques de Snell-Descartes.

D’une certaine fagon, la RTM synthétise les avantages de la WIA et de la méthode éner-
gétique simplifiée présentée dans la paragraphe précedent. En effet, elle permet de prendre
en compte les effets de filtrage aux interfaces grace au loi de Snell-Descartes, et elle permet
également de donner une description de la répartition de 1’énergie au sein du domaine étu-
dié. Toutefois, elle nécessite des calculs assez lourds lorsque I'amortissement des ondes est
trop petit ou lorsque la fréquence est trop basse. De plus, le choix des directions initiales de
propagation n’est pas toujours aisé, particulierement pour les géométries complexes. Des ap-
proches basées sur les concepts de la RT'M ont été proposées pour la résolution des problemes
d’acoustique dans[Allen et Berkley, 1979] et de plaques dans [Chae et Th, 2001].

2.3.9 Meéthodes de ’enveloppe

L’incapacité des approches classique a traiter les fonctions tres oscillantes ont conduit
certaines méthodes a prédire le comportement de I'enveloppe du champ vibratoire qui est
supposée a variations spatiales lentes. Une fois que les équations que satisfont ces enveloppes
sont déterminées, il devient possible d’utiliser la FEM pour en donner une approximation.

La Wave Enveloppe Method présentée dans [Bettess et Chadwick, 1995, Chadwick et
Bettess, 1997] cherche le potentiel ¢ solution de ’équation de Helmholtz sous la forme ¢ =
Ae™, oll A est 'amplitude de 'enveloppe et v sa phase. Ces deux quantités sont des variables
lentes, alors que ¢ peut présenter des variations rapides. Pour vérifier I’équation de Helmholtz
ces quantités doivent vérifier

(Vy)? =

VAN + AAY = 0 (2.31)
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2.4 Conclusion

En partant d’une solution initiale %y, cette approche cherche une solution de fagon itérative
en recherchant une fonction A vérifiant (2.31), puis en reconstruisant la phase associée.
L’équation (2.31) est résolue par une technique EF. Cependant, cette résolution nécessite la
connaissance des conditions aux limites et dans le cas d'un couplage entre sous-structures,
ce point reste ouvert.

L’approche CEDA (pour Complex Enveloppe Displacement Analysis) proposée dans [Car-
caterra et Sestieri, 1997, Sestieri et Carcaterra, 2001] est une méthode qui cherche, dans le
cadre des structures, l’enveloppe des déformations. Cette enveloppe est gouvernée par la
transformée de Hilbert de I’équation de la dynamique. Les auteurs soulignent le fait que les
équations issues de cette approche sont compliquées. Elle a tout de méme été appliquée avec
succes dans des cas uni-dimensionnels.

2.3.10 Meéthodes asymptotiques

L’évolution de I'équation de la dynamique peut étre prédite par un développement asymp-
totique en fonction de parametres comme la fréquence et I’élancement ([Ohayon, 1989]). La
méthode WBJK (Wentzel Krammers Brillouin Jeffroys) recherche les modes propres sous la
forme e*®)/¢ (v (y) 4 vy (y) + ...) ol € est un petit parametre lié & 1’élancement et y la direc-
tion de I’élancement. En injectant un tel développement dans I’'équation de la dynamique, un
développement asymptotique permet de prédire si le mode est global ou local. La méthode de
la phase stationnaire est une méthode générale pour évaluer le comportement asymptotique
d’une certaine classe d’intégrales. Son application aux problemes de dynamique ([Gibert,
1984]) permet d’évaluer, sur le plan théorique, la réponse d’'une structure soumise a des
forces sinusoidales.

Bien que ces techniques aient un apport théorique important sur la compréhension des
phénomenes vibratoires, comme par exemple la sensibilité a la position du chargement, et
des liens entre comportements basses et hautes fréquences, elles sont toutefois restreintes a
des géométries tres simples.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentées les principales méthodes dédiées aux problemes de
vibrations et (ou) d’acoustique. Des stratégies spécifiques sont développées selon le domaine
fréquentiel traité. Ainsi, pour les basses fréquences les deux principales méthodes sont la
FEM et la BEM. La premiere s’appuie sur un affaiblissement de ’équation d’équilibre locale,
et la deuxieme sur une forme intégrale de I’équation d’équilibre qui représente une solution
particuliere du probleme. Elles s’appuient toutes deux sur un maillage, mais dans la BEM
seul le bord est discrétisé. Si ces méthodes sont robustes et fiables dans le domaine des BF,
leur extension aux moyennes fréquences pose de sérieuses difficultés. La FEM se heurte a
I'effet de pollution qui nécessite un raffinement du maillage tres important quand la fré-
quence augmente. C’est pourquoi certaines techniques, comme la stabilisation de la forme
bilinéaire de la formulation variationnelle, ont été proposées. Ces méthodes restent toutefois
tres cotteuses. Pour la BEM la principale difficulté est plus d’ordre numérique, elle conduit a
des modeles numériques plus petits que la FEM, mais les intégrations numériques qu’elle fait
intervenir sont beaucoup plus cotuteuses. La BEM est également sujette a l'effet de pollution,
et doit donc elle aussi utiliser un maillage de frontiere de plus en plus fin quand la fréquence
augmente.

La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier 31



2 Un état de 'art

A T'opposé, la communauté des hautes fréquences s’intéresse a des modeles basés sur des
considérations énergétiques souvent globales; telle la SEA. Sauf dans le cadre d’hypotheses
simplificatrices et restrictives, ces méthodes sont généralement non-prédictives. De plus, elles
font parfois intervenir des coefficients qu’il faut identifier par ’expérience ou qui nécessitent
des calculs tres cotiteux. Leur extension au MF est donc souvent peu efficace.

Enfin, entre ces deux communautés existe une communauté MF qui développe des ap-
proches que nous pouvons qualifier d’ondulatoires. Ces méthodes utilisent toutes une base
de fonctions qui sont des solutions exactes de I’équation d’équilibre, ie des ondes planes ou
encore des fonctions de Bessel. Ces fonctions sont utilisées soit par l’enrichissement dun
espace fonctionnel classique (par exemple les fonctions EF) comme la PUM, la EFGM, la
DEM , ou encore la WBEM, soit en tant que fonctions de forme a part entiere pour les
méthodes de Trefftz ou encore la DGM. Toutes ces méthodes se distinguent les unes des
autres par le traitement spécifique des autres équations du probleme de référence. Ici, nous
avons distingué les approches de type p et de type h. Les approches de type p fournissent a
nombre de ddls égal des résultats plus précis.

La TVRC est une de ces méthodes. Elle utilise une base d’ondes planes propagatives
(et évanescentes dans le cadre des vibrations structurales). Elle préfere toutefois une vi-
sion intégrale des directions de propagation, I'idée étant de prendre toutes les directions en
compte. Elle se distingue également par une formulation variationnelle originale qui permet
I'indépendance a priori des approximations entre chaque sous-structure, car les conditions
de transmission entre sous-structures y sont incorporées de facon naturelle et automatique.

Cet état de I’art montre aussi que toutes ces méthodes ont en commun le mauvais condi-
tionnement des systemes algébriques auxquels elles aboutissent. Ce probleme est souvent
attribué au fait que ces méthodes utilisent des fonctions définies sur la (sous-)structure en-
tiere, et qu’elles sont tres peu orthogonales. L'utilisation des séries de Fourier (dans le cas
2D) ou des séries de Laplace (dans le cas 3D), et les propriétés d’orthogonalité qui les ac-
compagnent permettent d’améliorer ce dernier point.

Enfin, la plupart de ces méthodes sont limitées a des géométries simples, nous verrons au
cours des différents chapitres que la TVRC n’a pas de telles limitations.
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CHAPITRE
La Théorie
Variationnelle des
Rayons Complexes

"OBJET DE CE CHAPITRE est la présentation de la TVRC appliquée aux problemes de
L couplage vibro-acoustique, et le rappel des principales propriétés de la TVRC. Dans un
premier temps, la formulation initialement proposée dans [Ladeveze, 1996] est adaptée pour
ce type de probleme. Cette formulation variationnelle mixte du probleme de référence ou les
conditions sur les frontieres sont vérifiées au sens faible est un point-clé de la méthode, car
elle autorise I'indépendance a priori des approximations faites sur chaque sous-systeme. La
continuité des champs au niveau des interfaces entre sous-systemes est directement incorporée
dans la formulation variationnelle, contrairement a d’autres approches qui doivent ’assurer
par des multiplicateurs de Lagrange ou par I’emploi d'une technique de pénalisation. Ensuite,
I’approximation utilisée dans la TVRC est présentée. Cette approximation est construite sur
une base de fonctions qui vérifient exactement 1’équation d’équilibre en tous points d’un
(sous-)systeme. La partie homogene de la solution utilise une base d’ondes planes se propa-
geant dans toutes les directions. Les fonctions de forme issues de cette approximation sont
appelées rayons de vibration et comportent deux échelles. L’échelle rapide caractérisant le
phénomene vibratoire est prise en compte analytiquement, tandis que 1’échelle lente est calcu-
lée numériquement. Cette échelle lente est constituée par le portrait d’amplitudes complexes
des rayons de vibration. Enfin, on illustrera sur un exemple les performances de convergence
de la méthode. En effet 'inconnue du probleme est le portrait d’amplitude qui nécessite
une discrétisation relativement grossiere en comparaison de la discrétisation nécessaire pour
décrire correctement le champ de pression. Ce qui permet d’obtenir des solutions de qualité
avec un faible nombre d’inconnues.
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3.1 Réécriture du probleme de référence

3.1 Reéécriture du probleme de référence

Le probleme de référence de couplage vibroa-coustique présenté au chapitre 1 peut étre
reformulé par la formulation faible introduite dans [Ladeveze, 1996]. Cette formulation fait
intervenir des quantités de type puissance et permet de construire une approximation véri-
fiant exactement 1’équation de la dynamique en régime forcé, les conditions aux limites étant
vérifiées de fagon faible. La continuité des champs au niveau des interfaces est directement
prise en compte dans la formulation.

3.1.1 Formulation variationnelle

On note Aﬁﬁ) I’espace des fonctions vérifiant de fagon exacte I’équation de Helmholtz

inhomogene (1.2) en tous points de la (sous-)cavité 2g. Cet espace est noté A((li)o en absence
de sources, et dans ce cas I’équation vérifiée est I’équation de Helmholtz homogene. De
la méme facon on note Sgg) et 82?0 les espaces des fonctions vérifiants de fagon exacte

I’équation des plaques inhomogene ou homogene (1.10) en tous points de la plaque Sg.

Ag? = {pE régulier sur (Qg) ‘ Apg + k*pp = f(z), Vze QE} (3.1)
Aég,)o = {pErégulier sur (Qg) ‘ Apg + k*pp =0, Vze QE} (3.2)

855) = {wErégulier sur (Sg) ’ AAwg — krwp = g(z), Vze SE} (3.3)
Sfj,)o = {wErégulier sur (Sg) ’ AAwg — kiwp =0, Vo SE} (3.4)

Le probleme aux dérivées partielles avec conditions aux limites sur le bord (1.2)-(1.3)-
(1.4)-(1.10)-(1.11)-(1.12)-(1.13) est équivalent au probleme variationnel suivant
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Trouver (p1,- -+ , PNg, W1, - - ,wNS)EAS} X oo X Aggn) X Sgl(l) X oo X S((l]jS), tels que
R 2/ (pE — par) Lo[0pe]ds + Z/ (ﬁv [pE] — UdE) oppds
an 0 ap J0.98

+1 Z /<9ZQE (((1 — ZgLy) [pE] — hap) L,[0pe] + ((ﬁv —1/Zg) [pe] + th/ZE> 6pE> ds

+Z/

| R
Pgppr ¥~ EE

+Z/@ ) <£ [pe] — @wwE1> 5pEdS_Z/ (w—wqp) Lr[dwge]ds

8SE

pE - pE') L, [5PE - 5]913’] + L, [PE + pE'] (5PE + 5PE/)> ds

+ Z/ zw ,Cg wE] — HdE> ,CM[(SIUE dS — Z/ ET[wE] TdE)@dS
09 SE aTSE
+) / iw (Larlwp) = Mag) Loldwglds + Y ) iwl [wglwy
Sg oM SE SE coins
1
+ = Z / iwLywg — we]Leldwr — dwpr]ds
27~ Jtpm

2 ¢
T p
1 - -
+ 5 w (’UJE - U)E/) ,CT[(SU}E - 5U)EI] + iwﬁg[wE + wE/]CM[(SwE + 5U)E/]d5
TEE/ TEE/
1 .
—|—§ / iwLly[wp —wp|Loldwp — dwp | +iwLlr[wg +wp] (dwg + dwg ) ds} =0,
Yo Y YEB
Y (0p1, - OPNgs Own, - dwng) €A x o x AT x S o x ST (3.5)

ou O et R {0} désignent respectivement le conjugué et la partie réelle de la quantité complexe
O, et L, Ly, Ly et L désignent respectivement 'opérateur de vitesse, de rotation, de
moment, et d’effort tranchant tels que définis dans le chapitre 1.

Cette formulation peut étre vue comme un bilan de puissance sur les frontieres de chacune
des sous-cavités (1. Cette formulation est une formulation mixte non-symétrique, ce qui
est un inconvénient. En revanche, elle permet de construire des approximations a prior:
indépendantes sur chacune des sous-cavités (1g, car les conditions de continuité a 'interface
y sont directement incorporées. Ceci lui confere une grande souplesse en comparaison avec les
techniques utilisant des multiplicateurs de Lagrange discrétisés ou un terme de pénalisation
pour assurer ces conditions. De plus cette formulation permet d’imposer sur une partie du
bord de g, qu’on notera 9,,{1g, a la fois une pression et une vitesse normale, grace a 'ajout
d’un terme supplémentaire permettant de construire une approximation qui vérifie ces deux
conditions au sens faible :

%{% /8PUQE ((pE — pae) Lo[6pe] + (Lo[pE] — UdE)5pE) dS} (3.6)
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3.1.2 Equivalence avec le probleme de référence

La démonstration d’équivalence de cette formulation avec le probleme de référence a
été faite dans le cadre général des vibrations forcées des structures dans [Ladeveze, 1996,
Ladeveze et al., 2000], et dans le cadre de l'acoustique linéaire [Riou et al., 2008|. Dans le
cas de la vibro-acoustique, le résultat est le suivant

m Théoréme 1 Si la solution du probléeme de référence (1.2)-(1.3)-(1.4)-(1.10)-(1.11)-
(1.12)-(1.13) emiste, et sin, > 0, ns > 0 et ks > 0, alors le probléme variationnel (3.5)
est équivalent au probleme de référence.

(i) En effet, si I'ensemble (p1, -+ , g, W1, - - - , W) vérifie le probleme de référence (1.2)-
(1.3)-(1.4)-(1.10)-(1.11)-(1.12)-(1.13), alors il vérifie le probleme variationnel (3.5), car toutes
les intégrales sont nulles séparément.

(ii) Par ailleur, en notant u = (p1, - ,Png, W1, -+ ,Wng) la solution du probleme, la
formulation variationnelle peut se réécrire sous la forme condensée :
trouver UEASd) - X ANQ) X S( S X S((l];[S) tel que :
a(u,ou) = L(0u), Voue AL x - x A2 x 81 x . x 8O (3.7)

ou a est une forme bilinéaire et L une forme linéaire.
On considere deux solution distinctes de (3.5) wet v’. Onnote 4 = (P1, -+, Png, Wi, -+ * » WNg)
leur différence. On obtient alors :

a(ii, @) =0 (3.8)

Soit encore, dans la mesure ot on impose deux conditions limites sur les bords des plaques
une en rotation (ou moment) et une en translation (ou effort tranchant) :

o 1
a(w, w) { Z 7{ PeLlopE] [pE|ds — Z / (ZE£ e Ly [PE] + :pEpE> ds
E=1,Ng, Y 99 9z%p Zp

E=1,Nq

+ Z isE iw (Ea[wE]ﬁM[wE] ET[wE]wE) ds — Z /

E=1,Ng E=1,Ng V 9s1,92B

iwﬁ)_E/ﬁEds} =0

(3.9)
L’application de la formule de Stokes sur chacun des contours 0€2g et 0Sg nous conduit a

~ ~ Z ~ ~ * ~ _— B~
a(t, ) = %{ E:% . oo o (sz (VpE) +PEA29E> dQ2 — E:% ’ /%f o iwWgppds
s4VQY s4VQY
~ A 1~ 71 1 ~ =
— E / (ZEEU [DE|Lo[pE] + =pEpE) ds
E=1,Ng /0285 ZE

+ Z /S iw (Tr (Eécpg[wE]g[wE]) (leleEKCPE [wE]) wE) dQ} =0
E=1,Ng ” 5B

(3.10)
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En tenant compte de I’équation de Helmholtz (1.2) et ’équation des plaques en flexion (1.10),
cette expression devient :

a<a,a>=%{ > | (Ve (Voe) — Fhupe)d2+ Y / iwim prds

w
poinNg POV e E=1,Ng, /951,928

[ 1
— Z / (ZEﬁy[pE}ﬁ pE| + —pEpE) ds
BTN Y 029 V45

. h? R ) o
+ 2 /S w (Tr (Egcpg[wE]é[wE]) - (PswzhwE — pE) wE> dQ} =0 (3.11)
=1,Ng E

soit encore :

a(i, ) ére{ (V- (Vw)" = Wpiip )02
E=1,N, 0

—_— 1 —
Z / (ZEﬁ [PE|Lo[pE] + :pEpE) ds
0zQE A

E=1,Nq E
+ D / ( ( T opel® E]é[@E]) - PSWQ’”L@E> EEdQ} =0 (3.12)
E=1,Ng
En explicitant la partie réelle de a(w, @), on obtient :

R{Zp} —_ T o 1 )
— \V4 nn(V Npg ds
5 o, (o 00 e 00y e s

2n.ka
_ Z 0, / PEprdQ— Z / 773Tr(12 Cpog[wE]g[ ])—l—/@sposw hpwrds =0
Qp

EoiNg PO¥ E=1,Ns
(3.13)

Cette derniere expression entraine premierement que prp = 0 et (Vpg)T.ng = 0 sur la
frontiere 0zQg. De plus, si le coefficient d’amortissement 7, est non nul alors le champ p est
nul. Enfin si les coefficients d’amortissement ng et kg sont non nuls alors le champ wg est
nul. On vient de montrer que si @ vérifie la formulation initiale de vibro-acoustique pour des
conditions homogenes avec des coefficients d’amortissement hystérétique non nuls alors :

{ pe =0 sur (g (3.14)

wg = 0 sur Sg

ce qui prouve I'unicité du probleme de vibro-acoustique 3.5.

3.2 Approximations et discrétisation du probleme

L’approximation des champs vibratoires est décomposée en une somme d’une solution
particuliere (notée avec un exposant p) et d'un solution homogene (notée avec un exposant
h). Cette derniére est cherchée sur une base d’ondes planes se propageant dans toutes les
directions.

pe(z) = phz) + ph(z) we(z) = wi(z) + wh(z) (3.15)
ol plp(z) € A(doet wi(z )esadO
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3.2 Approximations et discrétisation du probléeme

3.2.1 Approximation des solutions homogenes des équations de
Helmholtz et des plaques

La TVRC considere que la solution homogene peut étre localement décrite par une ré-
partition intégrale de modes locaux appelés rayons de vibration.

Les solutions du probléeme d’acoustique pfi(x) et celle du probleme de plaque w(z) sont
donc recherchées sous la forme

p’é@) — /C(E) AGE(EGE)eiE%-(i—zE)dOéE) w%(l) — /C(E) ASE@SE)GiEE-(&—zE)dcgE) (3.16)

ou k% désigne le vecteur d’onde associé aux ondes acoustiques et kj, aux ondes élastiques,
2 un point (en général son centre) a l'intérieur de la sous-structure F, AT est la distribu-
tion des amplitudes des rayons complexes aussi appelées amplitudes généralisées, et CZ la
surface décrite par ’ensemble des vecteurs d’onde quand ces derniers parcourent toutes les
directions de 'espace. L’expression de telle surface dans le cadre de probleme de couplage
vibro-acoustique est présentée dans les prochains paragraphes. La question de la complétude
de T'espace peut étre posée. On retrouve dans [Melenk, 1995] quelques éléments de réponse
a ce sujet, la forme des sous domaines serait néanmoins limitée a des parties étoilées de
I’espace.

3.2.1.1 Espace des vecteurs d’ondes admissibles en acoustique linéaire

. . < FE . . . .
Dans le cas de 'acoustique, pour appartenir a Agd}), ces fonctions doivent satisfaire

I’équation de Helmholtz homogene, ce qui donne une condition d’admissibilité sur £%. En
injectant (3.16) dans I’équation homogene associée a (1.2), on conclut a lexistence de 2
familles de rayons possibles dont deux exemples sont montrés sur la figure 3.1 :
e les rayons propagatifs qui sont des ondes planes se propageant dans une direction 6
donnée. Pour un probleme 2D défini dans le plan (e,, gy) , le vecteur d’onde s’écrit :
k%" = kq (cos (0) e, +sin (0) ¢,) (3.17)

=Y

avec 6 €0, 27|. Dans le cadres des problemes d’acoustique bidimmensionnelle la distri-
bution des amplitudes associée aux rayons propagatifs est définie sur le cercle unité.

e les rayons évanescents de bord, ces ondes se caractérisent par le fait qu’elles ont une
longueur d’onde plus courte que les ondes propagatives. Ils ne sont pas pris en compte
dans un probleme d’acoustique pur. En revanche, ils sont nécessaires dans le traitement
des problemes de couplage vibroacoustique car le couplage fait intervenir des équations
d’ordre 4. Une forme générale du vecteur d’onde est :

k%S = —ik, (cosh (0) n + sinh (6) 7) (3.18)

avec 0 €(0,27| et (n,7) la base formée par le vecteur normal et le vecteur tangent du
bord de la plaque. Dans la pratique on se restreint a 'utilisation de rayons évanescents
ayant un vecteur d’onde qui s’écrit :

e AN 0
kRS = —zka\/l + </€_a cos <§)) n+ k' cos (5) T (3.19)

avec k' le nombre d’onde maximum atteint par les ondes de bord. La distribution des
amplitudes associée aux rayons évanescents est donc définie sur le cercle unité.
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Figure 3.1 Exemple de fonctions de forme acoustique : rayon propagatif (a gauche)
et rayon évanescent (a droite).

La solution homogene d’un probleme d’acoustique bidimensionnel s’écrit donc :
21 L ap 2T Cae
pi(z) = / AP (k)™ 2dC ) + / AGE(RE)e™e £dCL) (3.20)
0 0

3.2.1.2 Espace des vecteurs d’ondes admissibles en vibrations des plaques

Dans le cas de vibrations de plaques, pour appartenir a SEE,)O, ces fonctions doivent
satisfaire I’équation homogene des plaques, ce qui donne une condition d’admissibilité sur
k%. En injectant (3.16) dans I’équation homogene associée a (1.10), on conclut a 'existence
de 3 familles de rayons possibles :

e les rayons propagatifs qui sont des ondes planes se propageant dans une direction 6

donnée. Le vecteur d’onde s’écrit :

k3P = kg (cos (0) 7, + sin () 7,) (3.21)

avec 0 €10, 2| et (1,,T,) une base formée par deux vecteurs orthogonaux du plan de la
plaque. La distribution des amplitudes associée aux rayons propagatifs est donc définie
sur le cercle unité.

e les rayons évanescents de bord, ces ondes se caractérisent par le fait qu’elles se pro-
pagent uniquement le long du bord. Une forme générale du vecteur d’onde est :

k3 = kg (—icosh (6) n + sinh (6) 7) (3.22)

avec 0 €[0,27| et (n,7) la base formée par le vecteur normal et le vecteur tangent du
bord de la plaque. Dans la pratique on se restreint a l'utilisation de rayons évanescents
ayant un vecteur d’onde qui s’écrit :

, 2
kY = —iks\/l + <Z— cos <g>) n+ k cos <g> T (3.23)

avec k' le nombre d’onde maximum atteint par les ondes de bord (on considere géné-
ralement k' = k). La distribution des amplitudes associée aux rayons évanescents est
donc définie sur le cercle unité. Pour ce type d’ondes 1'origine du repere doit étre prise
sur le bord en question.
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3.2 Approximations et discrétisation du probléeme

e les rayons évanescents de coin, ce type de rayon n’est pas utilisé en pratique, sauf si le
chargement extérieur est localisé sur un coin.
La solution homogene d’un probleme de plaque s’écrit donc :

27 o 27 s
wi(z) = /O AP (k)™ 2dCLE) + /0 Ay (k3")e's #dC) (3.24)

3.2.2 Solution particuliere de la partie inhomogene des équations
de Helmholtz et de Kirchhoff

Le traitement d’une source ponctuelle dans 1’équation de Helmholtz inhomogene ne pose
pas de difficultés particulieres. Il suffit de rajouter une solution particuliere dans ’approxi-
mation. Pour un probléeme de dimension d, cette fonction s’écrit

V() = — 5 aHo (2 — z,,) (3.25)
ou Hy désigne la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0. Cette fonction représente le
champ rayonné par la source ¢; dans un milieu infini. Une telle procédure a déja été présentée
dans le cadre des vibrations des plaques pour la prise en compte des efforts ponctuels [Arnaud,
2000, Riou, 2004], et pour la prise en compte des hétérogénéités structurales [Ladeveze et al.,
2003a]. Dans le cas de plaques minces en flexion, la solution particuliere utilisée pour un
chargement ponctuel normal a la surface est :

— '
w(@) = =g ta (Ho(W[lz — 2y, [1) — Ho(ik* |z — z,,]) (3.26)

Pour traiter le cas d’un chargement surfacique dans I’équation des plaques, on consideére
une solution particuliere proportionnelle au champ de pression associé a la fonction a une

onde plane de vecteur d’onde k7.

ekp-z
wP(x) = 3.27
W) = Dl o) + 20 10 Pk o)+ (- 1)) — (3.27)

Pour un probleme en milieu fermé, les solutions particulieres utilisées ne vérifient pas a priori
les conditions aux limites imposées. Il convient donc de modifier ces dernieres de sorte que
I’ajout d’une solution particuliere a I'approximation du probleme homogene associé conduise
a la solution recherchée.

3.2.3 Discrétisation classique du probleme

L’expression (3.16) présente deux échelles : une échelle lente constituée par la distribution
des amplitudes Ag(ky) qui varie a priori lentement quand le vecteur d’onde kj varie, ce
qui en d’autres termes signifie que cette distribution oscille lentement, et une échelle rapide
constituée par le terme e 52 caractérisant le phénomene vibratoire et qui varie rapidement
avec kp et la variable spatiale z. Cette échelle est prise en compte de facon analytique.

Construire une approximation de dimension finie revient a discrétiser la distribution in-
connue des amplitudes Ar. Ne sachant pas a I'avance quelles sont les directions qui comptent
dans la solution, la TVRC choisit de faire une représentation intégrale de ces directions afin
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de toutes les prendre en compte. Ainsi, la fonction A est considérée constante par morceaux,
I’approximation construite s’écrit

27 Lg
a a k%Y &
P =Y / AP L) 2a0E) = 35 ol () (3.28)

O=p,e O=p,e =1
2 Lg
s, s, kS8 o E E E
wh(z) =Y / AP (k) =) = 3 Y e o () (3.29)
O=p,e O=p,e I=1

Les fonctions de forme présentes dans les expressions (3.28) et (3.29) sont appelées faisceaux
de vibration et peuvent s’écrire en fonction de la variable angulaire

0,1
8@ = [ R0y (3.30)
0

1—

=

Une telle discrétisation dans le cas d'un probleme d’acoustique 2D est représentée sur la
figure 3.2 : le portrait d’amplitude est approximée sur quinze secteurs angulaires, et dans

chacun de ces secteurs la distribution d’amplitude est approximé par la valeur constante al(E).

90

270

Figure 3.2 Discrétisation angulaire de la distribution des amplitudes A% (voir
(3.28)) des rayons propagatifs d’ordre 0 pour un probleme 2D.

Pour construire le modele numérique basé sur l’approximation (3.28), nous introduisons
la notation algébrique suivante :

Pi(z) = ap,0, () wiz) =ap,.o, (2) (3.31)

T
ol QE,D = ¢§?D) ¢§?D) (L?D est le vecteur des fonctions de forme qﬁl(?, et app le

vecteur des amplitudes généralisées al(? associées.
En injectant les expressions (3.31) dans la formulation variationnelle (3.5), on aboutit &

la résolution d’un systeme linéaire de la forme :
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3.3 Convergence de la TVRC

B a a as as i B n B n
K1,1 T Kl,n K1,1 T Kl,m aiq fl,a
a a as as
Kn,l e Kn,n Kn,l T Kn,m a’n,a _ fn,a (3 32)
sa sa s a . - .
K1,1 T Kl,n K1,1 T KLm ays fis
sa sa S S
K, - Koo, Koo Kol | ams | f |

Puisque les fonctions de forme sont distribuées de fagon continue dans les sous-cavités 2z, les
blocs Kgg sont des matrices pleines. Toutefois, quand le nombre de sous-cavités augmente,
les blocs de couplage Kgg sont des matrices nulles des que les domaines Q2 et Qg n’ont
pas de frontiere commune ;

A ce niveau, un certain nombre de remarques peuvent étre faites :

e puisque la formulation variationnelle n’est pas symétrique, le syteme (3.32) est non-
symétrique. En conséquence, la TVRC n’est pas une méthode de Galerkin discontinue;

e la construction de ce systéeme matriciel fait intervenir des intégrales du type :

| plen@@ias = [ o (9o ng)ds
oNE s}

Qp PW

Pour les faisceaux il n’existe pas d’'intégration purement analytique. Pour éviter toute-
fois des intégrations numériques qui peuvent s’avérer couteuses, particulierement aux
fréquences élevées, il a été proposé dans [Ladeveze et Riou, 2005] une technique ad hoc
d’intégration semi-analytique. Cette technique consiste en une discrétisation angulaire
du support AQI(E) du faisceau (;SZ(E) en un certain nombre de pinceaux angulaires, puis
une linéarisation du vecteur d’onde sur chacun des pinceaux. L’intégration analytique
sur chaque pinceau est alors possible. Ce type de schéma est toutefois limité aux bords
droits, et le traitement de bord courbe passe pour l'instant par une technique d’inté-
gration numérique. Cet aspect purement numérique de la méthode est présenté dans
les prochains chapitres.

e contrairement a la FEM, le modele matriciel issu de la TVRC dépend de la fréquence
w, car il est construit a partir de fonctions dépendant explicitement de la fréquence.
Il a été proposé dans [Ladeveze et al., 2003b] une stratégie permettant d’évaluer la
réponse sur une bande fréquentielle sans avoir a faire de calcul pour chaque fréquence.

3.3 Convergence de la TVRC

Cette section présente les résultats sur la convergence de la TVRC obtenus dans les
précédents travaux de recherche [Sourcis, 2009].

3.3.1 h- et p-convergence : cas d’une onde plane

Afin d’illustrer les propriétés de convergence de la TVRC, considérons tout d’abord un
cas simple. Soit un domaine acoustique carré €2 de coté L dont le bord est soumis a une
condition de Robin avec Z = pgcy (impédance caractéristique du milieu de propagation)
et une excitation imposée hy telle que la solution exacte soit pe,(z) = eker avec k_, =
k[cos(0e,) sin(f..)]", ce qui correspond & une onde plane se propageant dans la direction

f... Ce cas académique est souvent utilisé pour tester et illustrer les performances dune
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méthode [Melenk et Babuska, 1997, Farhat et al., 2001, Strouboulis et al., 2006b]. Ici, ce cas
est traité pour 0., = 32" et pour deux fréquences telles que kL = 80 (soit environ 13 longueurs
d’onde sur la cavité considérée) et kL = 160 (soit environ 25 longueurs d’onde) qui sont des
fréquences assez élevées qui nous placent donc dans le cadre des moyennes fréquences. Deux
types d’approche sont considérés. La premiere consiste a fixer le nombre de faisceaux et a
diminuer la taille des sous-cavités (ou éléments) ce que nous appelons h-méthode. Ici, étant
donnée la géométrie cette subdivision se fait de maniere réguliere en considérant des carrés
de taille h tels que L/h = n,n€N. La deuxieme consiste a fixer la taille des éléments h et a
augmenter le nombre de faisceaux de vibration, ce que nous nommons p-méthode. La solution
exacte étant connue, il est donc possible de calculer I'erreur exacte. La norme choisie ici pour
mesurer lerreur relative est celle introduite dans [Farhat et al., 2004b]. Elle est constituée
d’une norme H'() modifiée par un terme prenant en compte les discontinuités éventuelles
des champs au niveau des interfaces I'z_ g en norme L?, soit

||p - pew” = \/“p - peaz”%{l(g) + Z HpE - pE’”%z(pEHEI) (333)

E'<E

Sur la figure 3.3 sont tracées les courbes de convergence en fonction du nombre de degrés de
liberté pour la TVRC dans les deux versions h et p, pour la FEM utilisant des éléments (04
qui est une h-méthode, et pour la Discontinuous Enrichment Method (ici les résultats sont
extraits de [Farhat et al., 2004b]) qui utilise aussi une base d’ondes planes, mais qui par son
traitement particulier des interfaces est plutot une h-méthode.

=

Erreur relative en norme H1 modifiee
Erreur relative en norme H1 modifiee

S -FEMQUhe0 g:i , :

i DEM (Q-32-8), h—0 IERREEH & Do DEM {Q-32:8), h—0
1058 : 1.1+ TVRC (32 faisceaux), h— 0 Y ol COE TR, == TVRC (32 faisceaux) =0 |
{7 TVCR (52 faisceaux).h— 0 IERREEH [ i—+—TVCR (52 faisceaux)h—=0 |
P TVRC (1 sous-cavita), p—+ = IERREEH ERREH TVRC (1 $ous-cavite), p== |
- | : ZZ._B_ TVRC (2 sous—cavites), p—~ = o AR .. i—8—TVRG (2 sous;cavites), p—r=|

(3 [ 10f 10* 10t
Nombre de ddis Nombre de ddis
(a) kL =80 (b) kL = 160.

Figure 3.3 Approximation d’une onde plane : erreur relative en norme H' modi-
fiée commise par la TVRC, la FEM et la DEM en fonction du nombre de degrés
de liberté.

A partir de ces deux figures plusieurs remarques peuvent étre faites :

e comparée a une approche de type h, une approche de type p permet d’obtenir des
niveaux de précision tres grands avec peu de ddls. Cette caractéristique est d’autant
plus vraie quand la fréquence augmente ;

e la FEM doit employer un nombre de ddls tres important pour lutter contre 'effet de
pollution : par exemple pour la fréquence kL = 160 le nombre d’éléments a employer
pour garder le facteur k2h? inférieur a 1 est de 1000 éléments par coté. Pour la DEM et la
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3.4 Conclusion

TVRC (dans sa version h), l'effet de pollution est grandement limité grace aux fonctions
oscillantes utilisées. Cette limitation est d’autant plus importante que le nombre de
fonctions est grand, comme le montre la comparaison entre la TVRC utilisant 32 et 52
faisceaux par sous-cavité ;

e la TVRC, dans sa version h avec 32 faisceaux par sous-cavité, exhibe un taux de
convergence similaire a la DEM utilisant des éléments () — 32 — 8 (quadrangles avec 32
ondes planes propagatives et 8 multiplicateurs de Lagrange par bord).

Ce test numérique est en accord avec les résultats démontrés dans [Melenk, 1995] : la p-
convergence est exponentielle tandis que la h-convergence est beaucoup plus lente . Ceci
explique pourquoi la TVRC produit des solutions précises avec des modeles numériques de
petite taille.

3.4 Conclusion

Ce chapitre a présenté la TVRC appliquée aux problemes de couplage vibro-acoustique,
et a rappellé les principales propriétés de la TVRC. Apres avoir adapté la formulation initia-
lement proposée dans [Ladeveze, 1996] a ce type de probleme. L’approximation utilisée par
la TVRC est présentée, la solution homogene comme une répartition intégrale de différents
types d’ondes (planes, évanescentes...) vérifiant toutes exactement I’équation d’équilibre en
tous points du (sous-)systéeme. L’approximation est a priori indépendante par sous-domaine.
De plus, contrairement aux autres méthodes ondulatoire, la continuité des champs au niveau
des interfaces entre sous-structures est directement incorporée dans la formulation variation-
nelle. L’inconnue est ’ensemble des portraits d’amplitude associés a chacun de ces types
d’ondes dans chacun des sous-systemes. Ces derniers nécessitent une discrétisation relative-
ment grossiere en comparaison de la discrétisation nécessaire pour décrire correctement le
champ de pression ou de déplacement. Cela permet d’obtenir des solutions de qualité avec
un faible nombre d’inconnues.
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CHAPITRE
La TVRC-Fourier,
appliquée a ’acoustique
bi-dimensionnelle

E CHAPITRE est consacré a la description de 'approximation fondée sur les séries de Fou-
C rier ainsi qu’a ses propriétés. Construire une approximation de dimension finie revient
a discrétiser la distribution inconnue des amplitudes Ag (voir équations (3.28) et (3.29)). Ne
sachant pas a l'avance quelles sont les directions qui comptent dans la solution, la TVRC
choisit de faire une représentation intégrale de ces directions afin de toutes les considérer.
L’approche développée dans [Ladeveze, 1996, Ladeveze et al., 2000, Rouch et Ladeveze,
2003, Riou et al., 2003, Ladeveze et Riou, 2005, Sourcis, 2009] consiste a discrétiser cette
fonction en polynome par morceaux. Cette approche est celle utilisée dans la TVRC depuis
ses débuts. Dans ce chapitre, une nouvelle approche est développée. Elle consiste a discréti-
ser le portrait d’amplitude en série de Fourier, c¢’est donc le spectre du portrait d’amplitude
qui est calculé. Cette approximation conserve les propriétés de convergence classique de la
TVRC. La mise en oeuvre et I’étude de cette approche aboutissent d’'une part a la mise en
place d’un critere efficace pour déterminer la discrétisation optimale a un niveau d’erreur
donné. Et d’autre part a 1’élaboration d’une technique de régularisation qui permet d’obte-
nir un portrait d’amplitude stable avec la discrétisation. Ce portrait d’amplitude régularisé
permet d’identifier les flux d’énergie sans opération de post-processing cotiteuse. Ce chapitre
illustre a travers plusieurs exemples la démarche mise en place.
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4.1 L’approximation de type Fourier

4.1 L’approximation de type Fourier

L’expression (3.16) présente deux échelles : une échelle lente constituée par la distribution
des amplitudes Ag(ky) qui varie a priori lentement quand le vecteur d’onde kj varie, ce
qui, en d’autres termes, signifie que cette distribution oscille lentement, et une échelle rapide
constituée par le terme e £ caractérisant le phénomene vibratoire et qui varie rapidement
avec kp et la variable spatiale z. Cette échelle est prise en compte de fagon analytique.

Construire une approximation de dimension finie revient a discrétiser la distribution in-
connue des amplitudes Ag. Ne sachant pas a I'avance quelles sont les directions qui comptent
dans la solution, la TVRC choisit d’utiliser une repartition intégrale de ces directions.

Dans le cadre de problemes d’acoustique bi-dimensionnels, les distributions d’amplitudes
des ondes intérieures et de bords sont des fonctions définies sur le cercle unité. Une dis-
crétisation en série de Fourier est donc parfaitement adaptée. Ainsi les fonctions Ag sont
discrétisées en séries de Fourier et les approximations construites s’écrivent :

2w Lg 2w
P = Y [ttt = Y0 Y ol [ e ()
0 g 0

O=p,e =p,€e n:_LE

Cette discrétisation revient a définir de nouvelles fonctions de forme :
5 2 ] .-
(@) = / et e g (4.2)
0

Le champ de pression associé aux fonctions de forme intérieures est présenté dans la figure
4.1.

. 0.5 1
n=8 n=-15

Figure 4.1 Partie réelle du champ de vibration associé aux fonctions de forme
intérieures définies dans (4.2) d’indice n =0, —3, 8, et —15.
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4 La TVRC-Fourier, appliquée a ’acoustique bi-dimensionnelle

On définit I’énergie vibratoire e comme :

1 R

e = / _p(@)p(a)de (4.3)
Q2

Le calcul de I’énergie nécessite une intégrale sur I’ensemble de la cavité. Néanmoins en utili-

sant la méme idée que dans la démonstration du paragraphe 3.1.2 (utilisation du théoréme

de Stokes et de 'équation de Helmholtz) on peut montrer :

/Q Qna—%p@)@d&: fgﬂ peLy[prlds (4.4)

Pow

Le calcul de I'énergie se ramene donc au calcul d’une intégrale sur le bord de la cavité.

Dans le cas des faisceaux, toutes les fonctions de forme ont une énergie du méme ordre
de grandeur. On peut observer sur la figure 4.2, représentant ’évolution de I’énergie de
chaque fonction de forme en fonction de leur indice, que ce n’est pas le cas dans le cas de
I’approximation de type Fourier. En effet, ’énergie des fonctions de forme avec un indice
relativement faible (sur cet exemple, inférieur a 25) sont du méme ordre de grandeur, puis
I’énergie des fonctions de forme suivantes décroit de maniere exponentielle jusqu’a la précision
machine.

énergie

| | | | | | | | |
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
indice n de la fonction de forme

Figure 4.2 Evolution de I’énergie des fonctions de forme intérieures définies en
(4.2) dans une cavité rectangulaire (2 x 1m remplie d’air & k¥ = 6m~"!) en fonction
du degré n.

Ce résultat se retrouve de maniere théorique grace au lemme de Riemann-Lebesgue :

(Vz) lim

n—oo

27
/ ek(e)'xe_mgdﬁl =0 (4.5)
0

Pour un n suffisamment grand, le champ de pression est négligeable, donc son énergie éga-
lement.

Cette répartition de I’énergie en fonction de l'indice des fonctions de forme risque d’ag-
graver le probleme de conditionnement du systeme d’équations algébriques issu de la TVRC.
En effet, les valeurs numériques des termes de la matrice associés aux fonctions de forme
d’indice élevé seront tres largement inférieures aux premiers termes de la matrice. Pour limi-
ter ce probleme, les fonctions de forme utilisées pour le calcul de 'opérateur sont normalisées
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en énergie. Cela revient a utiliser un préconditionneur diagonal D :

1
D= (4.6)

ea (o (x))

La résolution du probleme se ramene donc toujours a la résolution d’un systeme matriciel
Kag = f. Par convention :

ap = [062(@), o2 @), 6D @). - oD (@), 0o (@), o (@), 0, s@)] (@)

)

4.2 Mise en oeuvre numérique

Afin de détailler les procédures d’intégration utilisées pour calculer les termes de 'opé-
rateur K, nous allons nous attacher au calcul d’un terme de la matrice. Ce terme résulte du
couplage de la fonction de forme ¢l ( ) avec la fonction de forme virtuelle (5q§m ().

Dans le cadre de 'acoustique, le terme K, est de la forme :

K, = /8 QEp(z)v(z)dS (4.8)

- o7 (Voo ) ) ds (4.9)

12195

/ / / —ikp(0).ny e M ks —ke(@))z 4pd0’'ds  (4.10)
oNE

On peut d’ores et déja remarquer que le domaine d’intégration de chaque terme est
00 x [0,27[x[0, 27[ dans le cas des fonctions de Fourier, contre 0Qp x A x Af dans le cas

de faisceaux. La qualité et 'efficacité du calcul de ces intégrales est donc un enjeu majeur
pour la TVRC-Fourier.

4.2.1 Cas d’un bord droit : méthode semi-analytique

Dans cette partie, on s’intéresse a la contribution d’un bord droit de longueur 277, de
normale n, de tangente 7 et de centre z,,. Le terme (4.10) s’écrit alors :

K,, — P (V6o ny)ds (4.11)
oNg

= / / / —ik(0').ng ol0 o —imb’ ik p(0)—kg(9)-(eT—25) 19460 dx (4.12)
i

o sinc((kg(0) — kg(0')).771)
= f60,0)2 — dode’ (4.13)
/ / (kp(0) — kg(07).z
avec f(0,0') = —ikp(0').ny e"emm? b0 =kp ()2
Ce résultat permet de mettre en place une procédure d’intégration semi-analytique. En

effet 'intégration sur le bord est effectuée de maniere analytique, alors que les intégrales sur
le cercle unité sont effectuées de maniere numérique :

o sinc((kg(0;) — kg(0})).771)
2 2 O ) = ) 2 (814

ou 'ensemble (6;, w;) forme une grille d’intégration sur le domaine [0; 27].
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4.2.2 Cas d’un bord courbe : méthode numérique

Dans le cas de bord courbe, il n’existe aucun résultat analytique pour l'intégration sur le
bord de la cavité. Il faut donc utiliser une méthode d’intégration purement numérique.
Une premiere vision consiste a calculer les trois intégrales simultanément :

2w 2m
Kin = / / / —ikp(0').n e ' kp@=kp@))r 4946/ ds (4.15)
N JO 0

= YD iy (—ikp(0))m) e OOk 2 (4.16)
h i 7

Cette solution nécessite de faire un calcul complet pour chaque terme. D’un point de vue de
la stratégie de calcul ce n’est pas efficace. En effet la trace (pression et vitesse) de la fonction
de forme ¢§-E) est utilisée dans le calcul des termes de I'opérateur situé sur la j-eme ligne et
sur la j-eme colone. La stratégie mise en place est donc d’effectuer une boucle sur ’ensemble
des bords des domaines. Pour chacun de ces bords, on commence par calculer la trace des
fonctions de formes du ou des sous-domaines adjacents, puis de calculer la contribution a
lopérateur de ce bord. Cette stratégie permet de ne calculer qu’une seule fois par bord et
par fonction de forme l'intégrale sur le cercle unité.

4.2.3 Influence des parametres d’intégration

Les domaines d’intégrations des variables 6 et #' sur le cercle unité sont discrétisés en
grilles de n;,,; points pondérés. On note [6;] et [0}] la liste de ces points, [3;] et [!] la liste des
poids associés a chacun de ces points. Les trois types de grilles testées sont :

— méthode des trapezes : les n points d’intégration sont équirepartis sur le domaine [0; 27|,

et les poids valent tous 1/n.

— méthode de Simpson : les n points d’intégration sont équirepartis sur le domaine [0; 27],
les poids sont calculés en utilisant la regle de Simpson, et ils reviennent a interpoler la
fonction par un polynome de degré 4.

— méthode de Gauss-Legendre : on note «; les n racines du n™polynéme de Legendre
P,(a) sur le domaine [—1; 1], alors les points d’intégration sur le domaine [0; 27| sont
donné par 0; = 7(1 + o) et les poids ; = (n+1)P,’l(_a2;)TPn+1(a¢)

On considere le premier terme Kfﬁ’)” de la matrice élémentaire calculé sur un bord. Ce
bord est discrétisé tres finement, afin que l'intégration sur ce bord soit juste. De plus on
impose que le point z soit situé a une distance R de ce bord. Pour déterminer la méthode
la plus efficace pour calculer ce type d’intégrale, on s’intéresse a I’évolution de la valeur de
K?ﬁ’)” en fonction du nombre n;,; de points d’intégration. La convergence est mesurée sur

la valeur du terme K‘Eﬁ’? par rapport a la valeur finale calculée avec la méthode de Gauss-

Legendre. Les courbes de convergence sont présentées sur la figure 4.3. Le nombre de points
d’intégration sur le cercle unité est fixé par rapport au parametre adimensionné n;,; = @.

La méthode des trapezes semble étre la plus efficace pour ce type d’intégration. De plus en
réalisant cette étude a différentes fréquences et a différentes distances R, on peut déterminer
un critere euristique pour la discrétisation du cercle unité. C’est donc cette méthode qui est
mise en oeuvre dans le logiciel CoFouRays, avec le parametre n;,; fixé a 12.

D’un point de vue technique, ces intégrales sont effectuées sur cartes graphiques (GPU),
ce qui permet de réduire considérablement les temps de calcul. En effet les récents progres

en matiere de calcul GPU, permettent d’important gain de performances pour les opérations
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Figure 4.3 Convergence des méthodes d’intégration pour le calcul de Kfief)” en

fonction du parametre adimensionné n;,; = @ sur un bord droit & 500 Hz.

matricielles. La librairie open source GPUmat [GPUmat, 2010] permet d’interfacer le calcul
GPU dans Matlab de maniere transparente pour I'utilisateur.

4.2.4 Méthode numérique avec approximation asymptotique

Dans le rapport interne du LMT [Ladeveze, 2008], une version de la TVRC dite HF-
TVRC est présentée. Cette méthode utilise une version asymptotique de 'opérateur, qui ne
dépendrait plus de la fréquence, calculée grace au théoreme de la phase stationnaire. Cette
théorie n’a pour le moment été que tres peu étudiée mais fera I'objet de développements
ultérieurs. Néanmoins, le théoreme de la phase stationnaire peut étre utilisé pour calculer a
une fréquence donnée une approximation de I'opérateur. En effet, sous réserve que la fonction
A(0) soit continue et dérivable sur le cercle unité, alors :

7A@ Sdh = Vo [ A e Ty Y
e X = e A —— | +o(~]
| ao) A0 o A we(5)

L’utilisation de ce résultat dans le calcul de I'opérateur, permet de réduire le nombre d’in-
tégrations. En effet, une contribution élémentaire a 'opérateur se calcule en effectuant une
intégrale triple : une intégration sur le bord et deux intégrales sur le cercle unité. Le théoreme
de la phase stationnaire permet d’approximer les intégrales sur le cercle unité, et donc de
réduire I'intégrale triple a une intégrale simple.

D’autre part, le calcul de la vitesse ne pose a prior: aucun probléme : en effet le gradient
de la pression approximée se calcule tres bien en coordonnées polaires. Les performances
ainsi que le domaine de validité de cette version TVRC pseudo-HF seront présentés dans la
partie 4.6.
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4.3 Propriétés de convergence du champ de pression

4.3.1 Convergence de la TVRC-Fourier

Afin d’illustrer les propriétés de convergence de la TVRC-Fourier, on considere le pro-
bleme d’acoustique définit dans la figure 4.4. La cavité Q est remplie d’air (¢ = 340 m.s™! et
p=1.25kg.m™3), elle est soumis & trois différents types de conditions aux limites (pression
unitaire sur le bord de gauche, vitesse nulle ou impédance Z = 3400 + 50iPa.s.m~! sur les
autres bords). Le probleme est résolu a différentes fréquences, qui sont telles que k£ = 10, 50
et 80m~!. Les différentes solutions sont présentées sur la figure 4.5.

L=1,5m

AAAAAAARAAAAAAA]
1

pression ~ ===== vitesse ——— impédance normale

Figure 4.4 Cavité acoustique () et ses conditions limites.

k=10m""

Figure 4.5 Partie réelle du champ solution du probléme défini sur la figure 4.4 a
différentes fréquences.

La solution de référence est calculée en utilisant la TVRC associée a une approximation
de type faisceaux discrétisée tres finement. On définit 'erreur sur ’énergie totale :

£q = ’eref - eTVRC’

orer (4.18)

La figure 4.6 montre I’évolution de cette erreur ainsi que le conditionnement de 'opérateur
en fonction du nombre de degrés de liberté utilisés pour I'approximation de type faisceaux
et 'approximation de type Fourier normalisée en énergie.

Comme on peut le constater sur la figure 4.6, ’approximation basée sur les séries de Fou-
rier a un comportement similaire a ’approximation de type faisceaux. Néanmoins, la TVRC-
Fourier semble avoir un meilleur conditionnement, ce qui facilite I'inversion du systeme ma-
triciel. En effet, pour les trois fréquences considérées, au moment ou le conditionnement de
l'opérateur calculé avec les faisceaux atteint la limite logiciel (10'®); le conditionement de
I'opérateur de la TVRC-Fourier est d’environ 10*2.
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Figure 4.6 Evolution de l'erreur et conditionnement de 'opérateur pour le pro-
bleme défini sur la figure 4.4.

4.3.2 Influence de la sous-structuration

La convergence de la TVRC se base sur une approche de type p, qui consiste a augmen-
ter le degré de I'approximation sans modifier la discrétisation spatiale. Malheureusement,
I’évaluation des fonctions de formes et leur stockage peuvent s’avérer cotiteux. Pour limiter
ce probleme, on peut imaginer d’utiliser une sous-structuration utilisant des sous domaines
identiques, appelés super-éléments. Les fonctions de forme ne sont alors évaluées qu’une
seule fois par super-élement. Dans cette partie, on cherche a étudier I'influence de la sous-
structuration sur les performances de la TVRC. Pour cela on considere le probleme défini
sur la figure 4.7. La cavité est remplie d’air (¢ = 340 m.s™! et p = 1.25 kg.m~3). Le bord
de gauche est soumis a une pression unitaire, et le bord en haut a droite a une condition de
Robin avec une impédance Z = 845 — 50iPa.s.m™".

Ce probleme est résolu en utilisant trois différentes sous-structurations et trois différentes
fréquences telles que : k = 50, 80 et 140m~'. Ces trois fréquences correspondent respecti-
vement a une longueur d’onde de 0.126, 0.0785 et 0.0449 m. Les solutions de référence sont
calculées avec la méthode des éléments finis en utilisant un maillage de degré 3 extrémement
fin (environ 15 éléments par longueur d’onde).

Les résultats de convergence sont présentés sur la figure 4.8. Cet exemple confirme bien
le fait que la TVRC est une p-méthode. En effet pour les trois fréquences évaluées, c’est la
sous-structuration A qui est la plus efficace en terme de taille de systeme matriciel.

Néanmoins 'étude du temps de calcul en fonction de lerreur (voir figure (4.9)) pour
chacune des discrétisations choisies aux fréquences données n’aboutit pas aux mémes conclu-
sions. En effet, pour la plus petite des fréquences, le temps de calcul est similaire pour les
maillages A et B. Le maillage C nécessite un temps de calcul nettement plus long. A cette
fréquence, 'intégration numérique sur le bord ne nécessite pas beaucoup de points et est
donc tres rapide. Dans le cas du maillage C, I'opérateur est long a calculer car il y a beau-
coup de bords élémentaires, le temps gagné sur I'évaluation des fonctions de formes par
super-éléments n’est pas visible. Pour la plus haute des fréquences testées, pour les trois
sous-structurations il faut évaluer un millier de fonctions de forme. Dans le cas C, 1'utilisa-
tion de super-éléments permet de ne calculer qu’une centaine de fonctions de forme. Le gain
de temps réalisé grace a 'utilisation de super-éléments est sensible, en effet c¢’est le maillage
A qui nécessite le plus long temps de calcul.

Lorsque le nombre d’onde devient grand, il semble donc judicieux de privilégier une
stratégie de calcul basée sur une décomposition de la géométrie en super-éléments identiques.
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Figure 4.7 Définition du probléme, sous-structurations utilisées et solution de
référence pour k = 50, 80 et 140m~"'.

4.4 Vers un critere énergétique pour le choix du nombre
de degrés de liberté

Le but de cette partie est de définir un critere efficace pour déterminer la discrétisation
optimale a un niveau d’erreur donné. Pour essayer de le déterminer, on trace, pour ’ensemble
des exemples précédents, I'erreur relative de chacun des sous domaines en fonction du ratio
entre I’énergie de la premiere fonction de forme et celle de la derniére utilisée (voir figure
4.10).

L’enveloppe des points de ce graphe permet de mettre en place un critere qui prédit
le nombre de fonctions de forme a utiliser pour chacun des sous domaines. Par exemple,
pour une erreur souhaitée de 1%, dans chacun des sous domaines, il faut utiliser toutes les
fonctions de forme ayant une énergie au moins supérieure a ey1072, ol e est 'énergie de la
premiere fonction de forme. Bien que ce critere soit euristique, il s’est avéré juste dans la
totalité des exemples testés.

4.5 Etude de la convergence du portrait d’amplitude

4.5.1 Non convergence paradoxale du portrait d’amplitude

La figure 4.6 montre que le systeme d’équations algébriques issu de la TVRC souffre
d’un mauvais conditionnement et ce quelle que soit 'approximation utilisée. Néanmoins
ce phénomene est 1égérement moins prononcé avec l'approximation de type Fourier. Un
tel probleme est généralement source de difficultés numériques, car si le vecteur solution
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Figure 4.8 Convergence de la TVRC pour le probleme défini sur la figure 4.7.
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Figure 4.9 Evolution de I'erreur en fonction du temps de calcul pour le probleme
défini sur la figure 4.7.

représente réellement la quantité d’intérét (par exemple, le vecteur solution issu d’un calcul
par EF représente le champ de pression approximé aux noeuds), alors 'inversion du systéme
linéaire nécessite une attention toute particuliere, et toutes les sources d’erreurs numériques
doivent étre soigneusement analysées afin d’évaluer leur impact sur la qualité de la solution.

Toutefois, pour la TVRC, et plus généralement pour les approches ondulatoires, le vecteur
solution n’est pas a proprement parler la solution du probleme, cette derniere étant obtenue
lors d’une opération de post-processing par une combinaison des ondes (voir (3.16)). De
plus, la tendance générale est que plus le conditionnement est mauvais, plus la solution du
probleme est précise. Le probleme de conditionnement ne perturbe pas la convergence, mais
complique I'inversion du systeme algébrique. Dans [Sourcis, 2009], on trouve une explication
a ce phénomene. Ces instabilités seraient dues a la nature mal posée des équations intégrales
de premiere espece. Rappelons qu'un probleme est bien posé au sens d’Hadamard si et
seulement si

e 1. une solution existe;

e 2. la solution est unique;

La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier 57



4 La TVRC-Fourier, appliquée a ’acoustique bi-dimensionnelle

T ;
P2 s, 0%, & o o ®e® oo o
N X o & ® e e

o o otgpr e, % %0e™% o
IR i Aot I
2 . 3 '} bu."ﬂ..‘ ° K sind +d

Erreur relative
—
1 O:
T
s
..
8
LY
..",
o

10° 10" 10 10° 10" 10° 10°
Ratio entre I'énergie de la derniere fonction de forme et la premiére de chaque sous domaine

10

Figure 4.10 Evolution de 'erreur en fonction de 1’énergie de la derniére fonction
de forme utilisée.

e 3. la solution dépend de fagon continue des données.
Les deux premieres conditions sont vérifiées, la troisieme ne l'est pas. En effet, deux pro-
blemes tres proches peuvent avoir comme solution deux portraits d’amplitudes radicalement
différents. En pratique, cela se traduit par une non convergence du portrait d’amplitude
malgré la convergence du champ de pression. Un tel comportement est en fait inhérent a une
propriété paradoxale de I'approximation par un ensemble d’ondes planes. Sur le haut de la
figure 4.11, on peut observer les portraits d’amplitude obtenus avec environ 80 fonctions de
formes et associés a chacun des sous domaines du probleme sur le coude. Les valeurs atteintes
ne refletent ni les niveaux de pression ni les flux d’énergie.

4.5.2 Convergence du spectre, et régularisation du portrait d’am-
plitude

Le vecteur des inconnues de la TVRC-Fourier est la concaténation des spectres des por-
traits d’amplitude associés aux différents sous-domaines. Il est intéressant d’étudier la conver-
gence du spectre d'un sous domaine en fonction du nombre de fonctions de forme utilisées.
Cette analyse est effectuée sur le spectre associé au premier sous domaine du maillage B du
coude, la fréquence des sollicitations est telle que k = 80m™~!.

La figure 4.12 montre d’une part I’évolution du spectre en fonction du degré de discréti-
sation choisi, la couleur rouge correspond a des valeurs supérieures a 100 et le jaune a des
valeurs de l'ordre de 'unité. D’autre part, ’erreur relative sur chacun des termes du spectre
calculé a partir du spectre obtenu a convergence est tracée pour différente discrétisation
(courbes grises). La courbe noire correspond & lerreur en énergie commise sur I’ensemble
du sous domaine. L’ensemble des courbes de convergence montre que la convergence globale
suit la convergence des fonctions de forme d’indice compris entre —10 et 10. Pour ce qui est
des fonctions de plus haut indice, on constate que les valeurs d’amplitude sont tres impor-
tantes, de 100 a 1000 fois le niveau des premieres fonctions. D’autre part l'erreur relative
commise sur ces termes est importante, alors que le champ de pression est convergé. Ces
fonctions n’apportent donc aucune information sur le champ solution. Ces fonctions sont
donc a l'origine de la non convergence du portrait d’amplitude.

La solution de régularisation mise en place ici, consiste a pondérer la contribution d’une
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Figure 4.11 portraits d’amplitude non régularisés (haut) et régularisés (bas) de
chacun des sous domaines du coude pour le probléme défini sur la figure 4.7.

fonction de forme par son énergie. Ainsi seules les fonctions de forme avec une énergie non
négligeable auront une contribution sur le portrait d’amplitude. L’avantage de cette méthode
est qu’elle ne nécessite aucun parametre extérieur. Elle est donc intrinseque au probleme.
La figure 4.11 montre 'efficacité de cette régularisation. En effet la régularité de ces portrait
d’amplitude permet d’évaluer les niveaux de pression ainsi que les flux d’énergie. Néanmoins,
ce portrait d’amplitude régularisé ne permet pas de reconstruire le champ solution, mais
seulement d’observer la partie stable du portrait d’amplitude. On peut également imaginer
une régularisation basée sur la troncature du spectre, mais cette technique perdrait son coté
intrinseque. Il faudrait introduire un parametre de troncature, ce qui d’une certaine fagon
revient a utiliser le critere heuristique défini dans la partie 4.4. Cette stratégie n’a donc pas
été étudiée, mais elle pourrait étre 'objet de futures investigations.
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Figure 4.12 Convergence du spectre.

4.6 Application a une cavité acoustique complexe

Le but de cette derniere partie est de montrer les capacités de la TVRC-Fourier a résoudre
un probleme d’acoustique défini dans une cavité complexe. D’autre part, cette partie est aussi
I'occasion de montrer les premiers résultats de I'intégration basée sur le théoreme de la phase
stationnaire.

On considere une cavité intérieure de voiture remplie d’air (¢ = 340 m.s™" et p =
1.25 kg.m~3). La géométrie et les conditions aux limites sont définies sur la figure 4.13.

On s’intéresse a 1’évolution de I’énergie située dans le sous domaine a proximité de I'appui
téte (zone grisée sur la figure 4.13) en fonction de la fréquence. Le probleme est résolu sur la
bande de fréquence 500-9500 Hz. Pour ce probleme, nous n’avons pas de solution de référence
permettant de valider de maniere absolue le résultat, mais le comportement de la courbe de
réponse en fréquences est compatible avec la physique mise en jeu. En effet, on observe une
densification modale aux plus hautes fréquences.

La figure 4.14 représentent la partie réelle du champ de pression a trois fréquences : 2500,
4000 et 8000 Hz. On compare le résultat et le temps de calcul obtenus par la TVRC Fourier
classique et celle utilisant ’approximation de phase stationnaire (voir partie 4.2.4). Sur la
figure 4.15, on constate que 'approximation de la phase stationnaire donne un résultat faux
pour les fréquences les plus basse, mais permet d’avoir un résultat précis avec un temps de
calcul tres inférieur dans la zone des plus hautes fréquences. Cette méthode d’intégration
semble donc prometteuse pour le calcul en hautes fréquences.

1

4.7 Conclusion

Ce chapitre présente la démarche mise en place pour valider la TVRC-Fourier dont 1'ap-
proximation est basée sur les séries de Fourier. Cette approximation conserve les méme
propriétés de convergence que l'approche classique basée sur une discrétisation du portrait
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4.7 Conclusion
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B pressure p=1Pa normal impedance Zgon: =2245 Pasm ~1
normal impedance Zez =10 —5i Pasm 7!  mmmm  normal impedance Z  =1600 Pasm !

Figure 4.13 définition du probleme d’une cavité acoustique automobile.
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Figure 4.14 Partie réelle du champ de pression pour le probleme défini dans la
figure 4.13 & trois fréquences : 2500 Hz (gauche), 4000 Hz (milieu) et 8000 Hz

(gauche).
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Figure 4.15 Réponse en fréquence et temps de calcul pour le probleme défini dans
la figure 4.13.

d’amplitude en faisceaux (fonction constante par morceaux). Le fait de travailler directement
sur le spectre permet d’une part la mise en place d’un critere efficace pour déterminer la
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4 La TVRC-Fourier, appliquée a ’acoustique bi-dimensionnelle

discrétisation optimale, et d’autre part I’élaboration d’une technique de régularisation basée
sur des considérations énergétique. Cette technique revient a observer la partie stable du
portrait d’amplitude calculé. Enfin la robustesse de cette nouvelle approximation est testée
sur plusieurs exemples de compléxité croissante. Ces travaux permettent d’envisager I'exten-
sion de cette approximation aux problemes d’acoustique tri-dimensionnelle et aux problemes
de plaques en flexion. A plus long terme, on peut également envisager des études approfon-
dies sur l'interprétation du portrait d’amplitude régularisé et sur 'intégration basée sur la
phase stationnaire. Ces deux études semblent étre une premiere étape vers le calcul haute
fréquence. En effet le portrait d’amplitude régularisé permet d’avoir des informations glo-
bales a I’échelle d’une sous-structure, et 1'utilisation du théoreme de la phase stationnaire
réduit le temps de calcul.
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CHAPITRE

Extension de la
TVRC-Fourier a
I’acoustique
tridimensionnelle

E CHAPITRE présente l'extension de 'approximation de type Fourier aux problemes
d’acoustique tridimensionnelle.C’est la premiere fois que la TVRC est utilisée pour
résoudre ce type de probleme. L’approximation utilisée est basée sur I’équivalent des séries
de Fourier pour les fonctions définies sur la sphere unité. Dans la mesure ou le formalisme
utilisé pour décrire la solution dans le cas 3D est identique a celui développé dans le cadre
de l'approximation de type Fourier, I'extension de la TVRC au probleme acoustique tridi-
mensionnelle se fait sans difficulté. De plus, grace a la décomposition de Jacobi-Anger, les
intégrales sur la sphere unité s’effectuent de maniere analytique, ce qui permet de mettre en
place une méthode d’intégration semi analytique efficace pour le calcul des opérateurs. Enfin
la technique de régulatisation et le critere pour choisir la discrétisation optimale développés
dans le chapitre 4 sont appliqués a l'acoustique tridimensionnelle. La premiere partie de ce
chapitre présente la nouvelle approximation et ses propriétés. Dans un second temps la mé-
thode est validée sur deux exemples pour lesquels la solution exacte est connue (un guide
d’onde, et la diffraction d’une onde par une sphere rigide dans un milieu infini). Enfin, la
TVRC-Fourier 3D est utilisée pour résoudre deux problemes plus complexes : une cavité en
Z et une cavité automobile.
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5.1 L’approximation de type Fourier dans le cadre tridimensionnel

5.1 L’approximation de type Fourier dans le cadre tri-
dimensionnel

Dans le cadre de I'acoustique pure 3D, la solution homogene est recherchée sous la forme :

2T
Pt (z) = / A(0, ). 509 E20) gin (o) ddip (5.1)
0 0

avec k"P(0, @) = k,u(0, @) ot u(f, ¢) est le vecteur unitaire de colatitude 6 et de méridien .

Le portrait d’amplitude Ag (6, ¢) est donc défini sur la spheére unité. Une des manieres de
représenter une fonction de l'orientation dans l'espace est d’utiliser le développement en har-
moniques sphériques [Hobson, 1955, Ryzhik, 2000]. L’ensemble des harmoniques sphériques
forme une base Lo-orthonormée sur la sphere unité. Ce développement (aussi appelé séries
de Laplace) est 'équivalent, appliqué aux fonctions angulaires, du développement en séries
de Fourier pour les fonctions périodiques.

Le portrait d’amplitude s’écrit alors :

l

Ag( Z Z alm (0, ) (5.2)

=0 m=-I
avec :
2.(l—m)
Y™ (0 ———— P"(cosh).e"™?
(0, 0) I (Cf )Z | 53)
m =y 2ym/2 0" (XE — 1)

ol, Y;"(0, ¢) est 'harmonique sphérique de degré [ et d’ordre m, (m varie de —l a l). P/"(X)
est le polynome de Legendre.

La partie réelle des harmoniques sphériques d’ordre de 0 a 3 est représentée sur la figure
5.1. Le rouge correspond aux valeurs positives, et le vert aux valeurs négatives.

A\ 4

HESTH
WHESOTH®

Figure 5.1 Premieres harmoniques sphériques (source : wikipedia).
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle

On cherche la solution homogene du champ de pression sous la forme :

T 2T
= / / Ap(0, @).e® O 20 o = Z Z ar, / / Y, (0, @)™ 0928 sin (o) dfdyp
0 JO

(5.4)
ou les coefficients afm sont les inconnues du probleme, et Lg le degré de discrétisation.

Le champ vibratoire associé aux fonctions de forme intérieures est présenté dans la figure
5.2.

Figure 5.2 Partie réelle (gauche) et imaginaire (droite) du champ de pression
associé a la fonction de forme de degré 3 et d’indice -2 définie en (5.5).

Ce type de décomposition permet d’utiliser le méme formalisme que dans le cas 2D. Les
fonctions de forme et le vecteur des inconnues sont définis comme :

l(i / / Y™ (6, )0 2 sinpdfdy (5.5)

ap = |Gy (). (@) B (@), B (@) 0 (2) (5.6)

La résolution du probleme se ramene donc toujours a la résolution d’un systeme matriciel
Ka=f.

5.2 Propriétés des fonctions de forme

Dans le chapitre précedent, on a observé que seules les premieres fonctions de forme
avaient une énergie du méme ordre de grandeur, et que la valeur de I’énergie des fonctions
de forme d’ordre supérieur décroissait de manieére exponentielle jusqu’a la précision machine
(voir figure 4.2).

Comme le montre la figure 5.3, I’évolution de I’énergie des fonctions de forme en fonction
de leurs indices est similaire au cas 2D. En effet, I’énergie décroit avec l'ordre des fonctions
de forme. Mais dans le cas 3D, la méthode d’intégration semi-analytique utilisée (voir partie
5.3) n'est pas limitée par la précision machine. On peut calculer des fonctions de forme
ayant une énergie de I'ordre de 10750, Cela peut étre source de difficultés numériques pour
I'inversion du systéme, en effet la précision de la résolution est de I’'ordre de 107, Pour limiter
ces problemes, le résultat issue de l'intégration analytique doit étre tronqué a la précision
machine. De la méme facon qu’en 2D, pour limiter les problemes de conditionnement du
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5.3 Méthode d’intégration

Energie
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ordre de la fonction de forme
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Figure 5.3 Energie des fonctions de forme (ﬁl(i) (z) en fonction de son degré [ et
de son ordre m.

systeme d’équations algébriques issu de la TVRC, les fonctions de forme utilisées pour le
calcul de I'opérateur sont normalisées en énergie. Cela revient a utiliser un préconditionneur

diagonal D tel que :

1
Dj=— (5.7)

ea(¢i(z))

5.3 Meéthode d’intégration

Afin de détailler les procédures d’intégration utilisées pour calculer les termes de 'opé-
rateur K, nous allons nous attacher au calcul d'un terme de la matrice. Ce terme résulte du
couplage de la fonction de forme qﬁl(ﬁ) (z) avec la fonction de forme virtuelle (5@51(,];;72, (2).

Dans le cadre de l'acoustique, le terme K,) m) est de la forme :

Km),@rmy = /8 . p(z)v(z)ds (5.8)
E

= o) (V8L mp)ds (5.9)
oNE

LT / / “ike@ Na YOV ER) 4

s (0:0)~kp (0.2 gin (o) sin(p') dfdpdddy’ds

Le calcul de chaque terme de 'opérateur nécessite donc le calcul d’une intégrale sextuple :
une intégration double sur le bord, et deux intégrales doubles sur la sphere unité. La stratégie
de calcul reste la méme que celle développée en 2D (4.2.2).

5.3.1 Intégration sur la sphere unité

En mathématiques, la décomposition de Jacobi-Anger (ou identité de Jacobi-Anger) [Col-
ton et Kress, 1992] est une décomposition d’exponentielles de fonction trigonométriques dans
la base de leurs harmoniques. Elle permet notamment de convertir les ondes planes en ondes
cylindriques. Cette décomposition est utilisée dans la méthode des multipoles rapides [Col-
lino, 2004].
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle

Soit s un vecteur unité de 1’espace, v un vecteur de norme v et de direction 9, alors :

e = dn 33 i)y ()T () (5.11)

l=—0c0o m=—1

avec ji(t) la fonction de Bessel sphérique d’ordre I définie par ji(t) = /% Jiy1/2(t) ot Ju(t)
est la fonction de Bessel du premier type.
Si on considere 'approximation (5.4) avec comme notations :

k(0,0) = ku(0,¢) z=r1ru(0, )

ot u(f, @) est le vecteur unitaire de direction 6 et ¢, alors le champ de pression peut s’écrire :

/Qﬂ/o 2 Y"(0, )

Lm* l

/'=—o00o m/==1'

[47r Z Z iy (kar)Yy /(Hx,cpx)W(O, go)] sinpdfdyp  (5.12)

Soit encore :

L l 400 U

—471'2 Z Z Z all.]l’krY/ (‘9179033)

l=—Lm=—ll'=—ocom/=

27
/ /Ym )Y (0, 0)sinpdddy  (5.13)

En utilisant I'orthogonalité des harmoniques sphériques, cette expression peut se simplifier
de la facon suivante :

plz) =4m Y Y af'iju(kar)Y," (0r, 02) (5.14)

I=—Lm=—1

Cette technique de séparation des variables permet de calculer de maniere analytique
I'intégration sur la sphere unité, le champ de pression ne dépend alors plus que des variables
d’espace.

D’autre part, le calcul de la vitesse ne pose aucun probleme. En effet, les résultats ana-
lytique suivants permettent de calculer le gradient en coordonnées sphériques.

Oji(kar 1 ko . ko .

% = —gjl(ka'f’) + onlfl(ka”ﬁ) - EOJZJrl(kaT) (5.15)
a)/l@—(;’gp) = cotan(0) m Y"(0,¢) + e/ (L= m)(l+ m+ 1)Y;"71(0,9) (5.16)
oY, (6, v _ .

— 5 aio L= i) (5.17)
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5.4 Convergence de la méthode

5.3.2 Intégration sur la surface

L’intégration sur le bord peut se faire soit de maniere analytique soit de maniere numé-
rique. En effet, comme pour le cas 2D, il existe un résultat analytique pour l'intégration sur
une surface plane de forme rectangulaire. Cette approche ne permet pas d’utiliser la décom-
position de Jacobi Anger, et il est nécessaire d’effectuer deux intégrales numériques sur la
sphere unité.

Afin d’essayer d’optimiser le temps de calcul, on privilégie une stratégie de calcul semi-
analytique. Les champs de pression et de vitesse des fonctions de forme sont calculés grace
aux formules 5.14-5.15-5.16-5.17 sur des points des bords. Ces points sont associés a des
grilles d’intégration, ce qui permet de calculer numériquement les termes de 1'opérateur.

5.4 Convergence de la méthode

Pour illustrer les propriétés de convergence de la TVRC-Fourier 3D, on consideére deux
problemes pour lesquels la solution exacte est connue. Dans un premier temps on s’intéresse
a un guide d’onde, puis dans un second temps a la diffraction en milieu infini d’une onde
plane par une sphere rigide.

5.4.1 Guide d’ondes cubique

On considere une cavité cubique de 1 m?® remplie d’air (p = 1.25kg.m™3, et ¢ = 340m.s™').
Les conditions aux limites sont des conditions de Robin associées a une solution exacte de
type onde plane de direction § = 0" et ¢ = 0°. Ce probleme est résolu a différentes fréquences
telle que k& =20, et 40 m~!, soit f ~ 1050 et 2100 Hz.

Guide d'onde cubique, k=20m™"'

120 10
100 X
-10%
80 - Assemblage des opérateurs|
@
~ -4
3 |:| Résolution 10
8 3
3 60 - Calcul champ de pression utJ
a2 .s
S —e— Erreur 10
L
40
-10°
20
0 ! ! 107
0 100 200 300 400 500 600

Nombre de ddls

Figure 5.4 Evolution de l'erreur et du temps de calcul en fonction du nombre de
ddls, pour k =20m~! sur le probleme défini dans le paragraphe 5.4.1.
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle

5.4.1.1 Convergence du champ de pression et temps de calcul

Les figures 5.4 et 5.5 représentent d’une part I’évolution de ’erreur en fonction du nombre
de degrés de liberté (ddls), et d’autre part la répartition du temps de calcul, entre la phase
d’assemblage, de résolution et de reconstruction du champ de pression. Le nombre de ddls
est piloté en augmentant progressivement le degré de la discrétisation L.

Guide d'onde cubique, k=40m""

2500 -10°
2000 -410%
. - Assemblage des opérateurs
n
= L a4
3 1500 |:| Résolution 10
8 5
® o
8 - Calcul champ de pression ]
o L _ -6
GE, 1000 —— Erreur 10
'_
500 ‘ ‘ ‘ | | -410*
0 lIlIIIIII||| ‘ ‘ | | | | | 10'10
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Nombre de ddls

Figure 5.5 Evolution de lerreur et du temps de calcul en fonction du nombre de
ddls, pour k =40m~! sur le probleme défini dans le paragraphe 5.4.1.

Pour la plus petite des fréquences testées, la TVRC-Fourier 3D résout le probleme avec
une erreur de l'ordre de 1%, en environ 1 minute et avec seulement 220 degrés de liberté
pour déterminer un champ de pression. A titre de comparaison, en utilisant la regle de
10 éléments par longueur d’onde il faudrait un maillage d’environ 6000 ddls pour avoir une
solution acceptable avec les éléments finis. Pour la plus haute fréquence, il faut 20 minutes et
830 ddls pour résoudre le probleme contre plus de 45 000 ddls pour la méthode des éléments
finis.

En terme de temps de calcul, il apparait que la phase de résolution du systeme est
négligeable devant 1’assemblage des opérateurs et la reconstruction du champ de pression. Le
temps nécessaire a la reconstruction du champ de pression dépend de la finesse du maillage
sur lequel on le calcule. Ici le champ de pression est reconstruit sur un maillage avec une
moyenne de 10 éléments par longueur d’onde. On peut tres bien imaginer réduire ce temps,
en s’'intéressant au champ vibratoire uniquement sur des patchs.

5.4.1.2 Convergence du portrait d’amplitude et conditionnement de ’opérateur

Dans la partie 4.5, on a observé la non convergence du portrait d’amplitude et donné
une technique de régularisation. Dans le cas de 'acoustique tridimensionnelle, on observe
également une non convergence du portrait d’amplitude induite par un condionnement tres
mauvais de 'opérateur. La figure 5.6, montre I’évolution de I'erreur et du conditionnement
de l'opérateur avec et sans préconditionneur en fonction du nombre de ddls, pour & =20m~*
sur le probleme défini dans le paragraphe 5.4.1.
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5.4 Convergence de la méthode

10 Erreur relative 710
5 Conditionnement avec préconditionneur
107 — — —Conditionnement sans préconditionneur T
_ 10" 5
3 j
[ c
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107 E
c
Q
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10°
e 10
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre de ddlis

Figure 5.6 Evolution de l'erreur, du conditionnement de I'opérateuravec (ligne
continue) et sans (ligne pointillée) préconditionneur (voir (5.7)) en fonction du
nombre de ddls, pour k =20m~! sur le probléme défini dans la paragraphe 5.4.1.

La figure 5.7 représente 1’évolution du portrait d’amplitude avec et sans régularisation.
La technique de régularisation est identique a celle développée dans le paragraphe 4.5.2 : les
coefficients du spectre sont pondérés par I’énergie de la fonction de forme associée.
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Figure 5.7 Evolution du portrait d’amplitude avec et sans régularisation en fonc-
tion de l'ordre de discrétisation, pour k =20m~"! sur le probleme défini dans 5.4.1

La méthode de régularisation est tres efficace : en effet le portrait d’amplitude obtenu est
stable et est treés proche de la solution exacte (ici, un dirac de direction z et d’amplitude 1).

5.4.1.3 Critére pour choisir ’ordre de discrétisation

Dans le chapitre précédent, on a montré que la convergence de la méthode était pilotée
par 'énergie des fonctions de forme de plus haut degré. La figure 5.8 donne le tracé de
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle

I’évolution de l'erreur en fonction de 'énergie moyenne des 2L, + 1 fonctions de forme de
plus haut degré L,.

— k=20m™"

Energie moyenne des
fonctions de plus haut degré

\S]

-t
<DI

0 10

—_
o

Erreur

Figure 5.8 Evolution de I'erreur en fonction de ’énergie moyenne des 2L, + 1
fonctions de forme de plus haut degré L,,.

Sur cet exemple, I'erreur commise est comme en 2D pilotée par I’énergie des fonctions de
forme de plus haut degré. Le critere heuristique basé sur 1’énergie des fonctions de forme de
plus haut degré semble donc aussi efficace pour I'acoustique tridimensionnelle.

5.4.2 Diffraction d’une onde par une sphere en milieu infini

On s’intéresse maintenant a un probleme de diffraction d’une onde plane par une sphere
rigide de rayon R; dans un milieu infini. La solution analytique de ce type de probleme est
donnée dans [Morse et Ingard, 1968]. L’idée est donc de comparer le résultat obtenu par la
TVRC a la solution exacte. Pour traiter la condition de radiation a l'infini, on utilise ’ap-
proximation de Bayliss-Turkel au premier ordre des conditions de radiation de Sommerfeld,
qui revient a introduire une frontiere 972 sur laquelle on applique une condition de Robin
avec I'impédance normale Z égale a I'impédance caractéristique du milieu Z, = pc et une
sollicitation hy nulle. On choisit 07¢) comme une sphére de rayon R,. Cette approximation
est facile & mettre en oeuvre, mais entraine une erreur absolue résiduelle de 1'ordre de 1%
([Bayliss et al., 1982]) due a la non vérification de la condition de radiation a l'infini.

La figure 5.9 représente la géométrie du probleme de référence et la sous-structuration
utilisée.

Le probleme est alors défini comme :

App + kﬁpE =0 dans Qpg

L,[pe| = —Vine sur 0,0
pe — ZLypel =0 sur 0,08

Il existe une solution exacte a ce probleme, cette solution s’écrit en coordonnées sphériques
comme une série de fonctions de Hankel.

Pea(1,0,0) =Y an(0, ) HO (ko) + b, (0, 0) HP (kqor) (5.18)

n=0

72 La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier



5.5 Exemples d’application

Pressure (Pa)
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Figure 5.9 Sous-structuration TVRC utilisée pour résoudre le probleme de dif-
fraction d’onde par une sphere rigide, et solution a 500 Hz.

avec H,(zl)(x) et HY (x) les fonctions de Hankel du premier et du deuxieme type. Les coeffi-
HY (k,R1) HP (k,R1)

cients a, et b, sont déterminés en résolvant le systeme suivant :
]
Y (kaR2) — ik, HY (kaR2) HY (koR2) — ik, HY (ko R2) | | bn
_ { —(2n+1)i ka%(cose)jn(k‘aRl) } (5.19)

avec ji(t) la fonction de Bessel sphérique d’ordre I définie par ji(t) = /% Jiy1/2(t) ot Ju(t)
est la fonction de Bessel du premier type.
Ce probleme est résolu a différentes fréquences f = 500, et 1000 Hz. On définit I'erreur

relative comme :
/ ||p _peszQ
{2 (5.20)

La figure 5.10 montre I’évolution de ’erreur 5.20 en fonction du nombre total de degrés
de liberté utilisés. Avec suffisamment de fonctions de forme, la TVRC permet de retrouver
la solution exacte avec une précision de 107°. De plus la taille du systéme matriciel reste
relativement faible : & titre de comparaison, la résolution de ce probléeme par la méthode

des éléments finis nécessiterait a 2000Hz environ 5 millions éléments contre 12000 pour la
TVRC.

5.5 Exemples d’application

Dans cette derniere partie, la TVRC-Fourier 3D est utilisée pour résoudre deux problemes
d’acoustique de complexité croissante. Dans un premier temps c’est un probleme défini dans
une cavité en Z qui est résolu, puis dans une cavité de voiture.

5.5.1 Cas d’une cavité en Z

On considere une cavité en Z telle que définie dans la figure 5.11. Cette cavité est remplie
d’air (p = 1.25kg.m™3, ¢ = 340m.s™!) et soumise & une pression imposée a 1'une de ses

La théorie variationnelle des rayons complexes version Fourier 73



5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle
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Figure 5.10 Evolution de I’erreur en fonction du nombre total de degrés de libertés
pour le probleme de I'onde diffractée par une sphere rigide (partie 5.4.2).

extrémités, a une condition d’impédance normale avec Z = 425 Pa.s.m™

L sur deux faces

a lautre extrémité, ainsi qu’a une condition de mur rigide sur les autres faces. Pour la
résolution, la cavité est décomposée en trois sous domaines €2y, €25 et €2s.

Il pression imposée
I impédance normale

mur rigide

Figure 5.11 Définition du probléme dans une cavité en Z.

Ce probleme est résolu a différentes fréquences telle que f = 500, 1000, et 1500 Hz.
On s’intéresse a ’évolution de l'erreur relative calculée par rapport a une solution éléments
finis calculée avec une discrétisation tres fine (environ 14 éléments par longueur d’onde)
notée prgy. Pour la premiere fréquence, la solution élément finis est obtenue dans un temps
raisonable (moins d’une heure), pour les fréquences supérieures, le calcul exige une tres
grande quantité de memoire, néanoins on assume que les solution ainsi obtenue sont proche
de la solution exacte. On peut alors définir I'erreur :

/ HP - PFEMHdQ
_Jo

= (5.21)
/ Iprma[dD
Q

€
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5.5 Exemples d’application

Partie réelle de la pression (Pa)

i5
—0.0

u
-3.5

Figure 5.12 Partie réelle du champ de pression solution du probleme défini figure
5.11 & 500 Hz (gauche), 1000Hz (milieu) et 1500Hz (droite).
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—— 1000 Hz ]
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10°

Figure 5.13 Evolution de l'erreur relative en fonction du nombre de ddls pour le
probléme défini dans le figure 5.11.

La figure 5.13 représente l'erreur en fonction du nombre de fonctions de forme. Comme on
peut le constater, la TVRC-Fourier converge tres rapidement. Néanmoins, l'erreur a conver-
gence est de 'ordre du pourcent, cette erreur plus grande que dans les exemple précédent est
en fait du au fait que la solution élément finis utilisée comme référence n’est pas la solution
exacte.

Les solutions obtenues sont représentées sur la figure 5.12. La figure 5.14 montre la
réponse en fréquence du probleme défini sur la cavité en Z obtenue avec la TVRC-Fourier
3D, la méthode des éléments finis avec un maillage grossier et fin. La courbe obtenue avec
la TVRC est simillaire a celles obtenues avec la méthode des éléments finis. Néanmoins on
observe que certains modes (comme par exemple a 420 Hz et 500 Hz) sont capturés par la
TVRC et la FEM avec maillage fin, mais pas avec un maillage grossier. Enfin, la TVRC-
Fourier 3D, réduit considérablement la taille du probleme par rapport a la méthode des
éléments finis (environ un facteur 100).

La phase de reconstruction du champ de pression a partir du portrait d’amplitude corres-
pond a environ la moitié du temps de calcul. Certes ce temps peut étre réduit en calculant
la solution sur un maillage grossier, mais a plus haute fréquence, méme un maillage grossier
nécessite beaucoup de calculs. D’ou l'intérét d’étudier directement le portrait d’amplitude.
La figure 5.15 montre les trois portraits d’amplitude régularisé associé a chacun des sous-
domaines.

Ce mode de représentation permet d’identifier tres clairement les directions de propaga-
tion. Ainsi dans le premier sous domaine, les ondes se propagent principalement sur ’axe
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle
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Figure 5.14 Réponse en fréquence du probleme défini dans le paragraphe 5.5.1,
obtenue avec la TVRC, et la méthode des éléments finis sur un maillage grossier
et fin.

d A M o v A~ O

Figure 5.15 Portrait d’amplitude régularisé pour le probleme défini dans la figure
5.11 a 1500 Hz.

des x. Dans le deuxieme sous domaine, il y a deux directions principales : une sur 'axe des
x et lautre sur 'axe des z, c’est cohérents avec la géométrie, en effet I'onde incidente de
direction x se réfléchit sur la parois rigide orientée a 45°, et repart donc sur ’axe vertical. De
la méme facon, la direction principale du sous-domaine 23 est I’axe des x. Si les directions de
propagation sont facilement identifiables, ce n’est pas le cas des niveaux moyens de pression.
Il faudrait étudier de maniere plus approfondie le comportement de ce portrait d’amplitude
régularisé.

5.5.2 Cas d’une cavité automobile

L’objectif de cette partie est de montrer la robustesse de la méthode et sa capacité a
résoudre un probleme de complexité industrielle telle q'une cavité acoustique automobile.
Dans un premier temps, on résout un probleme défini sur une cavité 3D simplifiée générée a
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5.5 Exemples d’application

partir du probleme plan défini dans la partie 4.6. Puis dans un deuxieme temps, on appliquera
la TVRC-Fourier sur un cas industriel fournit par DAIMLER.

5.5.2.1 Cavité simplifiée

Dans ce paragraphe, on résout un probleme d’acoustique dans une cavité simplifiée de
voiture. Le modele est généré a partir du probleme défini dans la partie 4.6, on utilise les
méme conditions aux limites (impédances normale sur les bords, et pression imposée au
niveau des pieds du conducteur). La figure 5.16, montre la géométrie du probléme ainsi que
la décomposition en sous-domaines utilisée.

05 10 15 2.0 25

Figure 5.16 Vue 3D et coupe de la cavité automobile défini de maniere analytique.

pression (Pa)

Figure 5.17 Partie réelle du champ de pression pour une fréquence d’excitation
de 500 Hz (gauche) et 750 Hz (droite).

La figure 5.17 montre la partie réelle du champ de pression pour une fréquence d’excitation
de 500 et 750 Hz. Ces solutions sont calculées avec respectivement 2120 et 4600 degrés de
libertés. A titre indicatif, les maillages nécessaires a 'affichage des champs solution sont
respectivement composés de 453 231 et 819 734 noeuds. La TVRC-Fourier semble donc
capable de résoudre des problemes d’acoustique dans des cavités acoustiques complexes.

5.5.2.2 Cavité industrielle

L’objectif est de déterminer la réponse vibratoire d’une cavité automobile excitée par
une source ponctuelle. La géométrie de la cavité, fournie par DAIMLER dans le cadre du
programme Européen ITN Marie Curie project GA-214909 "MID-FREQUENCY - CAE Me-
thodologies for Mid-Frequency Analysis in Vibration and Acoustics”. Ce maillage surfacique
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5 Extension de la TVRC-Fourier a I'acoustique tridimensionnelle

représente une cavité de Mercedes classe S. Le modele utilisé est simplifié, en effet on sup-
pose que 'ensemble des parois est soumis a une condition aux limites de type Robin avec
une impédances normale de valeur Z = 1.81 — 5.55¢ Pa.s.m™!. La cavité est soumise & une
source ponctuelle situé au niveau des pieds du passager avant droit.

Figure 5.18 Maillage de la cavité de classe S fourni par DAIMLER.

La géométrie originale est représenté sur la gauche de la figure 5.18. Pour pouvoir trai-
ter ce probleme avec la TVRC, il faut décomposer la cavité en plusieurs sous-cavités. La
cavité est décomposée en 14 sous-cavité (voir partie droite de la figure 5.18). La figure 5.19
montre la partie imaginaire du champ de pression pour les fréquences d’excitation de 800
et 1300 Hz, ces solutions sont obtenues avec respectivement 5500 et 8300 degrés de liberté.
La solution semble cohérente avec les conditions aux limites imposées. En effet avec une

800 Hz 1300 Hz

Figure 5.19 Partie imaginaire du champ de pression solution du probleme défini
dans le paragraphe 5.5.2.

impédance normale si petite, on est proche d’une condition de bord mou, et dans la pratique
la pression est tres proche de zéros sur les bords de la cavité. Néanmoins on peut observer
quelques discontinuités au niveau des interfaces. Ces discontinuités seraient dues a la qualité
du maillage utilisé. Apres les opérations de découpage et d’'importation, le maillage sur lequel
utilisé pour les différentes intégrales surfaciques n’est pas parfait, il y a environ 5% des élé-
ments qui ont une normale extérieure dans le mauvais sens. Il semblerait que ce soit 1'origine
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5.6 Conclusion

des discontinuités, en effet dans le cas ou le maillage utilisé pour les intégrations surfaciques
est parfaitement défini (comme au paragraphe 5.5.2.1), la TVRC donne une solution qui
vérifie les conditions de continuité ainsi que les conditions aux limites. Dans le cas contraire,
la TVRC permet quand méme d’obtenir une solution qui vérifie quasiment les différentes
conditions aux limites. La TVRC-Fourier semble donc capable de résoudre efficacement et
de maniere robuste des problemes d’acoustique dans des cavités acoustiques complexes.

5.6 Conclusion

Ce chapitre présente I'extension de la TVCR a I’analyse de problemes de vibrations acous-
tiques 3D dans le domaine des moyennes fréquences. L’utilisation des harmoniques sphériques
pour représenter le portrait d’amplitudes, permet de mettre en place une méthode d’intégra-
tion efficace a travers un schéma semi-analytique grace a la décomposition de Jacobi Anger.
La convergence exponentielle de la méthode est illustrée sur deux exemples pour lesquels
la solution exacte est connue : un guide d’onde cubique et la diffraction d’une onde plane
par une sphere dans un milieu infini. D’autre part la méthode de régularisation du portrait
d’amplitude introduite dans le chapitre 4, est appliquée avec succes a ce type de problemes.
Le critere heuristique basé sur des considérations énergétiques permettant de déterminer
Iordre optimal de discrétisation est vérifié sur ces deux exemples. Enfin la robustesse de la
méthode est prouvée, en appliquant avec succes la TVRC-Fourier a des problemes d’acous-
tique tridimensionnelle définis sur des géométries complexes. Les travaux futurs peuvent étre
d’une part, I’extension aux probléemes de vibro-acoustique en 3 dimensions, et d’autre part,
une analyse plus poussée du portrait d’amplitude régularisé.
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CHAPITRE
Application de la
TVRC-Fourier aux
problemes de couplage
vibro-acoustique

E CHAPITRE présente la démarche mise en place pour appliquer la TVRC-Fourier a la
C résolution de problemes de couplage vibro-acoustique. Dans un premier temps, ’ap-
proximation de type Fourier est appliquée aux probleme de plaques en flexion. A la diffé-
rence de 'acoustique bi-dimensionnelle, 'approximation utilise des ondes évanescentes de
bord. Néanmoins, le formalisme est identique a celui développé pour I'acoustique 2D ce qui
permet une mise en oeuvre rapide. La convergence est étudiée sur un exemple pour lequel il
existe une solution exacte. Puis dans un deuxieme temps, la TVRC-Fourier est appliquée a la
résolution de problemes de vibro-acoustique. C’est la premiere fois que la TVRC est utilisée
sur ce type de problemes. La prise en compte du couplage fort entre une cavité acoustique
et une plaque nécessite d’une part la prise en compte d’ondes évanescentes acoustiques lo-
calisées sur le bord de la cavité commun avec la plaque, et d’autre part d’introduire des
solutions particulieres dues au chargement surfacique de la plaque. Méme si le formalisme
est identique aux problemes précédemment étudiés, le couplage faible complexifie le calcul
de 'opérateur. Cette mise en oeuvre est présentée sur un exemple de probleme de couplage
vibro-acoustique 3D.
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6.1 La TVRC-Fourier appliquée aux plaques en flexion

6.1 La TVRC-Fourier appliquée aux plaques en flexion

Dans cette partie 'approximation de type Fourier est appliquée aux problemes de plaques
en flexion pure. Apres avoir rappelé les équations du probleme de référence, sa reformula-
tion par la TVRC et l'approximation utilisée, la convergence est étudiée sur une plaque
rectangulaire simplement supportée excitée par une force ponctuelle.

6.1.1 Problemes de référence et formulation variationnelle asso-
ciée

On concidere une structure Q constituée d’une plaque mince en acier (E = 200.10° N/m?,

p = 7800 kg/m?, v = 0.3) qui a une géométrie parallélépipédique (épaisseur h, dimensions

géométriques L, x L, ). Ses bords sont simplement supportés par des aretes rectilignes. Les

conditions limites correspondantes se traduisent donc par un déplacement et un moment nul

sur ses bords. La plaque est soumise a une force ponctuelle en x , de direction perpendiculaire
a sa surface moyenne. La fréquence d’excitation est w.

Figure 6.1 Plaque simplement supportée.

Les équations que doivent vérifier la solution exacte sont : trouver w tel que
AA 4 a ) 6.1
w—k:pwzﬁ(x,xp)surQ (6.1)

w =0 sur 0f)
Ly lwg] =0 sur 02
Avec zp = (0.05, —0.1) m, w = 27 x 2000 Hz, h =3 mm, L, =.7m, L, =1 m et n = 0.01.
Dans ce cas, la longueur d’onde est de 0.12 m, et il y a environ 8 longueurs d’onde dans la
structure.
Deux cas vont étre considérés :

(6.2)

1. la plaque est décomposée en une seule sous structure;

2. la plaque est décomposée en deux sous structures identiques de dimension L, x L, /2.
On note Y, l'interface commune a ses deux sous-structure. Dans ce cas, il faut rajouter
les conditions limites suivante :

wp — Wy = 0

E@ [wl] + ﬁg[wg] =0
LM[wl] — EM[wg] =0 sur Tlg

ET[wl] + ET[’UJQ] =0

(6.3)
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6 Application de la TVRC-Fourier aux problemes de couplage vibro-acoustique

La formulation variationnelle du probleme utilisée pour ce type de probleme est d’apres
I'équation (3.5) :

8%{ QE /a Qz' w — wap) Lr[0wg] ds—l—Z/a . w (Las[we] — Myg) Lo[dwg]ds
E w v SE
+ % / iw (W1 — wa) Lo[dwy — dws] + iwLy[wy + we] Lar[0wy + dws]ds
Ti2

N | —

+ / iwLyr[wr — wa] Lo[dwy — dwa] + iwLr[wy + wo] (dwy + dw,) ds} =0,
T2

¥ (6wy, dws) € Sy x &) (6.4)

6.1.2 Approximation du champ de déplacement

On sait d’apres (3.24) que la solution homogene du probléme de vibration est cherchée
comme une distribution intégrale d’ondes propagatives et d’ondes évanescentes de bord.
Dans le cadre de 'approximation Fourier, les portraits d’amplitudes associés sont discrétisés
a I'aide de séries de Fourier.

Z ar, / e’ Drdp 4 " Z ar) / R A (%)

I=—L, bord I=—L,

avec ki = k,(cos(0) 7, +sin(0)1,) et k3° = —iks\/1+ (cos (¢ )) n + kycos (£) 7. Les
figures 6.2 et 6.3 représentent la partie réelle du champ de déplacement associé a ces fonctions
de forme.

Ordre 1 Ordre -2 Ordre 5
EADPS

Figure 6.2 Partie réelle du champ de déplacement associé aux fonctions de forme
intérieures d’ordre 1, 2 et 5.

Le formalisme est identique a celui utilisé pour ’acoustique bidimensionnelle, la méthode
de calcul de l'opérateur se fait donc de maniere identique. On utilise donc une méthode
d’intégration numérique : la trace des fonctions de forme (déplacement, rotation, moment et
effort tranchant) est évaluée numériquement sur un ensemble de points du bord de la plaque.
Ces points sont associés a des grilles d’intégration, ce qui permet dans un deuxieme temps
de calculer les termes de I'opérateur associés a la formulation variationnelle.
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6.1 La TVRC-Fourier appliquée aux plaques en flexion

Ordre 1 Ordre 2 Ordre 5
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Figure 6.3 Partie réelle du champ de déplacement associé aux fonctions de forme
de bord d’ordre 1, 2 et 5.

Dans le cas ou il n’y a qu’une seule sous-structure, d’apres les équations (3.16), (6.5) et
(3.26), la solution est cherchée sous la forme :

L.

Z al7p/ 0 pik? PG)IdQ—i—Z Z alb/ cilo zkse(g)xde

I=—L, bord I=—L.

~ D Qqu (Ho(k* |z — z,,|I) — Ho(ik*|lz — z,,]1)) (6.6)

Dans le cas (2), c’est a dire lorsque la plaque est décomposée en deux sous-structures,
si on considere que le point de chargement se situe dans la premiere sous-structure, alors la
solution est cherchée comme :

L.

Z al,p/ 119 1k mde_'_z Z alb/ lwe’ki’e(g)@de

I=—L, bordl——LE b

— 5 (Ho(k*|lz — z,,I) = Ho(ikllz — z,,I))  (6.7)

U)Q(l) _ Z alp/ 219 zk G)mde + Z Z alb/ zl@ zk2 6) 10 (68)

I=—L, bord l=—L

6.1.3 Convergence de la méthode

Pour ce type de probleme, la solution exacte peut étre obtenue en utilisant la base des
modes propres de la plaque, notés ¢, qui vérifient (6.1) et (6.2 :

Wez (T, Y) Z Zamnsomn z,y)

m=1n=1 (69)
. mmnx . nmy
= Sin sm | ——
gpmn ( L$ ) ( Ly )
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6 Application de la TVRC-Fourier aux problemes de couplage vibro-acoustique

Les conditions aux limites (6.2) peuvent s’écrire de facon simplifiée :

w = 0 sur 0N)
82 6.10
8_7;12) = 0 sur 092 ( )
En injectant (6.9) dans (6.10), en multipliant par ¢,,,, et en intégrant sur €2, on obtient,
sachant que [ ©pmnppeds = 5mp5nq%,
Q

: MTT R : nTYg
Fsm( I, >sm< I, )

a %ph (wgnn - WQ)
D 2 2\ 2
a2
e ph L, L,
h

Pour obtenir la solution exacte, la somme infinie de (6.9) a du étre tronquée : w?, (x,y) =

M N . . s 2 o . 5N N
Y o1 2 ome1 Gmn@mn (2, y). Les indices M et N ont été choisis de maniere a ce que les termes

amn

. . . T . . Ly 4/ w?ph
omis aient une influence négligeable. En pratique, il suffit de prendre M > Z= /<82 et

Ly a/w?ph
N>

Pour quantifier la convergence, on défini I’erreur suivante :

/ w0 — w2
. J9

[ o
Q

La figure 6.6 représente 1’évolution de cette erreur en fonction du nombre de ddls pour le

(6.11)

10" ¢ T
F RN - — —2plaques| 1
10" L Sl — 1plaque |-
107 The el 1
. r \\
= [ \
2 10-3? N 3
w \
[ \
10'4§ \\ N
£ \
: \
10° N
10'67 | | | | | | | | |
70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170

Nombre de ddis

Figure 6.4 Evolution de 'erreur en fonction du nombre de ddls pour le probleme
défini dans le paragraphe 6.1.1.

probleme défini sur la figure 6.1. Les deux cas traités converge vers la solution exacte. On
retrouve les propriétés de convergence classique de la TVRC. En effet, le taux de convergence
est exponentielle et la convergence est plus rapide pour le modele avec une seule sous-stucture.
Comme pour le cas de I'acoustique, la TVRC appliquée aux plaques en flexion est une p-
méthode.
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6.2 La TVCR-Fourier appliquée aux probléemes de vibro-acoustique tridimensionnelle

6.1.4 Portraits d’amplitude régularisés

La figure 6.5 représente d’une part la partie réelle du champ de déplacement solution
du probleme défini dans la figure 6.1. D’autre part, I’ensemble des portraits d’amplitude
régularises associés aux ondes intérieures et aux ondes évanescente de chacun des bords.

La technique de régularisation, qui consiste a pondérer les amplitudes par I'énergie de
leurs fonctions de formes, est tres efficace pour le portrait d’amplitude associé aux ondes
propagatives. En effet, on peut clairement identifier les directions de propagation, et son
amplitude moyenne est relativement proche du déplacement moyen. Par contre, les portraits
d’amplitudes régularisés associés aux ondes de bords n’apportent pas d’information perti-
nente. Leurs amplitudes moyennes sont largement supérieures au niveau moyen du champ
de déplacement. Ces ondes étant localisées sur les bords de la structure, elles n’ont pas une
grande influence sur les flux d’énergie, 1’étude de leur amplitudes a moins de sens que pour
les ondes intérieures.

‘. A "
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Figure 6.5 Partie réelle du champ de déplacement solution du probleme défini
dans la figure 6.1 (gauche), et portraits d’amplitude régularisés associés aux ondes
intérieures et aux ondes de bords (droite).

6.2 La TVCR-Fourier appliquée aux probléemes de vibro-
acoustique tridimensionnelle

La formulation variationnelle de la TVRC a été adaptée aux problemes de couplage vibro-
acoustique dans le chapitre 3. Dans le chapitre 5, la TVRC a fait ses preuves en acoustique
tridimensionnelle. On vient de montrer, que I'approximation de type Fourier donnait de bon
résultat dans la résolution de problemes de plaques minces en flexion. Dans cette partie, la
démarche mise en place pour résoudre ce type de problemes est présentée sur le probleme
défini dans la partie 1.1.
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6 Application de la TVRC-Fourier aux problemes de couplage vibro-acoustique

6.2.1 Probléemes de référence et formulation variationnelle asso-
ciée

Le probleme de couplage vibro-acoustique considéré (voir figure 6.6) est une cavité acous-
tique remplie d’air (¢ = 340 m.s™' et p = 1.25 kg.m™3) en forme de Z décomposée en
trois sous-cavités €2y, {2y et 23 et couplée a deux plaques minces en acier S; et Sy en acier
(E = 200.10° N/m?, p = 7800 kg/m?, v = 0.3) et d’épaisseur 3mm. Les deux plaques sont
couplées a la cavité €13, et sont supposée en appuis simples sur des aretes rectilignes. L’en-
semble des bords de la cavité acoustique sont soumis a une condition d’'impédance normale
avec Z = 250 Pa.s.m™! La sollicitation est une force ponctuelle normale & la plaque S,.

- Plaque

Cavité acoustique

Figure 6.6 Définition du probleme de couplage vibro-acoustique.

Les inconnues du probléemes sont d’une part les champs de pression py, ps et p3 a I'intérieur
des trois sous-cavités, et le champ de déplacement w; et wo a l'intérieur des deux plaques.
Le probleme est alors :

trouver pq, pa, p3, w1 et wq tels que :

Apg + k2pp =0 dans Qp, Fe€{l1,2,3}
AAw; — krwy =0 dans S; (6.12)
AAwy — kyw, = Lo(z,zp) dans Sy

PE — ZLy [PE] = hag sur 0z8p

pE —per =0 sur I'ppr
L, [pE] + ﬁv[pEl] =0 sur 'gr
wg =0 sur 0,5
WE = 0 sur Tlg
WEgr = 0 sur Tlg

LQ[UJE] + ,Ce['LUE/] =0 sur ?12
Lyfwg] — Lyfwe ] =0 sur Tqo

La formulation variationnelle du probleme utilisée pour ce type de probleme est d’apres
I'équation (3.5) :
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6.2 La TVCR-Fourier appliquée aux probléemes de vibro-acoustique tridimensionnelle

{% Z/azﬁE (1 = ZgLy) [pE] — hagp) Lo0pe] + (([,v —1/Zg) [pe] + th/ZE> 5PE) ds

+3 Z / (pe — per) Lo[0pe — dper] + Lolpe + per] (Ope + 5PE')) ds

FEE/ Tepr
+ Z/ E pe| — iwwE/> oppds — Z/ iwwLyldwg]ds
o5 ,93 < Jouse

+ Z/ ZwﬁM wE]Eg[(SwE]ds

v SE
1 . .
+ 5/ iwLpr[wy — wo] Ly[dwy — dws]ds
T12

1 -
+ = / iwwi Lr[dw ] + iwwa Lr[dws] + iwLywy + wa] Ly [dwy + 5w2]ds} =0,
Y12

v<(5p17 e 76p375w176w2> A(do X - A(dO X Sad() X SadO (614)

6.2.2 Champ de pression acoustique

Pour le traitement des problemes de couplage vibroacoustique, il faut prendre en compte
des ondes de bords localisées sur les bords communs a la cavité 3 et les deux plaques. La
figure 6.7 représente le champ de pression associé a une fonction de forme d’ondes de bord.

Figure 6.7 Partie réelle (gauche) et partie imaginaire (droite) du champ de pres-
sion associé a une fonction de forme d’ondes de bord.

La solution du champ de pression s’écrit alors :

Ly l

Zall,m,p Z / / Y™, )02 2720) s pdfdp (6.15)
m=—1

Lp,2 l

Zaim,p Z / / Y™, )" 022720 s pdfdp (6.16)
m=—1
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Lp3 l 2m T
Pa(2) =D aimy D /0 /0 Y (0, @)t O 0) sinpdfdp
=0

m=—I
Lep 1 21 T
+ D DD e / / Y (0, @)™ 0D @8 sinpdgdp  (6.17)
b=51,59 =0 m=—1 0o Jo

avec k¢ et k“P les vecteurs d’ondes acoustiques évanescantes et propagatives. Ils sont définis
par :
ERP = kq (sin (6) cos () e, + sin (0) sin (¢) e, 4 cos (0) e.) (6.18)

e _ AN N LA , (0
k" = —ikay |14+ s |5 n + k' cos 3 sin(p)r; + k' cos 3 cos(p)ry,  (6.19)

avec k' le nombre d’onde maximum atteint par les ondes de bord, on choisit ici &' =.

Contrairement au cas des ondes propagatives, il n’existe a priori pas de résultat d’in-
tégration analytique sur la sphere unité. La méthode envisagée pour cette intégration est
I’extension de la méthode des trapezes développée sur le cercle unité dans le chapitre 4. On
peut utiliser :

— soit une grille réguliere basée sur la subdivision succéssive de l'icosaédre unité (voir

figure 6.8) aussi appellé triangulation géodésique de la sphere [Teanby, 2006 ;

N=1 N=2 N=

L 1

as
—

STASVRS

AN
oAt
e GV,

Figure 6.8 décomposition géodésique succéssive de la sphere en fonction du pa-
rametre N.

— soit une grille obtenue par une décomposition de la sphere en N cercles de colatitude ¢
équirepartis sur le domaine [0 7], puis de chacun de ces cercles est discrétisé en environ
Nsing points.

Il existe aussi I'équivalent de la méthode d’intégration unidimensionel de Gauss Legendre :
la quadrature de Lebedev [Lebedev et Laikov, 1999]. Le nombre et la position des points,
ainsi que leurs poids sont determinés de telle sorte que les intégrations sur la sphere unité des
harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a n soient exactes. En pratique, les grilles
d’intégrations sont connues de maniere explicite jusqu’a 'ordre 131. Au vue des performances
de ce type de schéma d’intégration (voir 4.2.3) dans le cadre des problemes bidimensionnels,
cette méthode n’est pas retenue ici.

L’inconvénient de la triangulation géodésique est qu’elle ne permet d’obtenir des grilles
avec un nombre de points de la forme N = 2 + (10 * (4%)). La figure??, montre en effet les
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6.2 La TVCR-Fourier appliquée aux probléemes de vibro-acoustique tridimensionnelle

N=10 N=25 N=50

Figure 6.9 décomposition pseudo réguliere de la sphere en fonction du parametre
N.

grilles obtenues pour N = 1, 2 et 3. La méthode de décomposition quasi réguliere de la sphere
n’a pas cette limitation. La figure 6.9 montre que pour couvrir la méme plage de densité,
le parametre N varie de 1 a 50 pour cette méthode contre 1 a 3 pour la décomposition
géodésique.De plus, la décomposition pseudo réguliere a ’avantage d’étre tres facile a mettre
en oeuvre, c¢’est donc elle qui est mise en oeuvre dans CoFouRays.

6.2.3 Champ de déplacements structuraux

Dans le cas d’'un probleme de couplage vibro-acoustique, il faut prendre en compte un
chargement surfacique exercé par la sous-cavité adjacente.

Pour déterminer la solution particuliere due au chargement surfacique associé a une
fonction de forme acoustique d’ordre n et de degré m, qbl(?n (x) définie dans (5.5), on utilise
la solution particuliére associé a une onde plane explicitée dans (3.27) :

o o pm ok '
wrnte) = [ ) e e g e
(6.20)
Dans I'exemple traité, les champs de déplacement s’écrivent comme :
Ly 27 Ley 27
wy(z) = Z ay,, / eileei@i’P(G).gd9+Z Z ajy / 0k (0)2 49
I=—Lp 0 bord I=— L, 0
Lp,3 l Lep 1
T2 Gy 2 WD YD
1=0 m=—1 b=S1,5s 1=0 m=—1
(6.21)
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Le 2m
Z al,p/ zl@ zk xd9+z Z al%b/ zl@ E(Q)Ede
=L, bord I=—Le 0
Lps 1 L,
SSTTD S B 3 oS

m=—1 b=S1,52 1=0 m=—1

qa (Ho(K°||z — z,,|l) — Ho(ik®||z — z,,|)) (6.22)

_kS2D

6.2.4 Assemblage de 'opérateur

En injectant les expressions (6.15)-(6.16)-(6.17)-(6.21)-(6.22) dans la formulation varia-
tionnelle (6.14), on aboutit a la résolution d’'un systeme linéaire de la forme :

KLll,l K61L,2 Kig K(1w1 K% Qi,q fl,a
K%,l K%Q Kg,g Kgs1 Kgs2 Qs g fQ,a
Kg, Ki, Kig K3i K5 | .| ase | = | f3a (6.23)
Kial K% Kias Kil Kiz ay s f1
Kgal K% Kgas K3, Ki,z asz s fas

avec ap, le vecteur composé des coefficients associés aux fonctions de forme acoustique
du sous domaine FE, et ap s le vecteur composé des coefficients associés aux fonctions de
forme structurelle de la plaque E.

Les plaques étant couplées a la sous-cavité 3, les sous-matrices K3, K5, K95, Ki%,
K355, KT, Ki%5, K59 et K% sont nulles. La sollicitation étant appliquée a la plaque Sy, on
pourrait imaginer que la seule partie du vecteur de chargement non nulle soit celle associée
a la plaque S5. Mais avec la prise en compte des différents termes de couplage, uniquement
les vecteurs f; , et f5, sont nuls. Le systeme a résoudre est donc de la forme :

K‘il K‘f’Q 0 0 0 a, 0

Kg,l K%,z Kg,:s 0 0 asz g 0
0 K(11,2 K‘f73 Kgsl ng | ase | =] B4 (6.24)
0 0 K(fss Ki,1 KiQ Qs fl,s
0 0 Kgfg K§71 KS,Q as £ 6

On s’intéresse maintenant au calcul de I'opérateur élémentaire associé a l'interface Y19
commune aux plaques S; et Sy. D’apres (3.5), le terme a calculer est de la forme :

/ w_lﬁT[dwl] + w_QET[(SwQ] + E() [w1 + wg]ﬁM[éwl + (5w2]ds (625)
Ti2

On peut décomposer cette intégrale en trois morceaux :

1. / w Lp[dw] + Lo[wi]Las[dw;]ds : en injectant la forme du champ de déplacements
TIQ

1 (6.21), on constate, que la partie homogene du champ de déplacement apporte une
contribution au bloc Kf,; de l'opérateur et que les solutions particulieres dues a la
présence de la cavité acoustique contribuent au bloc K3* ;

2. / W Ly [0ws|+ Lo|ws] Lar[dws]ds : comme dans le cas précédent, en injectant la forme
T12

du champ de déplacements ws (6.22), la partie homogene de ce champ de déplacements
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6.2 La TVCR-Fourier appliquée aux probléemes de vibro-acoustique tridimensionnelle

contribue au bloc K7 ; de l'opérateur et les solutions particulieres dues a la présence
de la cavité acoustique au bloc Kg%. Il faut également prendre en compte la solution
particuliere due au chargement ponctuel. Cette derniére contribue au second membre
f2 s

3. / Lo[wi|Lpr[0ws] + Lo[wa]Lpr[ows]ds : en explicitant la forme des champs de dé-
Yl2

placements w; (6.21) et wy (6.22), on observe d’une part que le produit des parties
homogenes introduit une contribution dans les blocs K3 ; et Ki,; et d’autre part, le
produit de la partie homogene de w; avec les solutions particulieres dues au couplage
de w; apporte une contribution dans les blocs Ki% et K37 . De la méme fagon le produit
de la partie homogene de ws avec les solutions particulieres dues au couplage de w,
modifie les blocs K55 et K55, Enfin le produit de la solution particuliere de wy due au
chargement avec w; contribue aux blocs f; 5 et f3 , du second membre.

La contribution & I'opérateur du terme (6.25) est une matrice dont les blocs K73, K37,
K53, K535, Ki3, Ki |, K7, K5, et K3, sont non nuls. Ce terme de la formulation varia-
tionnelle modifie également le second membre du systeme matriciel au niveau des blocs f; 4,
f278 et f37a.

6.2.5 Solution du probleme

La figure 6.10 montre le résultat du probleme défini dans la figure 6.6 a 200 Hz et 500
Hz. Dans les cavité acoustique c’est le niveau de pression en décibel qui est représenté. On
observe bien des phénomenes vibratoire avec une longueur d’onde plus petite sur les bords
communs aux plaques. Sur les plaques, c¢’est la partie imaginaire du champ de déplacement
qui est représentée.

Figure 6.10 Solution du probleme défini dans la figure 6.6 a 200 et 500 Hz.
Niveau de pression en décibel dans les cavités et partie imaginaire du champ de
déplacement dans les plaques

Une solution éléments finis de ce probleme demande énormément de ressources, malgré
32go de mémoire, nous n’avons pas réussit a obtenir une solution convergée. Sur la figure
6.11, on trace la convergence relative a la solution obtenue avec la TVRC et une discrétisation
tres fine des portrait d’amplitude (critére énergétique de 1078).

Le traitement du couplage vibro-acoustique est plus couteux que les problemes de plaques
et d’acoustique pris séparément. En effet sur cet exemple, dans la cavité il y a autant d’ondes
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Figure 6.11 Convergence de la méthode sur le probleme défini dans la figure 6.6
a 200 et 500 Hz

intérieures que d’ondes de bords. Les ondes de bords étant évalué de maniere totalement
numérique, le temps de calcul est fortement dégradé.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, la TVRC-Fourier est appliquée aux problemes de plaques minces en
flexion, puis aux problemes de couplage vibro-acoustique. L’application aux problemes de
plaques en flePour ce type de probleme, I'approximation du champ de pression et celle du
champ de déplacement utilisent des ondes propagative et des ondes de bord évanescentes.
Pour les ondes accoustique de bord, il faut mettre en place une technique d’intégration
spécifique. En effet le schéma d’intégration semi-analytique défini pour les ondes propagatives
ne peut pas s’appliquer aux ondes evanescentes. L’extension de la TVRC au problemes de
vibro-acoustique ne pose pas de probleme d’un point de vue théorique, néanmoins la mise en
oeuvre s’avere assez complexe, en effet le couplage fort se fait via des solutions particulieres
ce qui complexifie I’assemblage de 'opérateur. Les premiers résultats semblent prometteurs
et permettent d’envisager le traitement de probleme de complexité industrielle, et I’extension
au probleme de couplage vibro-acoustique avec des coques.
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La technique des éléments finis est la méthode la plus couramment utilisée pour résoudre
les problemes de vibrations. Cependant, la nature méme de I'approximation utilisée par cette
approche limite son utilisation au domaine des basses fréquences. Au dela de cette gamme
de fréquences, les phénomenes de dispersion et de pollution font que la méthode nécessite un
tres grand nombre de degrés de liberté. La maitrise du comportement vibratoire des systemes
mécaniques étant un enjeu majeur du monde industriel, que ce soit dans la conception ou
dans l'optimisation des performances des structures, il est capital de développer d’autres
méthodes de calcul efficaces et fiables pour déterminer la réponse de la structure au dela de
cette limite.

Ce travail de these a été mené sur la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes. C’esr
est une méthode prédictive de calcul des vibrations dans le domaine MF. Elle se base sur les
points suivants :

— elle utilise une nouvelle formulation du probleme a résoudre. Cette formulation permet
de construire des approximations dans chaque sous structure, indépendamment les unes
des autres. Les conditions de continuité entre les sous structures et les conditions limites
sur leurs frontieres sont directement incorporées a cette formulation variationnelle

— elle utilise des fonctions de forme a deux échelles, a fort contenu mécanique. La solu-
tion est recherchée sous une combinaison linéaire d’ondes propagatives et évanescentes
(rayons de vibration). Ces ondes vérifient, sous structures par sous structures, les équa-
tions d’équilibre intérieur et les relations de comportement. Toutes les directions des
ondes sont prises en compte par une description intégrale de leur amplitude. Seules
ces amplitudes, a variation lente en espace, sont discrétisées. L’échelle rapide, liée a la
vibration des ondes, est calculée analytiquement.

Depuis son introduction dans [Ladeveze, 1996], I'activité de recherche sur cette approche

a porté sur de nombreux aspects. Tout d’abord, la TVRC a montré son efficacité dans le
traitement des vibrations des plaques élancées [Ladeveze et al., 2000], ainsi que des assem-
blages complexes de structures planes [Rouch et Ladeveze, 2003] et de type coques [Riou
et al., 2003]. Une stratégie d’analyse large bande a également été proposée dans [Ladeveze
et Riou, 2005]. Une méthode pour la prise en compte des hétérogénéités structurales comme
les trous dans les plaques a été proposée dans [Ladeveze et al., 2003a]. Puis, des travaux
ont porté sur I'utilisation de la méthode dans le cadre d'une approche fréquentielle pour la
résolution de problemes de dynamique transitoire incluant le domaine des MF [Ladeveze et
Chevreuil, 2005] et étendue pour l'identification du choc a la source dans le cadre de chocs
pyrotechniques sur des assemblages complexes de coques [Bézier et al., 2008]. Des travaux
ont été également effectués sur I'identification et le recalage de modeles de liaisons complexes
[Dorival et al., 2008], ainsi que sur le traitement des problemes de membrane [Sourcis, 2005].
Plus récemment, la TVRC est étendue au traitement des vibrations acoustiques [Riou et al.,
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2006, Riou et al., 2008] et une procédure de calcul adaptatif est mise en place [Riou et al.,
2011]. Tous ces travaux montrent 'efficacité et la robustesse de la méthode dans la résolution
des problemes de vibrations dans le domaine des MF.

L’originalité de ce travail de these est 1'utilisation d’une nouvelle approximation basée
sur les séries de Fourier. L’utilisation de ces séries est une nouveauté dans le cadre des
approches ondulatoires. Le chapitre 4 présente I’étude de cette approximation dans le cadre de
I’acoustique bi-dimensionnelle. L’étude des fonctions de forme engendrées permet de définir
un critere pour déterminer le degré de discrétisation optimal pour une erreur donnée, et de
mettre en place une technique de régularisation du portrait d’amplitude. Les performances
obtenues avec cette approximation montrent un potentiel permettant d’étendre le champ
d’applications de la TVRC-Fourier aux problemes d’acoustique tridimensionnelle (chapitre
5). C’est la premiere fois que la TVRC est utilisée pour résoudre des problemes 3D. Cette
extension est possible grace a l'utilisation des séries de Laplace (équivalent 3D des séries de
Fourier). De plus, I'utilisation de la décomposition de Jacobi Anger permet de mettre en place
une technique d’intégration semi-analytique efficace. La TVRC-Fourier est alors capable de
résoudre des problemes avec des géométries complexes sur de grandes plages de fréquences.
Enfin, cette méthode est utilisée pour traiter des problemes de vibrations de plaques et de
couplage vibro-acoustique tridimensionnelle (chapitre 6).

Parallelement aux développements théoriques, un logiciel a été créé : CoFouRays (COm-
plex FOUrier RAYs). Ce logiciel a été programmé sous I'environnement MATLAB au cours
de la these. Toutes les extensions (acoustique 2 et 3D, vibration de plaques en flexion, cou-
plage vibro-acoustique) y ont été introduites. Toutes les illustrations issues de ce rapport,
montrant une solution TVRC, sont tirées de ce logiciel.

Ces travaux permettent d’envisager plusieurs développements futurs. La technique de ré-
gularisation présentée dans cette these permet d’observer la partie stable du portrait d’am-
plitude. Il serait intéressant de 1’étudier afin de déterminer par exemple ’énergie dans la
sous-structure, les niveaux moyens de pression ou encore les flux d’énergie a travers la struc-
ture complete sans opération de post processing couiteuse. Une deuxieme piste peut étre
I'extension du domaine de validité fréquentielle vers les hautes fréquences. Dans ce domaine
fréquentiel, la solution locale n’a que peu d’intérét. Il est plus intéressant de travailler avec
des grandeurs globales. Le portrait d’amplitude régularisé pourrait fournir ces informations
globales. De plus, la technique d’intégration basée sur la phase stationnaire semble promet-
teuse pour ce type de calcul. Néanmoins pour résoudre des problemes dans cette plage de
fréquences, il faut étre capable de modéliser la variabilité des structures et du chargement
avec par exemple la prise en compte d’effort type rain on the roof ou couche limite tur-
bulente. Enfin, il serait intéressant d’essayer d’appliquer cette théorie a d’autres classes de
problemes, telles que ’advection-diffusion, ou ’électromagnétisme.
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CHAPITRE

Structure du code
CoFouRays

ETTE annexe expose la structure principale du logiciel CoFouRays pour "COmplex FOU-
C rier RAYS”. 1l ne s’agit en aucun cas de rentrer dans les détails techniques de program-
mation, mais de présenter I'algorithme en général. Cet algorithme est indépendant du do-
maine d’application, il suppose néanmoins que les intégrales sur les bords des sous-structures
soient effectuées de maniere numérique et non analytiquement.

7.1 Les principales classes

La structure de CoFouRays est assez simple. Quelque soit la physique étudiée, on retrouve
toujours la méme structure
— la fréquence et les parametres de la méthode (valeur du critere déterminant le nombre
de fonctions de forme utilisées, parametres d’intégration numérique...) sont stockés
dans une classe DATA ;

DATA e FREQUENCE
INTE_CERCLE e THETA grille intégration cercle unité
e POIDS  (dépend de la fréquence)

e INTE_SPHERE e THETA grille intégration cercle unité
e PHI (dépend de la fréquence)
e POIDS

e LISTE_OMEGAS vecteur de sous-domaines

e LISTE_BORDS vecteur de bords élémentaires

C’est dans la fonction CALCUL_OPERATEUR, que le systéme algébrique associé a la
formulation variationelle est calculé.
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7 Structure du code CoFouRays

— les données relatives a la géométrie sont stockées dans deux classes principales, la classe
OMEGA associée aux sous-structure et la classe BORD associée aux bords élémentaires.

BORD eTYPE type de condition limite
‘acc_pre’, 'acc_imp’, 'acc_inte’, ‘str_sup’ ...
®CONTRIBUTION indice du sous domaine adjacent
®CONTRIBUTIONV2 indice du 2eme sous domaine adjacent
e INTEGRATION e POINTS coordonées globale points intégration

e 2DPOINTS coordonées base sous domaine voisin 1
e 2DPOINTS2 coordonées base sous domaine voisin 2
e NORMALES liste vecteur normal de chaques

e INTE_MES longueur ou surface du bord
OMEGA e TYPE chaine de caracteres
"acc2d’ ou ’acc3d’ ou ’struct’
e DONNEES e MES surface ou volume de la sous-structure
e NORM vecteur normal (si probléme de plaques)
e TAUL vecteur 1 du plan (si probléme de plaques)
e TAU2 vecteur 2 du plan (si probleme de plaques)
e LISTE_BORD vecteur des indices des bords élémentaires
e LISTE_FONCTIONS_FORMES vecteur de fonctions de forme
e N indice de la 17 fonction de forme dans ['opérateur
e SOLUTION_PARTICULIERE définition solution particuliere
® LISTE_POINTS_AFFICHAGE coordonnées noeud maillage affichage
e LISTE_ELEMENTS_AFFICHAGE table connectivité maillage affichage
e CHAMP_SOLUTION liste valeurs aux noeuds
e DONNEES e MES surface ou volume de la sous-structure
e NORM vecteur normal (si probléme de plaques)
e TAUL vecteur 1 du plan (si probléme de plaques)
e TAU2 vecteur 2 du plan (si probleme de plaques)
FONCTION_FORME e K() expression vecteur d’onde en 2d
e K(0, ) expression vecteur d’onde en 3d
e POINT_SOURCE(#, p) point origine de la fonction de forme
e CALCUL_TRACE(X)  fonction qui calcule la trace au point X

La classe fonction de forme se défini de maniere spécifique en fonction du type de physique
étudiée. En effet en accoustique, la fonction CALCUL_TRACE calcul la pression et la vitesse
normale, alors que pour les problemes de plaques, il faut calculer le déplacement, la rotation,
le moment et l'effort tranchant. C’est cette fonction qui utilise les grilles d’intégration défini
dans la classe DATA. Dans le cas d’ondes propagatives en accoustique tridimensionnelle ces
grilles ne sont pas nécéssaires, 'intégration sur la sphere unité étant effecutée analytiquement.
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