Séries de Fouriler

1. Concours ATS 2016

On consideére la fonction g : R — R, 2w-pérodique, définie sur | — 7, 7] par :

cost si tel|-I:;%

sy =1 R
0 si te]—m—5[UF;7]

1. Représenter graphlquement la fonction g entre —37 et 37

2. Quelle est la parité de g7 Justifier votre réponse.
+o0

3. La série de Fourier de g est notée : Sy(t) = ap + Z (ancos(nt) + bysin(nt))
n=1

Donner les coefficients b,, pour tout entier n > 0 . Calculer ag et aq.

Montrer que Vn € N—{0;1} on a a, = W(nlﬂ)sm ((nzl)ﬂ) + ﬂ(nl_l)sin <("_21)7r>

En déduire que si n est impair et différent de 1, alors a,, = 0

. . . _ 2(—1)ptt
Montrer que si n = 2p est un entier pair non nul, alors ag, = =)
4. On s’intéresse maintenant a la convergence de la série de Fourier de g.
A-t-on pour tout t € R g(t) = Sy(t)? Justiﬁer précisément votre réponse.
( P-‘rl

. 2 | 4
Montrer que Vt € [-7F; T, cos(t) = = + Z pr

R (2pt)

3

(—1)P+!

En déduire la valeur de Z 1
p —

p=1
5. Appliquer l'identité de Parseval a la fonction g. En déduire la valeur de Z

p=1 (4]92 - 1)2 .

2. Concours ATS 2013. Partie 1.

1. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer ™" a ’aide d’une puissance de -1.

—(=)"-Di

2. On pose pour tout entier naturel p, I, , = fow tPedt . Montrer que Iy, = -

3. Montrer que V(p;n) € N*2, I,,, = W + %’Ip_

4. Soient quatre nouvelles intégrales définies respectivement par :
n= [y tcos(nt)dt; Sin = [y tsin(nt)dt; Copn = [ t2cos(nt)dt et Say, = [ t*sin(nt)dt

3 —_1\n _— _1\n+1
Calculer I , = [ tle™mtdt et en déduire que : Vn € N* Cy,, = (172721 et S1n = %

Calculer I, = [ t*e™dt et en déduire que : Vn € N* Oy, = W et Sop = n% (=)™ —-1)— (G

n

Partie 2.

Soit une fonction f impaire, continue et 2r-périodique sur Rdéfinie sur ]0; [ par f(t) = wt — 2
1. Représenter la fonction f sur [-27; 27| . Déterminer la série de Fourier de f .
Préciser la valeur des termes d’indice pair et des termes d’indice impair.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier et donner sa somme.
o0

3. Enoncer la relation de Parseval. Appliquer la a la fonction f et endéduire 1 valeur de S = Zm
0
o0

1
4. Soit T = Z — - Trouver une expression de T" de la forme T'= 5 + bT" . En déduire la valeur de T".
n



3. Concours ATS 2015.

Soit w € [0;1] un paramétre. On note f : R — R la fonction 27 — périodique telle que :
Vt € [—m; 7], f(t)=cos(ut)
1. Etudier la parité de f . Représenter f pour ¢t € [—3m; 37| et pour u = % .

2. Tracer le graphe de f sur 'intervalle [—37; 37] pour u = 1 .

2
Dans les questions suivantes, u est un réel quelconque de | 0; 1 [ .
+oo
3. La série de Fourier de fg est notée : S¢(t) = ag + Z (ancos(nt) + bysin(nt))
n=1

(a) Calculer les coefficents de Fourier a,(f) . On rappelle que cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))
(b) Que valent les coeflicients b, (f) 7 Déduire des questions précédentes S¢(t) .

4. (a) Etudier la sére de Fourier de f en énoncant le théoréme utilisé.

sin(mu) IZ 2usin(mu)

(b) Calculer Sy(7) puis donner la valeur de I'expression =~ 2

5. Dans cette question, on considére le cas u = %

o'} 2
1
Appliquer l'identité de Parseval & f. En déduire la valeur de la somme E <421> .
n2 —

4. Concours ATS 2014.

On considére les fonctions 2w — périodiques f et g définies par : Vo €] — m; 7] f(z) = |x| et g(x)=
1. Préciser la parité de f. Déterminer la série de Fourier de f. On note Sy la somme de la série de Fourier.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f sur R en précisant le théoréme utilisé et son énoncé.
+o00 1
E lculant S t 1 del T = P
n calculant S¢(0), trouver la somme de la série numeérique % @+ 1)
+o00
3. Soit S = Z# Montrer qu’il existe deux réels a et b non nuls tels que S = aS + bT
n=1
4. A Taide du résultat de la question précédente, en déduire la somme de la série numérique S.
+o00 1
5. Appliquer la relation de Parseval a St et trouver la somme de la série numérique V = —_—
ppliq 1 q Z CTEmIL

“+oo
1
6. Soit U = E —;- Montrer qu'il existe deux réels c¢ et d non nuls tels que U = cU + dV. En déduire U.
n

7. Préciser la parité de g. Déterminer la série de Fourier de g. On note S, la somme de la série de Fourier.

8. Etudier la convergence de la série de Fourier de g sur R en précisant le théoréme utilisé et son énoncé.
+oo
9. En calculant Sy (%) trouver la somme de la série numeérique S = Z
p=0

“+o0o
10. Appliquer la relation de Parseval a S, et retrouver la valeur de S = Z%

n=1

2p+1 .

sin(nx) 4 cos((2p+1)z) 2P+1
11. Montrer que VY € [0; 7] —227 = % - Z (2p+1)2
n=1

On considére la fonction 2m-périodique h définie par h(x ) =0 sur |-7; 0] et A(x) =z sur |0; 7|

12. Exprimer h a l’aide de f et g. En déduire sans aucun calcul la série de Fourier de h.



Concours ATS 2017

Soit ¢ un nombre réel non nul.
On considére les fonctions f et g de R dans R, toutes deux 2z-périodiques et définies sur -7 ;7| par :
Vt e [-mn, f(t)=¢e" etg(t) = w = ch(ct).
1. Dans cette qyestion seulement, on suppose ¢ = 1. Représenter graphiquement la fonction f sur U'intervalle [-27 ;27].
On précisera sur cette figure les valeurs de f aux points de discontinuité.
On donne e™™ ~ 0.04 et e™ ~ 23, 14.

+o00 +o0 +o0 +o00
2. On note Sf(t) = ao + Z ancos(nt) + ansm(nt) et Sg(t) = aj + Za’ncos(nt) + Z b, sin(nt) les séries de
n=1 n=1 n=1 n=1
Fourier de f et g.
(a) Calculer le coefficient ay.
(b) Soit n € N*. Montrer que a, = %
Indication : On pourra utiliser cos(nt) = Re (e™).

T_e—T

On rappelle que sh(z) = <=

(c) Soit n € N*. Montrer que b, = %w

3. (a) Quelle est la parité de g?

(b) g est-elle continue sur R ?

(c) Montrer que la série de Fourier de g est convergente.

On énoncera le théoréme utilisé et on précisera la fonction vers laquelle elle converge.

(d) Déduire a 1aide des coefficients de Fourier a,, et b, de f les coefficients de Fourier a/, et b/, de la fonction g.
4. (a) Dans cette sous-question seulement, on suppose ¢ =1 .

Représenter graphiquement g sur lintervalle [-27 ;27].

+00
—1)"
(b) Calculer Sf(0) et Sg(0) et en déduire I’expression g (2 +) 5
2+n
n=1

“+00

1
(c) Calculer Sg(m) et en déduire l'expression E oS
2+n
n=1

“+o00 2

1
5. E liquant la relation de P I leler Y (5 ) -
1 appliquant la relation de rarseval a g, calculer P <62+n2>

Concours ATS 2018

On considére la fonction 27-périodique f : R— R définie sur [-7 ;7| par
Vtel-mim], f(t)=7%t—1.
Partie A

Pour k entier naturel impair et n entier naturel non nul, on considére les intégrales Iy ,, = foﬂ tksin(nt)dt .

1. Calculer Iy 4.
o (=)™t (k1)

2. Montrer que pour k >3, I, , = - el [
. . 3(_1)nt+1 6m(—1)"
3. En déduire que I3, = = ( n) + W(n;; "

dt — 6r(—1)"*!

4. En utilisant ce qui précéde, montrer que foﬂ f(t)sin(nt) 3
Partie B

1. Etudier la parité de la fonction f.

2. Etudier les variations de f sur le segment |- ;7].

3. La fonction f est-elle continue sur R ? Justifier.



400 400

4. On note Sy(t) = Zancos(nt) + ansm(nt) la série de Fourier de la fonction f.
n=0 n=1

(a) Déterminer les coefficients a,.

_1\n+1
ontrer en utilisant la question el en precisant les etapes du Calcu ue pour tout n € on a 0, = 3 .
b) Mont tilisant la question A4 et en précisant les étapes du calcul que pour tout n € N*, on a b, = 121

5. Montrer que la série de Fourier Sy converge vers f en précisant le théoréme utilisé.
+o00o
—_1)P
6. Calculer S¢(m/2) et en déduire la valeur de Zﬁ .
p=0

7. Montrer que [ f?(t)dt = %; .

[e.9]
8. En appliquant la relation de Parseval a f, montrer que Zn_lﬁ = %.
n=1
9 (a) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Montrer que # = f:_l n%dt < f:_l t%dt .
b) Soit N i éri égal 1. M +°°1<1
(b) Soit N un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que nZXN;rl E < W

La partie C est faite en info.

Concours ATS 2020

On rappelle que la partie entiére d’un nombre réel x, notée |z ], est I'unique entier relatif n € Z tel que n <z <n+1

On considére la fonction f: R — R définie par f(z) = z — |z pour tout réel z € R.
1. (a) Pour tout réel z € R, exprimer |z + 1] en fonction de x.
(b) Montrer que la fonction f est périodique de période 1.
(c¢) Exprimer f(x) pour x € [0, 1] préciser la valeur de f(1).
(d) Représenter graphiquement la fonction f sur 'intervalle [—2,2].
(e) La fonction f est-elle continue sur R ? Justifier.

+00
On note Sy(x) = ap + Z (ancos(2mnx) + bpsin(2mnx)) la série de Fourier de f.
n=1
2. (a) Calculer le coefficient ag.
(b) Montrer que pour tout n > 1, on a a, =0 .
(c) Calculer les coefficients by,.
(d) Montrer que la série de Fourier de f est convergente.
Enoncer le théoréme utilisé et préciser la fonction vers laquelle elle converge.

3. (a) Justifier la convergence de la série numérique U = Zun de terme général u, = (272:

neN

(b) Trouver une relation entre U et S¢(1/4) .
(c) Montrer que U = 7 .

4. (a) Enoncer le théoréme de Parseval.
+o0o
(b)Calculer la somme V = Z# .

n=1



