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1 introduction de l’hamiltonien

Dans la plupart des cas on a :

d
dt
(mi, ~vi) = ~Fi où ~Fi =

∂U
∂~ri

soit T = 1
2
mi~ri

2

On a L = T (~ri)− U(~ri)

Donc d
dt

(
∂L
∂~ri

)
− ∂L

∂~ri
= 0(1) → réecriture des lois de Newton.

Soit Sγ =
∫ t1
t2
L(x, ẋ, t)dt nommé action.

Proposition :

Les trajectoires de (1) sont les chemins γ qui extremalisent l’action parmis les chemins

γ à extrémités fixe.

Démonstration :

Sγ+εh − Sγ =
∫ t1

t2

(L(x+ εh, ẋ+ εḣ, t)− L(x, ẋ, t))dt

=

∫ t1

t2

(
∂L

x
εh+ (

∂L

ẋ
εḣ

)
dt

= ε

[∫ t1

t2

∂L

x
hdt+

[
∂L

ẋ
h

]t1
t2

−
∫ t1

t2

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
hdt

]

or h(t1)=h(t2), d’où le terme intégré est nul

= ε

∫ t1

t2

(
∂L

x
h− d

dt

(
∂L

∂ẋ

))
hdt

= 0 ∀h

Soit pi = ∂L
∂qi

appelé mouvement généralisé

On a donc pi = ∂L
∂qi

et dL = ∂L
∂qi
dqi +

∂L
∂q̇i
dq̇i +

∂L
∂t
dt

D’où dL = ∂L
∂qi
dqi + pidq̇i +

∂L
∂t
dt

Et pidq̇i = d(piq̇i)− q̇idpi

D’où dL− d(piqi) = ∂L
∂qi
dqi − q̇idpi+ ∂L

∂t
dt
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Soit dH = − ∂L
∂qi
dqi + q̇idpi− ∂L

∂t
dt, où H = piqi − L est appelé Hamiltonien du système

D’où

 ṗi = −∂H
∂qi

q̇i = ∂H
∂pi

→ pourquoi cette expression ?

Soit T = 1
2
tq̇Bq̇ où B est une matrice symétrique

p = ∂L
∂q̇

= ∂T
∂q̇

= Bq̇

tpq̇ = tq̇Bq̇ = 2T

H = 2T − L

= 2T − (T − L)

= T + U

d’où → H est l’énergie totale du système → équation simple
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