6 CHAPITRE 6 - APPLICATION 1 - MECANIQUE DES SOLIDES
ELASTIQUES

6.1 Formulation d’un probleme d’élasticité

On considere un domaine 2 occupé par un matériau solide dont le comportement élas-
tique linéaire. Le domaine est soumis :

— aune densité de forces volumiques connue f. sur 'ensemble du domaine,

— a une densité surfacique de forces T connue sur une partie Q2 du contour 909,
Lorsque les effets d’inertie sont négligés, la résolution du probleme d’élasticité consiste a
chercher, en tout point A du domaine,

— le champ de déplacement (M) par rapport & la configuration non chargée, sachant
ces déplacements sont imposés a une valeur i, sur la partie complémentaire du bord
o€y,

— le champ de contraintes o (M) généré par ce chargement.

On se place dans I'hypothése ou I'amplitude des déplacements est faible. La déformation
est donc représentée par le tenseur des déformations linéarisés ().

1 p— p—
g(d) = i(gradﬁ—i—t grad @) (1)

On considére que, par le biais de couplages faibles, une partie ¢, de cette déformation est
donnée, par exemple une dilatation thermique.

6.1.1 Formulation locale

Les équations a résoudre ce probléme et ainsi déterminer complétement # et o sont :
— les équations d’équilibre :
edivotf,=0, VYMeQ
o ol = fd, VM € 0Qr
e o est symétrique
qui traduisent 'admissibilité statique du champ des contraintes. On dit que o est Stati-
quement Admissible (SA).
— les équations de la cinématique :
o =iy  YM e,
o (i) = %(gmmtgma) VM € Q
qui traduisent I'admissibilité cinématique du champ des déplacements. On dit que @
est Cinématiquement Admissible (CA).
— la relation de comportement :
o 0=K(z—24), VM € Q
ou K est I'opérateur de Hooke traduisant la comportement élastique et linéaire de ce
matériau.

6.1.2 Formulation condensée

Le probléme a résoudre peut donc se résumer a : trouver en tout point du domaine
un champ de déplacements @ cinématiquement admissible et un champ de contraintes «
statiguement admissible qui soient reliés par la relation de comportement.



6.1.3 Opérateur de Hooke

Lopérateur de Hooke caractérise le comportement élastique et linéaire du matériau. En
élasticité isotrope, il correspond a :

o= Aire)l + 2ue (2)
Il permet de décrire I'énergie de déformation locale en terme de déformations :
1
Ey(2) = §K$ L&

Les propriétés de cet opérateur sont les suivantes :

— Linéarité :
K(z1 +22) =Ke1 + Key 5 K(ag) = aKe (3)

— Symétrie :
Keq:g69 = Kéo : 81 (4)

— Positivité :
Ke:2>0 (5)

— Définition :
Ke:e=0 < =0 (6)

Lopérateur est donc un Opérateur Linéaire, Symétrique, Défini et Positif. Lopérateur inverse
K~! correspond en isotrope a :
14w v

&
Il permet de définir 'énergie de déformation en termes de contraintes :
|
Eq(o0) = iK o0 (7)

Il présente des mémes propriétés que 'opérateur de Hooke.

6.1.4 Difficultés

Le probléeme posé ci-dessus consiste donc a trouver neuf valeurs scalaires en chaque
point du domaine : trois composantes du champ de déplacement et six composantes du
tenseur symétrique des contraintes. Le nombre de points dans le domaine étant infini, il
s’agit d’'un probleme de dimension infinie.

Dans quelques rares cas ou la géométrie du domaine 2 est simple et ou le chargement
est décrit analytiguement, il est possible de déterminer une solution analytique. Dans la
plupart des cas, le solution est non analytique et on en cherchera une approximation.



6.2 Résolution d’un probleme d’élasticité

Méme lorsque gu’une solution analytique existe, il n'est en général par possible de la
déterminer facilement. On procéde par un algorithme de type essai/erreur dans lequel ont
commence par faire une hypothése sur la forme de la solution. En suivant ce procédeé, il
existe deux approches : dans la premiere, on commence par faire une hypothése sur la
forme du déplacement et dans la seconde sur le champ des contraintes.

6.2.1 Approche en déplacement

Approche directe

1. Poser le probleme

2. Choix d’'une forme de champ de déplacement i cinématiquement admissible par ob-
servation des propriétés du probleme,

3. Calcul du champ de déformation ¢,

4. Calcul du champ des contraintes @, aprés expression de la part de la déformation
donnée g 4,

5. Vérification des 'admissibilité statique de . Si ce champ n’est pas admissible on re-
tourne a I'étape 2.

Exemple : sphére sous pression On considére une sphére pleine de rayon R soumise
uniquement a une pression p sur sa surface extérieure. Elle est constituée d’'un matériau
élastique caractérisé par ses coefficients de Lamé \ et p.

1. Le probléme est : trouver (iu,s) tels que
— Admissibilité Statique :
e divo = 0,YMinQ
e 0é, = —pé,,VM € (r = R)
— Admissibilité Cinématique :
e Pas de conditions aux limites
o (i) = i(gmﬁ#gmﬁ)
— Comportement :
o g =2us+ Aire)l
2. Choix d’'une forme de champ de déplacement : compte-tenu de la symétrie sphérique
du probléme on se place dans un systeme de coordonnées sphériques et on fait I'hy-
pothése que le champ de déplacement est de la forme :

ﬁ(?“, 97 ¢) = ur(r)é;"

. . o1 . _
3. Calcul du champ de déformation : ¢(@) = 5(gmdu +! grad @)
€ ——dur ;€ = € = Erg = Erp =€ =0
rr—dr ) 69_7” ) ¢¢_7” ) rd — Crp — €0 —



4. Calcul du champ de contraintes : ¢ = 2ug + A(tre)l

™ ™ d T T
Opp = (2M+)\)ddli +2)\u7 ;090 = Ogp = A dQ:" +2()\+u)u7 ; Org = 0pg = 0gp =0
5. Admissibilité statique deg:

— Equilibre en volume : dive =0

— do 1 d*u 2 du U -

. — T - o — o _‘r — (2 A T “ L Yl _.T —
dive ( o —|—r(20 o060 0¢¢))6 (20 + )[ClTQ +7" o 7“2]6 0
soit

d?u, g% 2“7" d.1d

e R e b e

le point » = 0 appartenant au domaine, il faut nécessairement Co = 0 donc

(TQUT)] =0=u.(r)=Cir+ %

up(r) = Crr.

— Conditions aux limites :

p
=R)=-p=0B \+20)C; = O =-—
O’rr(T ) p ( + u) 1 1 3)\+2M
La solution est donc :
- pr o
u:_3)\+2'u€r ’ Orr =000 = Ogp = —P UTQZUT¢:UG¢:0

Equation de Navier Afin de trouver directement un champ de déplacement tel que le
champ de contrainte associé sera en équilibre, on peut combiner toutes les équations en
volume du probléme en une seule de la maniéere suivante.
Léquation d’équilibre s’écrit : .
dive + f, = p7 (8)
Cette relation valable quelque soit le milieu peut étre transposée en terme de déformation
si on utilise la loi de comportement (isotrope) du solide :

T =2ug + Atreg 9)

On peut de méme exprimer le tenseur de déformation a 'aide du gradient du déplace-
ment : .
£ = §(gradﬂ'+t grad @) (10)

En écriture indicielle, 'équation d’équilibre peut donc se réécrire :

oijj + fi = 2p€ij 5 + Nerrdig) j + fi = 2pei 5 + Nepr j6i5 + fi = pvi (11)
2u€ij; + Nk, j0ij + fi = p(uij + uji) 5 + Mg kidij + fi = pi (12)
P i+ i + Mg g+ i = pyi (13)



soit :
pAT 4+ (A + p) grad(div @) + f, = p7 (14)

s — . — . 7 ) .
En développant grad(divu) = Au + rotrotu, cette relation peut également s’exprimer
selon :

(20 + N AT + ( + A) rotrotii + f, = p7 (15)
Ou encore
(2 + \) grad(div @) — protrotd + f, = py (16)

Ces trois équations sont appelées équations de Navier. Elles sont totalement équiva-
lentes. Le choix de I'utilisation de I'une plut6t que de 'autre repose uniquement sur des consi-
dérations de simplicité des expressions, notamment dans les cas ou des termes peuvent étre
nuls.

Si I'on se place dans une situation anisotherme, il faut prendre la loi de comportement
compléte :
a=2us + (AMtre — Ko, AT)I (17)

Léquation d’équilibre s’écrit : .
dive + f, = p¥ (18)
En écriture indicielle, 'équation d’équilibre peut donc se réécrire :
0ijg + fi = 2pe€ij; + Mewrdij) j — (KowATbi5) 5 + fi = pyi (19)
Le terme supplémentaire : — (Ko, ATé;5) ; donne
—(KO[UAT)J' = —Kav(T — T())ﬂ' = —KO[UIZ',

. N e
ce qui correspond a — Ko, grad T'.

Léquation de Navier anisotherme prend donc la forme :

UAT + (A + p) grad(divid) — Ka,grad T + f, = p7 (20)




6.2.2 Approche en contraintes

Approche directe

1. Poser le probleme

2. Choix d’'une forme de champ de contraintes ¢ statiquement admissible par observation
des propriétés du probleme,

3. Calcul du champ de déformation ¢ apres ajout de la part de la déformation donnée

4. Calcul du champ de déplacement « par intégration de . Si la compatibilité des défor-
mations n’est pas vérifiée, retour a I'étape 2.

5. Vérification des I'admissibilité cinématique de . Si ce champ n’est pas admissible on
retourne a I'étape 2.

Exemple : traction pure On considére le probléeme de traction pure suivant. Le domaine
étudié Q2 est parallélépipéde rectangle. les normales a ses faces sont alignées avec les
vecteurs de la base orthonormée directe (€1, é, é3). La surface latérale, notée S, est le
regroupement des deux faces normales a é; et des deux normales a é5. Elle est libre d’effort.
La face S, de normale sortante ¢; est soumise a une densité surfacique de charge fé;. La
face S_, de normale sortante —é; est soumise a une densité surfacique de charge —fej.
f est un paramétre de charge donné. Le matériau est élastique linéaire de paramétres A
et v. On se place dans I'hypothése des petites perturbations et les effets dynamiques sont
négliges.
1. Probleme
dive =0, VM €Q

oteéy =otxé3 =0, VM € S)yy ; oéy = fer, VM € S+ ; 0(—51) =—féer, VM e S_

1 1 —T
£ = ;Va—%trcrﬂ, YM € Q ; $:§(gradﬁ—i—grad )
2. Choix d’'une forme de champ de contraintes : compte tenu des conditions aux limites
on suppose
c 0 0
g = 0 00
0 00
ou o est un scalaire a définir. Ce champ est tel que :
e dive =0

e o¢| = fé; uniquement sio = f
e toutes les autre conditions d’admissibilité statique

3. Calcul du champ de déformation :

% 0 0

e=| 0 —Z5 o0
0 gj z

E



4. Calcul du champ de déplacement (voir formulaire d’intégration :

f 1 A1 P T
QZ(M) = E —Vx + )\2 + q VAN xTo
—vxs3 A3 r T3

ou A1, A1, A1, p, ¢, €t r sont les parametres du mouvement de solide rigide.
5. Il n’y a pas de conditions aux limites

Equation de Beltrami Pour garantir la compatibilité du champ de déformation dés les
choix de forme du tenseur des contraintes, on peut chercher a traduire les conditions de
compatibilité sur les composantes des contraintes. La recherche d’une forme différentielle
sur les termes du tenseur des contraintes passe par I'expression des équations de compati-
bilité. On rappelle que le champ de déformation d’'un milieu continu doit vérifier :

€ijkl t €klij = €ikjl T €jik (21)

ce qui signifie six équations non-colinéaires. On conserve les six équations en posant
k=1, soit:
€ijkk T €kkij = €ik,jk T €jk,ik (22)

On utilise ensuite la loi de comportement duale :

_1+y v

€ 7 % % tr(o)l (23)
Cela donne en indiciel : 1+
1% 14
€ij =~ i) — pOkkOi) (24)
On identifie les expressions dans I'équation de compatibilité :
1+v v
Cijkk =~ Tk — Eall,kkéij (25)
1+v 3v 1—-2v
€kk,ij = Takk,ij - fakk,z‘j = ?Ukk,z‘j (26)
1+v v 1+v v
€ik,jk =~ Oik,jk — UKk = ik gk — O] (27)
1+v v 1+v v
€jkiik = — g Ojhiik — Eall,ik(Sjk =~ Tikik ~ HOW (28)
Léquation
€ij,kk T €kk,;ij = €ik,jk T €jk,ik (29)
donne donc :
1+4+v v 1-2v 14+v v 1+4+v v
g Ciikk Eall,kkfsij t—pOkkij =~ Oikgk — O T~ Ojkik — 70U (30)
(1 +v)0ijrk — voukkdij + okk,ij = (1 + v)(0ik i + Ojk,ik) (31)



On transforme ensuite cette expression de maniere a y introduire les forces volumiques
f atravers I'’équation d’équilibre statique (dive + f, = 0). On reconnait ainsi :
Tikjk = (Oikg) g = —fij 1 ojwi = (k)i = —fi (32)

soit :

(1 +v)oijik — Voukkbij + orkaj + (L +v)(fij + f54) =0 (33)

Cette premiere équation différentielle en contrainte est généralement transformée de ma-
niere a remplacer le terme oy .

Prenons le cas particulier i = j, on procede a une sommation sur cet indice (attention :
(14 v)osipk — 3vourr + opkii +2(L+v) fii =0 (34)

oii ki @ alors le méme sens que oy ki et oy ;. On obtient finalement

0, (35)

relation qu’on introduit dans la forme générale (simplifiée de (1 + v)) :

Ollkk = —

v 1
Tijk + T yfk,k% + o, Okkii (fij+ f5i) =0 (36)
On obtient six équations, nommées les équations de Beltrami. Ces équations s’écrivent

sous forme vectorielle :

_ N N
grad grad(tr o) + grad f, +' grad f, = O (37)

v - 1
A —di I
cr—i—l_y |va—i—1+

v

Elles présentent I'intérét de se simplifier dans un certain nombre de configurations. En
particulier, dans le cas ou les forces volumiques sont uniformes (ce qui est généralement le
cas), on obtient :

_ 1
gradgrad(tre) = O ouencore oy pr + ——0kk,i; =0 (38)

A
@—i_l—&—y 1+v

6.2.3 Solutions particulieres

On considere un repere orthonormé et une base cartésienne (é1, €, €3).

Etat de contrainte sphérique

(39)

S|

1
S O Q9
o q o
q oo

(€1,62,€3)

Ce tenseur est naturellement invariant par changement de repére (exemple du milieu fluide).
A la "pression" correspond un état de contrainte sphérique ou "hydrostatique".

8



Remarque La trace de ce tenseur vaut 30. Chaque terme vaut donc la contrainte hy-
drostatique 0. Le déviateur est donc nul pour ce type de chargement.

Etat de contrainte uniaxial

S
|
S © 9
o oo
o oo
s
=)
N—

(€1,62,63)

Exemple d’une traction/compression suivant I'axe e;.

Etat de contrainte plan ou antiplan

0 O 0 011 012 013
Tplan = 0 o022 o023 ; Tantiplan = o2 0 0 (41)
0 o023 o033 o3 0 0

(€1,€2,€3) (€1,€2,€3)

Exemple1 : "contrainte plane" film mince en bitraction
Exemple2 : “contrainte antiplan” - "traction/torsion" d’axe é;.

Etat de contrainte de cisaillement pur

0 012 0
o= o012 0 0 (42)
0 0 0/, ..

6.3 Existence et Unicité de la solution

Afin d’étudier les propriétés d’unicité de la solution du probléme d’élasticité on commence
par faire une formulation globale du probleme.
6.3.1 Espaces d’admissibilité

Soient @ et ¥ deux champ de déplacement cinématiquement admissibles. Le champ @* =
u — v est dit cinématiquement admissible a zéro. En effet, il appartient a 'espace :

@* e U° = {a*, régulier /i* = 0,YM € 99, }

Lespace U des champs cinématiquement admissibles a zéro est un espace vectoriel.

Remarque Si i est solution du probléme d’élasticité alors tout champ cinématiquement
admissible est du type u + @* ou u* est cinématiquement admissible a zéro.



