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1 CHAPITRE 1 - INTRODUCTION - PRINCIPE
DES MILIEUX CONTINUS - NOTIONS TEN-
SORIELLES ET OPERATEURS

- milieu continu: modele descriptif de la matiere - échelle "macroscopique”
continue (ignore structure atomique)

Objectif 1: fournir une description et des outils de modélisation du comporte-
ment des objets déformables (solides, fluides, gaz)

Objectif 2: dimensionnement: résistance, dimensions..etc...

- Cadre de la mécanique classique. MAIS différent mécanique générale (so-
lide rigide)

- Physiques concernées: Mécanique (mouvement et forces), électromagné-
tisme (champ et forces), thermique (dilatation)

- Les champs électromagnétiques et thermiques seront vus avant tout comme
des chargements d’un probleme mécanique - on ne s’intéressera pas a la résolu-
tion de problemes purement électromagnétiques ou thermiques. L’influence du
mouvement sur les équations de 1’électromagnétisme sera néanmoins évoquée.

- Milieux classés en deux catégories liées a des comportements mécaniques et
cinématiques particulieres : solides et fluides (liquides et gaz).

1.1 Principes des milieux continus

=> Représentation MMC.
=> Conservation

=> Comportement

=> Conditions limites

1.1.1 Représentation continue de la matiere

Objectif: cinématique du milieu



Solide rigide: 6 degrés de libertés associés: 3 translations + 3 rotations dans
I’espace réel.
Solide déformable: la connaissance du mouvement d’un ou de plusieurs points ne
permet pas forcément de déterminer le mouvement des autres
=> nombre infini de ddl.
=> encore plus évident pour les milieux fluides (particules indépendantes).

introduction de la notion de "champ"

=> grandeurs cinématiques: position (évidemment), déplacement, vitesse, induc-
tion, "champs" électrique et magnétiques, température.. etc.. sont des fonctions du
temps MAIS AUSSI de I’espace

=> grandeurs a déterminer sur I’ensemble du milieu étudié : notations mathéma-
tiques : fonctions scalaire, vectorielle, ou tensorielle de 1’espace et du temps

Remarques
=> mouvement = superposition de deux mouvements :
* un mouvement global (solide indéformable: (translation + rotation) - déplace-
ment solide - considéré comme acquis / qqes €léments revus dans la cadre du
cours (cadre local)
* un mouvement qui traduit les déformations du solide - problemes d’élasticité
* mouvement des fluides: champ de vitesses
=> référentiels non galiléens non traités (extension et généralisation aisée - inertie)

1.1.2 Les équations de conservation

=> démarche est trés générale en physique (lien entre grandeurs).

=> MMC, apparaissent 2 équations de conservation propres:

xla conservation de la masse : variation de la masse contenue dans un volume est
égal au flux de matiere a travers la surface limitant ce volume;

* la conservation de la quantité de mouvement: mécanique classique résulte de
I’application des théorémes de la mécanique générale a I’ensemble des particules
d’un milieu - la variation de quantité de mouvement due aux efforts exercés sur
les particules (efforts volumiques), aux efforts surfaciques exercés sur la surface
et a la quantité de mouvement transportée par les particules traversant la surface;

=> EMC, apparaissent 2 équations de conservation propres:



* la conservation de la charge électrique
* la conservation du flux magnétique

=> MC: apparait 1 équation de conservation générale :
* la conservation de 1’énergie : premier principe de la thermodynamique - la varia-
tion d’énergie contenue dans un volume est due au travail des efforts volumiques
et surfaciques, a I’énergie électromagnétique transmise, au flux de chaleur, aux
sources de chaleur et a I’énergie transportées par les particules traversant la sur-
face.

Remarque: grandeurs physiques transportées par les particules : notion de convec-
tion. => notion de flux

1.1.3 Les lois de comportement

=> relation au niveau local entre cause et effet

=> électromagnétisme: relation entre grandeurs électromagnétiques: champ /
induction - courant / tension

=> mécanique: cinématique / dynamique au niveau local: "déformation" / "ef-
forts" ou "taux de déformation" / "efforts" (fluides)

exemple: ressort: "déformation" linéaire avec "l’effort" appliqué (niveau local
et global)
Etablissement a partir des invariants des grandeurs physiques.

IMPORTANT: les lois de comportement # lois de conservation : caractéristiques
des milieux étudiés (modélisation du milieu).

Les milieux étudiés dans ce cours se caractériseront par les propriétés suivantes :
* I’homogénéité (méme comportement en tout point du milieu) ;

* I’isotropie (méme comportement dans toutes les directions de 1’espace) ;

* la linéarité (proportionnalité des effets).



1.1.4 Les conditions aux limites

- relation milieu / environnement

=> caractérisation d’un milieu: lois de conservation + lois de comportement
=> systeme particulier: relations avec son environnement

* déplacement (ou vitesse) ou efforts (sur les "bords").

* potentiel électrique, charges.

* temps (conditions initiales)

1.2 Rappels et notions tensorielles élémentaires

1.2.1 Repérage dans I’espace et le temps

* repérage dans le temps
- espace des instants: T espace affine, dimension 1 dans R et orienté (u)
- repérage: élément T de T
- dans un repere galiléen avec temps ¢ et instant initial ¢y, on définit:

tot = T (1)

si tQZO ,t=7

* repérage dans I’espace
- espace affine euclidien € tridimensionnel, dans R?, orienté (i, ,is,i3), produit
scalaire, produit vectoriel.
- un milieu {2 est une partie de €.
- on définit un espace € par milieu {2.

* Mouvement d’un point
- fonction = application de T — €:t — M (t)
- O: origine de € => mouvement défini par une fonction vectorielle telle que:
T — €:t — OM(t) => position du point M

Si utilisation d’une base B=(¢&},é5,¢3), mouvement défini par 3 fonctions sca-
laires:



T — €t — (21(t),22(t),23(t)), coordonnées de M dans le repere R (O,é7,65,€3)

OM = x1.€1 + $2.€2 + x3.€3 (2)

Rmgq: on confond généralement € et R.
=> vitesse:

. dOM L

V(M,t) = dt ZR = X1.€1 + To.€5 + T3.€3 (3)
=> accélération:

. dPOM

P(M,t) = WZR = T1.€1 + X9.€69 + T3.€3 (4)

1.2.2 Notions tensorielles élémentaires

MMC fait appel aux tenseurs. => qqes outils nécessaires a la manipulation des
tenseurs.

* Définitions
On se place de R, qu’on prendra toujours orthonormé direct.
- Un vecteur ¥ s’écrit:

U= x1.€1 +$2.€2 +$3.€3 (5)
ou €ncore:
U= 7;.€ (6)

en utilisant la convention de sommation des indices répétés ou convention
d’Einstein. ¢: indice muet.

Exemple matrice A, telle que:
A= A€ ® €

indice répété => signification de trace : tr(A) = Ay + Ao + Asg = Ay
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Matrice identité
matrice identité I ou matrice de Kronecker: d;;.
tel que

Lv=17

soi en indiciel:
5Z-j.vj = V;

=> cette matrice a la propriété d’échange des indices.
Exemple d’application: changement de base

Le changement de base de B — B™ permet de définir de 2 maniéres différentes
le vecteur v

U =16 =1,.€ (7)

Un changement de base est défini par le passage de I’ancienne base a la nou-
velle:
€ = ;€ (®)

Les «;; sont les 9 éléments d’une matrice A 3x3, dite matrice de changement de
base, othogonale et vérifiant A~! = ‘A,
Il vient par ailleurs:

x; =0.€; = (vg.€;).045€; = (T05)€).€; 9)

Le produit scalaire é€j,.¢; vaut 1 sik = 5,0 si k # j.
=> définition de la matrice identité I: dy;.

On en déduit:

SL’;(( = (xkazj>€k€] = (xkaij)ékj = QG T; (10)
Relation simple de calcul des coordonnées dans la nouvelle base.

Tenseurs usuels:

tenseur d’ordre O: défini dans R par une valeur a: scalaire
tenseur d’ordre 1: défini dans R par trois valeurs a;: vecteur. changement de base:
*
a; = ija;
=>représentation vectorielle: @ ou a
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tenseur d’ordre 2: défini dans R>*x R® par neufs valeurs a;;: matrice . changement de base:

f—
Q5 = Qi Q51 Qk

=> représentation matricielle: A ou A ou A

* Propriétés des tenseurs d’ordre 2

- tenseur symétrique: A = ‘A (a;; = a;;); tenseur antisymétrique: A = —‘A
(a;; = —a;;) => décomposition d’un tenseur:
1 . 1 . ,
Aza(A+ A)+§(A— A) = Sym + antiSym (11)

- invariants d’un tenseur: ne dépendent pas de la base choisie (scalaires caracté-
ristiques).

Invariants classiques: trace, déterminant et formes quadratiques.

Construction a partir du polyndme caractéristique(det(\.I — A) est également
un invariant):

PA\) =detAI—A) =N — L[N+ L\ — I (12)

Donc les les termes I, I et I3 sont également des invariants par changement de
base.
On peut réécrire le polynome si il est diagonalisable selon:

PA) = A= A)A =)A= Ay) (13)

L’équation P()\) = 0 admet trois racines: les \; sont les valeurs propres du
tenseur (ou valeurs principales). Cela signifie qu’il existe une base (base princi-
pale) dans laquelle le tenseur s’exprime selon:

AM00
Af=1 0 X 0 (14)
0 0 X

BP

Les invariants pour les grandeurs électromagnétiques sont construits a partir
du produit matriciel
B=B®B (15)
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la trace du tenseur B vaut ainsi la norme de B au carré.
- opérations: trace, produit scalaire de vecteurs, contraction, produit doublement
contracté

tr(A) = Ay + Ay + Agzs = Ay (16)

U.T = Uu;€;.0;€; = UV;0;5 = UV (17
AV = A,V =We =W (18)

AB = A;;Bj, = Cy, =C (19)
tr(AB) =tr(C) =Cy = A;jBj; =A: B (20)

* Analyse tensorielle

- NB: pseudo-tenseur: le tenseur "spin" (dit de Levi-Civita)
Les pseudo-tenseurs permettent de réaliser des opérations de symétrie par rapport
a des plans ou des points. Le tenseur "spin" noté ¢;;;, est un de ces tenseurs. Il
possede les valeurs suivantes:

1 sii,j et k sont en permutation paire (ou circulaire) ex: 1 —2 — 3
€k = { —1 siiyjetk sonten permutation impaire (ou anti-circulaire) ex: 1 — 3 — 2
0 si i=j ou j=k ou k=i
21

et s’applique, par exemple, pour la calcul indiciel du produit vectoriel:
W=uNU= wle: = (eijkujvk)é; (22)
ou encore du double produit vectoriel...

- Gradient d’un tenseur: différentielle du tenseur par rapport aux variables d’es-
pace
=> Si f est un champ scalaire, on a:

df = grad(f).dM = f;.dM; = %.dMZ- (23)

=> Si V est un vecteur tel que V = V& ona pour chaque composante:
dVi = grad(V;).dM = V; ;.dM, (24)
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soit:

dV = grad(V).dM (25)

- Divergence d’un tenseur: somme des différentielles du tenseur par rapport aux
variables d’espace
=> Si V est un vecteur tel que V' = V€, ona:

ovy oV,  IV:
L, OV OV

div(V) =
ZU( ) dl’l d.TQ d.T3

= ‘/;71' = V;,jéij = tr(g'r’ad(\?)) (26)

=> Si A est un tenseur d’ordre 2,0n a:

N

— . pd —_— = —
- Rotationnel d’un vecteur V' = V€. On définit: W = rot(V') = W,é;, avec:

On obtient:
Wi = €ijx Vi (28)

- Laplacien d’un tenseur: somme des dérivées secondes => Si f est un champ
scalaire, on a:

B 0 f n 0 f n 0 f
© Oz} 013 Ox3

Af = fu = div(grad(f)) (29)

=> Si V est un vecteur tel que V =V;é ona pour chaque composante:

AV, =Vij; (30)
soit:
o — o
AV = div(grad(V)) 31)



