6.3.2 Formulation globale de I’équilibre

On considére un champ de contraintes ¢ statiquement admissible. Puisque ¢/ est un
espace vectoriel, I'équation d’équilibre global

— o
dive + f, =0

peut s’écrire :

— —
(dive + f,).a* =0, vi*eU’ (376)
En intégrant sur le domaine :
/ (%a+ﬁ).ﬁ*d9=o, vi* e Y° (377)
Q

En utilisant I'intégration par partie :

/ Uz‘juid‘dﬂ = / O'ij,juidﬂ +/ aijn]—dE (378)
Q Q o0
on obtient :
/ o : grad(a*)dQ — / foi*dQ— | oratdsS =0, Vi*elu® (379)
Q Q o0
et en remarquant que grace a la symétrie de I'opérateur des contraintes :
1 1
OijUi 5 = §(Uijui7j + O'ijUjJ‘) = aij§(ui7j + Uj,i) = 0;;€ij (380)
on obtient :
/ o:e(@)dQ — | on.a*ds —/ fo*dQ=0, Vi*elu® (381)
Q o0 Q

Et sachant que @* est cinématiquement admissible et que « est statiquement admissible :

/ ore@)d— [ Tpards — / Foird =0, it e U (382)
Q Q

oQr

Cette équation d’équilibre global, traduit le fait que le travail des efforts intérieurs dans les
déformations d’'un champs de déplacement admissible a zéro est égal au travail des efforts
extérieurs dans ce champs de déplacement.

6.3.3 Formulation variationnelle en Déplacement

Si 4 est solution du probleme d’élasticité. Le champ de contrainte associé Ke () est
statiguement admissible donc :

/ Ke (@) : e(@*)d — Ty ds — / fot*d2=0, Va*eUu (383)
Q Q

00

sachant que «* est cinématiquement admissible a zéro il est tel que @* = @ — ¢ ou v est
cinématiquement admissible. On obtient donc la formulation variationnelle en déplacement :
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i solution en déplacement du probleme d’élasticité est tel que pour tout champ # cinémati-
quement admissible :

/Kg(ﬁ) L& (@ — 7)d2 — fd.(ﬁ—ﬁ)dz—/ fo (@ — T)d2 =0 (384)
Q Q

oQr

Par ailleurs, si une partie des déformations sont imposées par des couplages et regrou-
pées dans le champs de déformations donné ¢4, c’est-a-dire que la relation de comporte-
ment s’écrit :

o =K(e(d) —gq) (385)

alors la formulation variationnelle en déplacement devient :

/Kg(ﬁ):g(ﬂ—ﬁ)dn— T’d.(”—ﬁ)dz—/st:g(ﬁ—ﬁ)dﬂ—/ﬁ.(ﬁ—ﬁ)dﬂ—o
Q Q Q

(386)

oQr

6.3.4 Unicité de la solution

On considére deux champs de déplacement solutions ; et @s. En écrivant la formulation
variationnelle pour #; et en prenant i, comme fonction test, on obtient :

/ Kéf(ﬁl) . 55(1_1:1 — ﬁg)dﬂ — / fd.(ﬁl — ﬁg)dz — / ﬁ,(ﬁl — ﬁg)dﬂ =0 (387)
Q oQr Q

De méme, En écrivant la formulation variationnelle pour > et en prenant @; comme fonction
test :

/ Ke (i) : £(iy — 1)dS2 — / Ty (G — @)dS — / fo(lip — @)dS2 = 0 (388)
Q oQr Q
En écrivant la somme des deux équations, on obtient :
/ K&(ﬁg — ﬁl) : &'(ﬁg — ﬁl)dﬂ =0 (389)
Q

soit :

/ Kle(iis) — e(if1)] : [2(i) — #(i01)]dS2 = 0 (390)

Q

D’apres les propriétés de I'opérateur de Hooke, qui est défini positif, cela conduit nécessai-
rement a :
e(ly) = (i) (391)

Il'y a donc unicité en déformation et donc en contraintes, par application de la relation de
comportement.
g9 = a1 (392)

Remarque On retrouve ce méme résultat si on prend aussi en compte des déforma-
tions données 4.
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Unicité en déplacement Deux champs de déplacements présentant le méme champ de
déformation different d’'un mouvement de solide rigide. Il n’y a donc en général pas unicité en
déplacement. Cependant, si les conditions d’admissibilité cinématique (conditions de dépla-
cement imposé) bloquent tout mouvement de solide rigide, alors il y a unicité de la solution
en déplacement.

Probléme bien posé Lunicité de la solution a été démontrée car le probleme est bien
posé. Cela signifie que en tout point du bord 952 on impose soit des déplacements, soit des
efforts. Il n’existe pas de points ou ni I'un ni 'autre n’est imposé. En effet si on imagine qu’'une
partie du bord 02; n’est soumise ni a des déplacements imposés ni a des efforts, alors la
condition globale d’équilibre devient :

/ o ¢ e(i)d — / Ty itds — / oS — / Foard =0, Vireu®  (393)
Q oQp 0% Q
donc la formulation variationnelle ne peut contenir uniquement du déplacement et devient :

/an(a);aﬁ—a)dﬂ— fd.(ﬁ—ﬁ)dZ—/

aﬁ.(ﬁ—mdz—/ fo(@—7)d2 =0 (394)
oQ; Q

A
Alors, dans la démonstration de I'unicité, 'équation 390 devient :
/ Kle (i) — £(i1)] : [e(@2) — e(@)]dR — | (02 — 01)i. (T — T)dS =0 (395)
Q 082

et ne peut donner de résultat quant a l'unicité en déformation ni donc en contrainte. On
pourrait aussi montrer que I'existence de la solution n’est pas garantie dans cette situation.

Par extension, un probléme est bien posé si en tout point du bord et dans chacune des
trois directions de I'espace, on impose soit un déplacement soit un effort et pas les deux ni
ni I'un ni l'autre.

6.3.5 Existence de la solution

On s'intéresse au cas d’un solide soumis a des efforts donnés 7 sur tout le bord du
domaine, c’est-a-dire que 990 = 9Qpr Un mouvement virtuel rigidifiant est un champ de
vecteurs de la forme : . o

(M) =U"+Q*NOM (396)

ou U* est un vecteur de translation et * un vecteur rotation. Si on imagine un mouvement
de translation uniquement, la formulation globale de I'équilibre donne :

- / T,.U*dy — / f,.U e =0, YU* (397)
oN Q

soit :
( / Tds + / f.dQ).0* =0, vO* (398)
[2)9] Q

Cette condition n’est possible que si la résultante des efforts extérieurs appliqués sur le
domaine est nulle :

Rextq = / TydS + / fodQ2 =0 (399)
oN Q
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Si on imagine un mouvement de rotation uniguement, la formulation globale de I'équilibre
donne :

- / Ty (5 A OM)dY — / fo (X AOM)dS2 =0, V* (400)
o0 Q
soit en permutant les produits vectoriels :
/ (OM A fd).ﬁ*dz/ (OM A f,).QdQ =0, VO (401)
o0 Q
soit :
— — —_— — — —
(| OMATyd% +/ OM A f,dQ2).0* =0, VQ* (402)
o0 Q

Cette condition n’est possible que si le moment des efforts extérieurs appliqués sur le do-
maine est nul :
— —_— — —_— — —
Mo ext—a = OM A Tydx + / OM A f,dQ2 =0 (403)
o0 Q
Par extension a des situations ou seuls quelgues mouvements de solides rigides peuvent
exister, la solution du probléme I'élasticité ne peut exister que si il y a équilibre global des
efforts exercés sur le domaine étudié.

6.4 Modélisation
6.4.1 Principe de Saint-Venant

Il s’agit d’'une approximation

=> Lorsqu’on applique une sollicitation, I'état du solide, loin des zones d’application, ne dé-
pend que du torseur des efforts appliqués et non de la description exacte de la charge.

=> Ce principe permet de traiter les cas ou I'on représente les efforts par des forces ponc-
tuelles que la MMC ne saurait pas traiter.

Exemple d’'une poutre console chargée en différents points

[l est logique de considérer que loin de I'extrémité de la poutre, les efforts et déformations
seront les mémes dans les deux cas.

Exemple d’'une poutre console chargée en 2 points - force opposée
=> on peut considérer que loin de I'extrémité, il N’y a pas de déformation, il est clair que

I'état du solide a proximité des points d’application des efforts est mal représenté.

lllustration : traction pure La figure 1 présente les résultats d’'une simulation numérique
d’un chargement de traction pure sur un barreau avec un chargement réparti non uniforme
sur I'extrémité. On remarque que la répartition des contraintes axiales devient rapidement
uniforme dans la section @ mesure qu’on s’éloigne de la zone d’application des efforts.

Pour une seconde répartition d’effort (figure 2) dont le torseur résultant est le méme que
celui de la premiére, on retrouve les mémes résultats sachant que I'état de contrainte loin
du bord est le méme que pour le premier chargement.
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FIGURE 1 — Traction pure : premier chargement

FIGURE 2 — Traction pure : second chargement
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Létat de contrainte interne ne dépend donc que du torseur résultant des efforts appli-
qués. Le champs des contrainte ne dépend de cette répartition qu’en proximité du bord (a
une distance inférieur a I'épaisseur du barreau).

lllustration : flexion pure La figure 3 présente les résultats d’'une simulation numérique
d’'un chargement de flexion pure sur un barreau avec un chargement réparti non linéaire-
ment réparti sur I'extrémité. On remarque que la répartition des contraintes axiales devient
rapidement linéaire dans la section a mesure qu’on s’éloigne de la zone d’application des
efforts.

FIGURE 3 — Flexion pure : premier chargement

Pour une seconde répartition d’effort (figure 4) dont le torseur résultant est le méme que
celui de la premiére, on retrouve les mémes résultats sachant que I'état de contrainte loin
du bord est le méme que pour le premier chargement.

FIGURE 4 — Flexion pure : second chargement
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6.4.2 Théoreme de superposition

Le théoréme de superposition découle de la linéarité des relations de comportement uti-
lisées pour les solides élastiques.

Si i est la solution d’un probleme P, et i5 la solution d’'un probléme Ps, alors ky iy + koo
est la solution d’'un probleme ki Py + ko Ps.

Si a un état de contrainte ¢; correspond un état de déformation #; (donné par la loi de
comportement duale) et si a un état de contrainte o> correspond un état de déformation «-
alors a I'état de contrainte ka1 + koao correspond un état de déformation k21 + kogo.

Ce théoreme permet de résoudre des cas de chargement compliqués par I'addition des
solutions élémentaires.

6.5 Résolution approchée
6.5.1 Principe

Le principe de la résolution approchée est de chercher d’approximation du déplacement
dans un sous espace vectoriel de I'espace vectoriel des solutions cinématiquement admis-
sible. Ce sous espace est engendré par une base de fonctions choisies :

(61, ,6n) (404)
de telle maniére qu’on cherche une solution approchée dans cette base :
N
ﬁapp = Z qiPi (405)
i=1
En utilisant la propriété qui dit que pour qu’'une condition soit vraie pour tous les vecteurs

d’'un espace vectoriel, il faut et il suffit qu’elle soit vraie pour tous les vecteurs de base, la
formulation variationnelle devient :

/ K (tapp) : £(hi)d2 — Ty.(f;)dS — / fo(@)d2=0,Yi=1---N (406)
Q oQr Q
soit :
N — — — — — —
/ Ke()  qj6)) : £(¢i)d — Ty-(¢i)d¥ — / fo(0i)dQ2=0,¥i=1---N  (407)
Q =1 oQr Q
soit :

N
; [/Q Ke(¢i) :$(¢j)dﬂ] g = /99T Ty (6;)dS + /va-(qbi)dﬂ,w 1N (408)

Lensemble de ces N équations correspond au systéme linéaire de taille N x N :

[KHa} =A{f} (409)
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ou [K] est la matrice de raideur qui est symétrique, définie et positive (donc inversible) et
dont les termes sont :

kij = /ﬂ Ke(p;) : () dS2 (410)
et {f} le vecteur des forces généralisées dont les composantes sont
fi= [ Tal@ras+ [ Fdae @11)
o0y Q

La résolution du systeme 409 conduit a I'obtention des scalaires ¢; et donc a I'expression de
la solution approchée dans la base d’approximation.

6.5.2 Exemple : barrage poids

On étudie I'équilibre, sous 'action de I'eau, d’'un barrage poids supposé élastique repré-
senté sur la figure 5.

FIGURE 5 — Barrage poids

Ce barrage est supposé encastré sur sa face Sy, libre d’effort sur la face S, et soumis a
une répartition d’effort F sursaface S;. Le déplacement normal est imposé nul sur les faces
Sr, et S_p, qui sont libres d’effort tangentiel. On prend F = —p7*€1 ol p est donne.

On fait 'nypothése que les conditions aux limites en déplacement sur la face Sy consiste
a imposer que toutes les composantes de déplacement sont nulles sur cette face.

Questions
1. Poser le probleme et écrire les conditions au limites. A-t-il une solution unique ?
2. Ecrire la formulation variationnelle en déplacement du probléme.
3. On cherche une solution en déplacement de la forme

. - - - T . - x o
U=qd +q@ps avec ¢ = (f +1)& et ¢y = (f +1)é (412)

Vérifier que U est cinématiquement admissible.

4. Calculer les scalaires ¢; et ¢o et déterminer ainsi la solution approchée. Est la solution
exacte ?
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Eléments de correction
1. Les conditions d’admissibilité cinématiques sont :

@(M)=0,YM €Sy ; w(M).&=0,YMecS,US_|
Les condition d’admissibilité statique sont :
J(€1+52) 26, VM €Sy ; o13=093=0,VYM € S, US_p,

o11 :p%,VMesl 3 U12=U13=0,VM€S1

La relation de comportement est :
o =2ug + Atre)l

Le probleme est bien posé donc il a une solution unique.

2. La formulation variationnelle est déplacement est : , solution du probleme est ciné-
matiquement admissible et tel que :

/K&(ﬁ):dﬁ*)dﬂ#—/ pm(ﬂ’*.a)dE—k/ pg(d*.é3)dQ2 =0
Q s h Q

3. Quelques soient les parameétres scalaires ¢; et ¢o, la solution approchée est cinémati-
quement admissible.

4. Expression de la matrice de raideur :
kin=pL ; koo=A+2u)L ; kio=kn=0

Expression du vecteur des forces généralisées :

Lh Lh?
fi= p? ;o o= —PQT
La solution du systéme est donc :
_ph o pgh?
Q1—3,u 42 = 300+ 271)

Ce qui correspond a la solution approchée cinématiqguement admissible :

. To ph _, pgh?®
app = (7= + 1)(5 & = 57775 < @)

5. On regarde si le champ de contrainte est statiquement admissible. Par exemple, on
constate que o011 = ¢2A\/h est constant dans le domaine. Donc cette composante ne
satifait pas aux conditions sur la face S;. Le champ de contrainte n’est pas statique-
ment admissible donc la solution approchée n’est pas la solution exacte.
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6.6 Dimensionnement - Critéres de plasticité

Les composantes du tenseur des contraintes ont la dimension d’une pression (1Pa=1N.m~2).
La force exercée par le milieu sur un élément de surface vaut :

df = T(M,7).ds = o.ii.ds (413)

6.6.1 Contrainte "normale" et contrainte "tangentielle"

Renvoie a des notions vues en RDM.

Définition 1 : on appelle contrainte normale la projection du vecteur contrainte sur la
normale 7 a la surface, soit :
on =T(M,).7i ="i.0.i (414)

Définition 2 : on appelle contrainte tangentielle (ou "cission" en cristallographie) la pro-
jection du vecteur contrainte sur la surface de normale 7, soit :

T = T(M, 7).t (415)

avec ¢ un vecteur appartenant a la surface tel qu’on puisse décomposer le vecteur-contrainte
selon :

T(M, i) = opit + Tl (416)

Considérons le tenseur o;; :Les termes de la diagonale o;; sont appelées les contraintes
normales associées aux 3 axes du repere. lls correspondent également aux contraintes
principales quand le tenseur est diagonal. Les termes hors diagonale : 012, 013 et 093 sont
les contraintes tangentielles associées a chacune des faces d’'un cube défini par le repére.
On les appelle également les contraintes de cisaillement. Elles sont nulles quand le tenseur
est diagonal.

6.6.2 Cercle de Mohr des contraintes

Lidée est de fournir une représentation graphique des contraintes tangentielles et nor-
males en un point M pour toutes les orientations possibles. avec T'(M, ) = 0,,.7 + 7,.t, On
trace le diagramme (o,,, 0¢).

Prenons I'exemple d’'un probléme ou le tenseur des contraintes est diagonal et vaut :

T = 0 09292 0 (41 7)
0 0 J33

- Le vecteur contrainte associé a la facette de normale ¢; vaut : T(M, €1) = o11.61. La
contrainte normale vaut 011, la contrainte tangentielle est nulle. cela correspond au point A

—

sur le dessin. Le vecteur contrainte associé a la facette de normale é; vaut : T(M,é) =
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092.€5. La contrainte normale vaut o099, la contrainte tangentielle est nulle. cela correspond
au point B sur le dessin. Le vecteur contrainte associé a la facette de normale é; vaut :

T(M,é5) = os3.€3. La contrainte normale vaut o33, la contrainte tangentielle est nulle. cela
correspond au point C' sur le dessin

- Considérons une normale 7= appartenant au plan (é1,é>) paramétrée par I'angle 6 :
i = cosb.€; + sinf.e. le vecteur tangent associé vaut : £ = —sinb.e| + cosl.é.
- Le vecteur contrainte vaut : T(M, @) = o11.cos0&) + 0a2.5in0é.
- On calcule les contraintes normale et tangentielle associées : o, = o11.c0s%0 + 795.510°%0;
Th = —i0q1.51n20 + %agg.sin% = 7291 5in20).
- On remplace ensuite : cos?) = 119520 gt 5in2) = 1=0s20
- o = ZUF02 4 TS0 o520 proche de :
- T = 7257 sin20)
- On observe que : (o, — Z11F722)2 4 72 = (2222011 )2

Le lieu du vecteur contrainte est donc un cercle de centre le milieu de [AB] et de dia-
metre la distance AB. Il s’agit d’'un des cercles de Mohr.

Généralisation :

— quand la normale 7 appartient au plan (é3,e3), le lieu du vecteur contrainte est un
cercle de centre le milieu de [AC] et de diametre la distance AC.

— quand la normale 7 appartient au plan (és,é3), le lieu du vecteur contrainte est un
cercle de centre le milieu de [BC| et de diamétre la distance BC.

— quand la normale 7 est quelconque, le lieu du vecteur contrainte appartient a I'espace
délimité par les trois cercles ainsi formés.

Cette représentation permet (entre autre) une identification "visuelle" du niveau de contrainte
de cisaillement maximale (sommet du plus grand des cercles= rayon), donnée souvent utile
pour le dimensionnement des structures. Une méthode de dimensionnement consiste ainsi
a calculer d’abord les contraintes principales (o;) par diagonalisation, puis la contrainte tan-
gentielle maximale, valant le rayon du plus grand cercle :

0; —0j

T) (418)

Trmaz = max(

6.6.3 Criteres de limite élastique

La théorie de I'élasticité conduit naturellement a des résultats qui ne sont valables que
si le comportement est élastique, c’est a dire quand la "contrainte" (terme abusif puisque
multiaxial) ne dépasse pas le seuil de limite d’élasticité.

— dans le cas unidimensionnel (traction-compression), il s’agit de vérifier simplement que

lo| < 0., avec o, la limite élastique en traction (compression)

— dans le cas tridimensionnel (état multiaxial des contraintes), on doit définir une fonction

de charge f(o), pour passer du tenseur a un scalaire, et vérifier le critere de limite
d’élasticité qui s’écrit : f(o) < 0.
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Il nexiste pas de critere universel pour tous les matériaux. certains sont adaptés aux
matériaux fragiles, d’autres aux métaux, d’autres aux polymeres.

Attention aux conditions limites : il faut respecter la méme décomposition au niveau des
conditions limites et leur nature : on ne peut additionner des conditions en contraintes et des
conditions en déplacement !

Critere de Rankine Virgil

Matériaux fragiles (béton, verre, fonte...) => suppose que le seuil de limite d’élasticité est
atteint lorsque 'une des valeurs propres est égale a la contrainte a la rupture : og. Il S’écrit :

maz(o;) < OR (419)

Notons que la valeur de or est extrémement variable méme pour une méme classe
de matériau. Elle dépend en particulier des défauts initiaux (microfissures) présents. On lui
préfere souvent une propriété appelée ténacité (ou facteur d’intensité des contraintes) de la
matiere K. (MPa\/m) indépendante de la longueur de fissure. On montre :

K.

== (420)

ou a désigne une longueur caractéristique de microfissure.

lllustration expérimentale
— traction sur barreau de craie : la section perpendiculaire a I'axe voit la plus grande
contrainte principale => rupture selon la section (exp).

— torsion sur barreau de craie : étape 1 : contraintes principales, puis vecteurs propres
pour connaitre le plan normal a la plus grande contrainte principale. On montre qu’il
s’agit des plans a 45° de I'axe de I'éprouvette a la surface => rupture hélicoidale (exp).

Critéere de Tresca

La plasticité sur matériaux ductiles (cuivre, aluminium, or..) a lieu par glissement des plans

cristallographiques les uns sur les autres. Ce glissement est activé quand la contrainte de

cisaillement sur le plan atteint une valeur limite 7.. La construction de Mohr nous permet de

connaitre la contrainte de cisaillement maximale comme étant le rayon du plus grand cercle

de Mohr. On construit donc le critere de Tresca a partir de cette constatation. il donne :

0; — 0j
2

7. est la limite d’élasticité en cisaillement. Le lien avec avec la limite d’élasticité en traction

est naturel puisque quand la contrainte de traction atteint o, la contrainte de cisaillement

maximale vaut 7. = o./2. Le critere s’écrit donc également :

maz( ) < Te (421)

maz(o; — 0j) < o (422)
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On constate effectivement sur les matériaux ductiles que la déformation plastique débute
généralement par un cisaillement irréversible a 45° de I'axe de traction.

Critéere de Von Mises

[l s’agit d’un critére énergétique qui "gomme" les discontinuités observées avec le critére
de Tresca (discontinuité cisaillement - bitraction). Il est construit a partir de I'expression de
I'énergie élastique déviatorique (avec s = 2ud). Rmq : comme avec le critére de Tresca, la
partie hydrostatique des contraintes n’intervient pas. On observe effectivement qu’un char-
gement hydrostatique, méme de forte intensité, ne provoque pas de plasticité.

g 1 1

=—-d:s=—s: 42
c 2ds 4Mss (423)

En traction (d’intensité o), I'énergie élastique déviatorique vaut :

u

1 14, 12,

2
d 2
— —s:s= Sot = — 424
ug 4,u8 s 4M(9U + 5° ) 4M3U (424)
La contrainte ne devant pas dépasser la limite d’élasticité ., on obtient :
Lo s< 2 (425)
—S:8< ——o0
4p 4 3p €

soit :

3 C s 3
\/; < 0. etenindiciel 2505 * Sij < 0. (426)
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