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Controéle en TD — 24 mars 2014 — Durée : 1h

Documents et calculettes autorisés - On s’attachera a donner les résultats numériques dans des unités adaptées.

Exercice 1. Observation des étoiles

1. Bellatrix (v Orionis) est la troisiéme étoile la plus brillante de la constellation d’Orion, aprés Bételgeuse
et Rigel. Sa parallaxe vaut m; = 1,3 x 1072". Quelle est sa distance D; ?

2. Sa température effective vaut 77 = 20500 K et sa luminosité L; = 4000 L. Quel est son rayon Ry ?

3. En justifiant votre réponse, déterminez si Bellatrix est une naine rouge, une étoile de type solaire, une
géante bleue, une géante rouge ou une naine blanche. Comment sa masse se compare & celle du Soleil ?

4. La magnitude apparente de Bellatrix vaut m; = 1,6. L’étoile Alfirk (8 Cephei), la deuxiéme étoile la plus
brillante de la constellation de Céphée, est une étoile de méme classe et type spectral que Bellatrix. Sa
magnitude apparente est ms = 3,5. Estimer sa distance.

Exercice 2. Vitesse de rotation maximum des étoiles. Dans cet exercice, les étoiles, méme a forte rotation,
restent supposées sphériques. On utilisera les notations habituelles pour la masse, le rayon, etc.

1. On considére un élément de volume dV situé sur I’équateur a la surface d’une étoile, supposée en rotation
solide avec une vitesse angulaire Q. Dans le référentiel en corotation avec l’étoile, faire le bilan des forces
extérieures exercées sur cet élément de volume et écrire ’équation d’équilibre hydrostatique correspondante.

2. En déduire, en fonction de M et R, la valeur maximale de la vitesse angulaire, Qmay, au-dela de laquelle
léquilibre statique n’est plus possible.

3. Dans le cadre du modéle a 1 zone, déterminer, pour les étoiles de la séquence principale, et pour les naines
blanches, comment varie Qyayx avec la masse M (on ne cherchera pas a normaliser les lois d’échelle).

4. Donner lexpression de la période de rotation minimum d’une étoile en fonction de sa masse volumique.
Que peut-on en déduire pour les pulsars (observation de périodes de rotation pouvant atteindre 1 ms) ?

Exercice 3. Luminosité d’Eddington et masse maximum des étoiles de la séquence principale

La luminosité d’Eddington Lgqq4 est la luminosité maximale au-dela de laquelle une étoile perd son enveloppe
externe qui est éjectée par la force exercée sur la matiére par le rayonnement. Lrqq ne dépend que de la masse
M de I'étoile et vaut pour une enveloppe d’hydrogéne pur dont I'opacité est donnée par 1'opacité Thomson :

Lgpaa(M)

M
= KEdd (—) avec KEdd ~ 3.3 X 104 .
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On considére que les étoiles entre 10 et 90 M, sur la séquence principale sont soutenues par la pression thermique
du gaz, et que le transport de ’énergie s’y fait de maniére radiative, ’opacité Thomson étant dominante.
3.1. Masse maximum des étoiles de la séquence principale
1. Larelation masse-luminosité de ces étoiles est du type L/Ls = K (M/Mg)”, ot K et z sont des constantes.
Rappeler la valeur approximative de z. Déterminer K en sachant que L ~ 5000 L, pour M ~ 10 M.

2. En déduire que la luminosité d’Eddington impose une masse maximum aux étoiles de la séquence princi-
pale, masse dont on déterminera la valeur en unité de la masse du Soleil.

3.2. Luminosité d’Eddington. On considére une étoile de masse M et de luminosité L, et un élément de
masse dm optiquement mince et non émissif, de volume dV = dSdr, placé a la distance r du centre de 1 étoile,
prés de la surface. Sa masse volumique est p = dm/dV et son opacité est x (indépendante de la fréquence).
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1. Soit un rayon lumineux faisant un angle 6 avec u,. Son intensité entrante dans 1’élément de masse dm est
I; (#) (intégrée en fréquence). Montrer que l'intensité sortante de 1’élément de masse vaut

Lout(8) = Iin(6) (1 dT) :

cosf

On précisera la définition de 1 épaisseur optique d7 de 1°élément de masse dm.



. Donner en fonction de I;, (6) 1 expression de la quantité de mouvement dp;, (#) des photons issus de rayons

lumineux dans 1 angle solide dQ autour de 6 qui traversent pendant dt¢ la face entrante de 1°élément de
masse dm. Faire de méme pour la quantité de mouvement dp.,(f) qui traversent la face sortante, en
fonction de Iy (6) .

. La force radiale d Fy,q.1, exercée par le rayonnement sur 1“élément de masse dm est la composante radiale

de la quantité de mouvement des photons déposée dans dm par unité de temps. Montrer que

F

dF,q.@, = drdS ",

ou F' est le flux lumineux de 1 étoile au rayon r.

. En déduire que

Lk

dFpq ity = ——
et T drr2e

5. Ecrire la force gravitationnelle dﬁg,av exercée par | étoile sur 1°élément de masse dm.

6. Montrer qu’il existe une luminosité maximale, Lg4q, indépendante de r, au—dela de laquelle la force

exercée par le rayonnement sur dm 1’emporte sur la force gravitationnelle exercée par 1 étoile. Vérifier
que vous retrouvez ’expression de cette luminosité, dite d’Eddington, donnée en début d’exercice.



Eléments de correction

Exercice 1. Observation des étoiles

1. Diger=1/m» done Dy = 1/1,3 x 1072 = 77 pe.

2. Loi de Stefan : L = 47R?¢T* donc R1/Ro = (L1/Le)*? / (T1/Te)? soit Ry = 4000%/2/(20500/5800) = 5,1 Re.

3. Rayon plus grand que celui du Soleil : une géante. Température de surface supérieure a celle du Soleil : I’étoile est
bleue. Bellatrix est donc une géante bleue. Cours : les géantes bleues sont des étoiles plus massives que le Soleil.

4. Les deux étoiles étant de méme classe/type spectral, elles sont intrinséquement semblables : Ly ~ L;. Donc ma —my =

2 Blog 2 = —9 5log L2 S ; o mp—a 3,5-16
-2, ogp—l——,5ogL1—5logD2—50gD1,501tD2—D1><10 5 =97 x 10=F "= 180 pc.

Exercice 2. Vitesse de rotation maximum des étoiles.
1. L’élément de volume est soumis & son poids (dirigé vers le centre), aux forces pressantes (dirigées vers l'extérieur), et
a la force centrifuge (dirigée vers l’extérieur). L’équilibre hydrostatique s’écrit donc :

dP G U
pg = —— + pPr soit p— = o + p®R sur I'équateur a la surface.
dr o T dr
2. L’équation ci-dessus se réécrit —= % = %Aé — Q?R. Le terme de gauche est positif (la pression décroit du centre de

Pétoile vers la surface) et I’equlhbre n’est donc possible que si Q*R < %1\21 . Au-dela, la force centrifuge ’emporte sur le

poids et la matiére est expulsée. On obtient donc une vitesse angulaire maximum Qmax = 1/ %"I .

3. Pour une étoile de la séquence principale, le modéle a 1 zone montre que le rayon suit approximativement la loi
d’échelle R oc M. Cela donne Qmax x M~! : la vitesse angulaire maximum diminue avec la masse, les étoiles les moins
massives peuvent tourner plus vite. Pour une naine blanche, R oc M ~/2, s0it Qmax o< M : le comportement inverse des
étoiles normales est observé, les naines blanches les plus massives peuvent tourner plus vite.

4. A partir de Pmin = 27/Qmax et 5 = 3M/4wR3, on obtient Puin = 4/ é—’;. Pour P ~ 1 ms, on déduit g > 37/(GP?) ~

10" kg.m ™3, soit 100 millions de tonnes au cm®. C’est trés supérieure a la masse volumique moyenne d’une étoile de la
séquence principale et méme d’une naine blanche. Les pulsars sont forcément des étoiles & neutrons (pour M ~ 1.5 Mg
et R = 10km, on trouve p~ 7 x 10" kg.m~31).

Exercice 3. Luminosité d’Eddington et masse maximum des étoiles de la séquence principale

3.1 Masse maximum des étoiles de la séquence principale

1. Cours : = 3. A partir de 5000 ~ K x 10°, on obtient K ~ 5, soit L/Le ~ 5 (M/Mg)>®.

2. Pour L > Lgqq, une étoile ne peut plus exister puisque les couches externes sont expulsées par le rayonnement. Les
étoiles de la séquence principale ne peuvent donc pas exister si L( M) > Lgaa(M), soit K (M/Mg)? > Kgaa (M/Mp),
soit M/Mg > (Kgaa/K)'/?, ce qui correspond a une masse maximum, Mmax =~ (Kead/K)'* Mg ~ 80 Mg, (ce calcul treés
simple sous-estime un peu la valeur de la masse maximum, sans doute plutét entre 100 et 150 M, mais 'origine physique
de existence d’une masse maximum est bien la limite d’Eddington. Une des sources d’imprécision est la relation L—M
utilisée : x devient moins élevé pour les étoiles trés massives et tend assymptotiquement vers 1 ).

3.2 Luminosité d’Eddington
1. En I'absence d’émission, ’équation du transfert radiatif le long du rayon lumineux est ds =—al = —pkl, ot a = pk
est le coefficient d’absorption. Le rayon traverse 1’élément dm sur une longueur ds = dr/cos6. La solution est donc
Iout(0) = Lin(0)e™ % ~ I14(6) (1 — Cgﬁ) avec dT = adr = pkdr 'épaisseur optique de I’élément de masse.
2. Par définition, I’énergie d Ei,, qui traverse la face entrante de ’élement de masse dm pendant dt venant des rayons dans
I'angle solide d§2 autour de 6 est dEiq = Iin(6) cos 0 dS dt dQ2 (cours). On obtient donc dpin (6) = % = —I‘“wiﬂdS dtdQ.
De méme dpout () = L2228 45 4z 4Q.
3. Par définition dFyaq.i, est la quantité de mouvement le long de u, transférée a I’élément de masse par unité de temps.
La contribution des rayons venant de dQ2 autour de 6 a cette force est donc

dpi“(a) = dpo“t(o) cosf = (Im(a) s °Ut(0)) COS2 0 ‘“(0 cosG cos 0 Im(g)

dSdQ = dSdQ2 =

Q
3 s - - cosfdrdSd

(le facteur cos@ supplémentaire vient du fait que seule la composante de la quantité de mouvement le long de i, est
prise en compte). En intégrant sur toutes les directions d’arrivées possibles, on obtient la force totale :

/2 /2
dF i, = / 20 e asan — 95 / Iin(6) cos 0 d92.
b=p- . © = 0=0

Par définition, l'intégrale F' = f iy I;n(0) cos 6d 2 est le flux entrant dans I’élément dm, c’est & dire le flux lumineux de
I’étoile au rayon r, soit le résultat demande dFaq iy = drdS E F

4. En remplagant F' par F = m et dr par dr = pkrdr, on obtxent dFaq iy = prdrdS m m dm

5. dFgray = —SMdmg,

6. L’équilibre de dm est possible pour ngrav - deress +dFaq = 0, ot deresS est la force pressante exercée par le gaz.
La premiére force ngrav est attractive et les deux autres sont répulsives. Tant que la norme de dFiaq est plus petite
que celle de ngmv, la force de pression peut s’ajuster pour 1’équilibre. Au cas limite ou les deux normes sont égales,
I’équilibre est toujours possible mais la force de pression dev1ent nulle. Au-dela, I’équilibre n’est plus possible. La limite
pour que I’équilibre de dm soit possible est donc Mzdﬂ = ?2— dm, soit L < Lgqq = 4”fc M. En calculant la valeur de
la constante 47Gc/k, on retrouve la valeur de KEdd donnée en début d’exercice. -
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