UPMC-Sorbonne Universités L3, parcours Phytem
ENS Cachan Module LP358A, Cohésion de la matiere

Examen du 22 mai 2012

Les documents et la calculatrice ne sont pas autorisés. Durée : 3h

Exercice | : Regles de Hund.

1. Rappeler les 3 regles de Hund.

2. La configuration électronique du vanadium est [Ar]4s23d3. Déterminer le terme spectral
relativiste de 1’état électronique fondamental du vanadium.

Exercice 1l : Origine de la liaison chimique

L’objectif de cet exercice est de répondre & la question suivante en utilisant le théoreme du
viriel :

La diminution d’énergie électronique qui rend possible la liaison chimique provient-elle d’un

abaissement de ’énergie potentielle électronique ou d’un abaissement de I'énergie cinétique
ou des deux a la fois 7

1. Soit |¢) un état propre de 'opérateur hermitique H de valeur propre £. Montrer que
quel que soit 'opérateur A, on a :

(W|[H, Ally) = 0. (1)

2. Démonstration du théoréme du viriel appliqué aux molécules.

On considére une molécule constituée de N noyaux et n électrons. Les positions des
noyaux sont repérées par Ry avec I = 1,...,N. Les positions et les impulsions des
électrons sont repérées respectivement par 7; et p; avec ¢ = 1,...,n.

On se place dans ’approximation de Born-Oppenheimer, en considérant les Ry comme
des parameétres classiques. L’équation aux valeurs propres du systeme s’écrit alors

H{Rz}|¢{Rz}> = EfRr} W{R’}% (2)

ol ’hamiltonien du systeme, H, dépend de ’ensemble {ﬁ;} 1=1..~ et agit dans l'espace
de Hilbert des électrons. Il s’écrit sous la forme :

H=T,+ Vvl (3)

ou 7, est Popérateur énergie cinétique des électrons et ou I’énergie potentielle V' est la
somme de trois termes :

VIR = Voo VR + Vi, @)



(2) Rappeler les relations de commuta

tion canoniques vérifiées par les composantes
de 7; et p;.

(b) Donner I'expression de T, et des troi
pondent.

Expliquer pourquoi équation (2) est équivalente 3 :

s termes de V' en expliquant & quoi ils corres-

He{ﬁl}w{ﬁ[}> = Egé’}llﬁ{ﬁ’}), (5)

ou H, est I'’hamiltonien électronique et ot 1’én

ergie électronique F, est reliée 3,
Pénergie totale par EI™} = plAn _ V,\{,z’ b

(¢) Montrer & I’aide du théoréme d’Euler! que :

N n
ZR’,-K?EVJFZ@%V:-V (6)

I=1 i=1

(d) Calculer? le commutateur (H,Y

i=1Ti* D3], puis en utilisant le résultat (6), montrer
que :

n N
[H,Zﬁ-ﬁiJ =—¢h<27;+v+21?’,-6§1v>. (7)
I=1

=1

(e) En déduire a 1’aide du résultat (1) que :

AT) +(V) =~ 3" By - (Vg ) ®)

(f) Enfin, appliquer le théoreme de Hellmann-

Feynman3 au second membre de (8)
puis montrer que :

N
(T.) = —E—ZRI-%IE,
=1
N
(V) = 2E+ZRI-VEIE. (9)

Ces deux équations constituent le théoréme du viriel appliqué aux molécules.

Le théoréme d’Euler indique que toute fonction Sz,

n Bf

-sTn) homogene de degré s vérifie I'identité

=3 f(acl,...,xn).

2On rappelle que [f(z),ps] = ih%.
3Soit H (A) un opérateur hermitique dépendant dy paramétre réel A, |¥()))

un vecteur propre normé de
H de valeur propre E (A). Le théoreme de Hellmann-Feynman indique :

d d
T = (w(A)laH(/\)W()\»-




3. Détermination de 'origine de la liaison chimique.
Soit Ey la valeur de 1'énergie totale E lorsque les noyaux sont infiniment éloignés les
uns des autres.
On suppose qu'il est possible de former une molécule stable en rapprochant les noyaux.

Par conséquent il existe un ensemble {RI} 1=1..n pour lequel E passe par un minimum
Emin < Eoo

(a) Que deviennent les relations (9) pour E = Epn ?
(b) Que deviennent les relations (9) pour E = Ey ?
(

c) En effectuant la différence entre les égalités obtenues aux questions 3a et 3b,
déterminer si la formation d’une molécule stable s’accompagne d’'une augmenta-
tion ou d’une diminution des termes (T¢) et (V) ?

(d) Commenter le résultat précédent en considérant le signe du terme (Viyy) de (V).

4. Cas particulier : 'ion moléculaire HJ.
L’ion moléculaire HI est constitué de deux noyaux H, et Hp (protons de charge
+e), reperes par R4 et RB, et d'un électron de charge —e, repéré par . On notera
TA—’I‘——RA,T‘B—'I“—-RBetd |RA—RB‘

Le résultat obtenu a la question 3c est vrai quelle que soit la molécule considérée.
Dans le cas de H}, nous voulons montrer que les expressions de (T)appr. €t (V)appr.
issues du calcul varlationnel effectué dans ’espace de Hilbert restreint ayant pour base
{I1s4),|1s5)}, tel qu’il a été mené au TD4, conduisent & un résultat erroné sur l'origine
de la liaison chimique, c’est-a-dire en désaccord avec celui obtenu en 3c.

D’aprés le calcul variationnel, I'état liant (état fondamental) de 'ion moléculaire est
caractérisé par le vecteur d’état :

Ly = ———(|1s4) + |1sB)) 10
L) 2O+S#1A)‘3ﬁ) (10)
d’énergie
—FEg —1
ol

S = (lsa|lsg) = (lsg|lsa),
—Ey = (lsa|H|lsa) = (1sg|H|1sp),
—t (1s4|H|1sp) = (1sg|H|1s4).

Dans le TD4, nous avons également défini P'intégrale de Coulomb C' et 'intégrale de
résonance A :

62

C = <18At—’13A>,
"B
62

A = <1SA|—I].$B>,
ra



ce qui a permis d’exprimer les éléments de matrice de ’hamiltonien sous la forme :

2

—Hg = E1s+%“0,
2

~t = E,S+=S-A
d
(a) Montrer que la valeur moyenne de ’énergie potentielle du systeme sur I'état |L)
est : " Y
e
e

ol E;; = —1 Ry est I’énergie de ’état fondamental de ’atome d’hydrogene.

(~2Ey, +24+C), (12)

(b) En déduire que la valeur moyenne de I'énergie cinétique de ’électron sur l'état
|L) est :
1
{T Y appr. = [ (—E1s+SE s+ A). (13)

(c) Calculer :
AT = <T>appr. =47}
ou (T)3 .. est la valeur moyenne de T sur I'état |L) pour d — +o0.

(d) Sachant que les expressions analytiques de S et A sont

(14)

oo
appr.’

S(p) =e€7* <1+p+%—) ,
A(p) =2¢7"(1+p),

oll p = d/ap et ol A est en Ry, déterminer le signe de AT. Est-il en accord avec
le résultat exact obtenu & partir du théoréme du viriel ? Conclure.

Exercice 1l - Effet Jahn-Teller dans un trimére de lithium

Enoncé de l'effet Jahn-Teller : Une configuration spatiale symétrique d’un édifice atomique
non linéaire dont le niveau d’énergie est dégénéré n’est jamais a I’état fondamental. Il y
a toujours un niveau plus bas, non dégénéré, qui correspond a une configuration spatiale
moins symétrique. '

On considere la structure d’une molécule trimére de lithium (Li : 1s?2s'). On se place
dans P’approximation de Born-Oppenheimer. Les trois atomes sont disposés aux sommets
d’un triangle. On modélise la molécule dans I’approximation des liaisons fortes. On considere
seulement les états provenant des orbitales 2s (on utilise une orbitale s par site atomique).
De plus, on suppose que le recouvrement entre les orbitales 2s d’atomes différents est nul
et que 'amplitude de saut entre deux atomes est donnée par —t(d) = —1/d?, ou d est la
distance entre les deux atomes. La valeur moyenne de ’hamiltonien moléculaire électronique
sur I’état |2s) d'un atome donné sera notée —Eys (avec Eps > 0).

1. Calculer et ordonner par énergie croissante les niveaux d’énergie moléculaires pour les
géométries suivantes :




(a) Le triangle est isocele avec une base (de longueur dq) plus grande que les deux
autres cotés (de longueur dy) @ di > da.
Les trois amplitudes de saut & considérer sont donc égales a —t1, —tp et —to.
Suggestion : on pourra utiliser les symétries de la molécule pour simplifier le calul
des niveaux d’énergie.

(b) Le triangle est isocele avec une base plus petite que les deux autres cotés : dy < ds.

(c) Le triangle est équilatéral. Les trois c6tés du triangle sont de longueur d et les
trois amplitudes de saut correspondantes sont égales a —t.

2. Développer les énergies propres obtenues aux questions la et 1b dans le cas ou

ti — ¢
t1

et en négligeant les termes d’ordre O(z™) avec n > 2. Montrer que dans ce cas les
valeurs propres sont (& une constante additive Faq pres) :

i 2
it —(4t, — t ——(t 2ts).
1, 3( 2 — t1), 3(1+ 2)

| 3. L’énergie totale (Ey) de la molécule pour une géométrie donnée est la somme de

"{ I’énergie électronique et de 'énergie de répulsion entre les noyaux. L’énergie électronique
est la somme des énergies des orbitales moléculaires occupées. On suppose que pour
chaque paire d’atomes ’énergie de répulsion entre les noyaux est égale & 1/ d?, ot d
est 1a distance entre les deux atomes. La géométrie d’équilibre de la molécule est celle
qui minimise I’énergie totale.

; On considére uniquement les géométries décrites a la question 1 et on suppose que
z = |t; — ta|/t1 < 1 (on utilise donc les valeurs propres obtenues & la question 2).

(a) Donner 'expression de ’énergie totale de la molécule chargée Lii. Remarquer
qu’elle se met sous la forme d’une somme de deux fonctions & une variable,
qu’on précisera. Montrer que ces deux fonctions sont minimales pour une meme
valeur de ¢ finie. En déduire que la géométrie d’équilibre de LiJ est un triangle
équilatéral.

(

(b) Donner 'expression de I'énergie totale de la molécule neutre Liz. On devra con-
sidérer séparément les deux cas di > dg et di < d>. Remarquer que dans chaque
cas, Ei se met sous la forme d’un somme de deux fonctions & une variable,
qu’on précisera. Calculer les valeurs de t; et tz qui minimisent ces deux fonc-
tions. Vérifier qu’elles appartiennent bien au domaine de validité des solutions.
En déduire que la géométrie d’équilibre de la molécule neutre Liz est un triangle
isocele. Déterminer si cette géométrie d’équilibre est telle que dy > dyoud; <ds.
Suggestion : pour cette derniére question, on pourra MONLrer que

min (E&>%) o (1/3)%° +2(4/3)°°,
min (E&S%) o (5/3)%° +2(2/3)%5,

ot le facteur de proportionalité est le méme dans les deuz cas.
On donne (1/3)8/° + 2(4/3)5/% = 3.092 et (5/3)%/° + 2(2/3)8/% ~ 3.075.



