Jeux et stratégies gagnantes

La théorie des jeux est une discipline trés sérieuse. Elle trouve des applications dans des
domaines aussi variés que I’économie, la théorie des nombres et I'informatique. En informa-
tique, elle sert a analyser des systémes devant interagir avec un environnement dont on ne
connait pas le comportement de maniére exacte, par exemple un utilisateur éventuellement
mal intentionné. On a alors affaire a des jeux combinatoires sur des objets tels que des arbres
ou des graphes. Aujourd’hui on va s’intéresser au calcul des stratégies gagnantes dans les

jeux sur les graphes

1 Graphes de jeux

On appelle jeu un graphe de ce genre :
| (2) 3
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Ou les ronds sont les états appartenant au joueur 1 et
les carrés ceux du joueur 2. Quand un joueur possede un
état, c’est lui qui choisit dans lequel des états possibles
on va au coup suivant. Les objectifs sont pour le joueur

1 d’arriver a 1’état et & Pétat | © pour le joueur

2.

Formellement un jeu peut étre représenté par un 6-
uplet (V1, Vo, 4, E,Qq,Q9). Ou (V1 UV3, E) est un graphe
avec V; représentant les états controlés par le joueur j,
i € V1 UV, est I'état initial, Q; C Vi U V5 représente
I'objectif du joueur j. On dit que le joueur j gagne si un
des états de 2; est atteint a la fin de la partie.

On représenteras un jeu de la facon suivante en Caml,
sans préciser pour l'instant le type que prendront les
états.

type 'a game =
{ state : 'a list ;
owner : 'a —> player ;
init : 'a;
trans: 'a —> 'a list ;
winl : 'a list ;
win2 : 'a list }

Le champ trans associe a un état, la liste de ses succes-
seurs possibles. Le type player est définie par :

‘ type player = P1 | P2

» Question 1 Donner la représentation en Caml de
lexemple du dessin.

val example : int game

Une stratégie (sans mémoire) pour le joueur 1 est une
fonction qui & chaque état controlé par joueur 1 associe
une transition possible a partir de cet état. Une stratégie
serait représenté en Caml par le type suivant

type 'a strategy = ('a —> 'a)

Une stratégie est dite gagnante si quelle que soit la
stratégie du second joueur, on atteint un de nos objec-
tifs. Par exemple dans le jeu représenté sur le dessin,
joueur 2 a une stratégie gagnante mais pas joueur 1.

» Question 2 Représenter en Caml la stratégie ga-
gnante de joueur 2.

val winning_strat : int strategy

» Question 3  FEcrire un fonction execute qui étant
donné un jeu et deux stratégies fait avancer la partie
en suivant les instructions donnés par les stratégies et
s’arréte quand un objectif a été atteint, dans ce cas la on
renverra cet €tat. Dans le cas ot une stratégie propose
une transition non autorisée il faudra lever une excep-
tion.

val execute : 'a game —> 'a strategy —> 'a strategy —> 'a

Vous pouvez tester cette fonction avec la stratégie ga-
gnante de joueur 2 et d’autre stratégies de joueur 1 et
vérifier que l'on arrive toujours dans l’état gagnant de
joueur 2.

2 Attracteurs

Pour décider si un joueur a une stratégie gagnante on
procéde par un calcul d’attracteur. L’ensemble Attr]
représente I’ensemble des états du jeu a partir desquels

le joueur j possede une stratégie qui le fait gagner en i

étapes ou moins. Le calcul se fait récursivement :

— Au rang 0, c’est exactement l'objectif : Attr) = §;

— Au rang i + 1 on ajoute les états controlés par j ou
au moins un successeur est gagnant (en 7 étapes) ainsi
que les états controlés par I'adversaire ol tout les suc-
cesseurs sont gagnants : Attr] , = Attr] U {s € V; |
J(s,s') e E. ¢ e Attr]}U{s € V5_; |3 € V. (s,5) €
E et V(s,s') € E. s € Attrl}

On s’arréte a partir du rang 4 ol attracteur ne grandit

plus : Attr] , = Attr], car & ce moment on a atteint un

point fixe et les états gagnants de j sont exactement les
états de Attr].

On aura besoin d’une structure de donnée pour

représenter les ensembles. On a déja utiliser plusieurs

fois des listes pour cela, mais le fait que I'acces se fasse



en temps linéaire les rend peu efficace pour des gros en-
sembles. Vous devez aussi connaitre les arbres binaires
équilibrés dans lesquels 'acces et en temps logarith-
mique. Le meilleur temps est atteint avec les tableaux
pour lesquels ’acces se fait en temps constant, ¢’est donc
ce qu’il y a de mieux pour des ensembles tres grand.
Leur inconvénient est qu’ils ne peuvent étre indexés que
par des entiers, ce qui nous empéche de les utiliser pour
représenter des ensembles d’états qui peuvent avoir un
type quelconque. La solution serait d’utiliser des tables
de hachage, cette structure se comporte comme un ta-
bleau (acces en temps constant) mais présente ’avantage
de pouvoir étre indexé par des clés de type quelconque
et de ne pas avoir de taille fixe. En Caml elles ont le type
Hashtbl.t et se manipule grace aux fonctions suivantes :
— Hashtbl. create n crée une table destiné a contenir en-
viron n éléments ;
— Hashtbl.add t a b ajoute dans la table t 1’élément
ayant pour clé a et pointant vers b;
— Hashtbl. find t a renvoie I’élément pointé par a;
— Hashtbl.fold f t init calcule (f kN dN ( ... (f k1 d1
ou les k1 kN sont les clés et les d1 dN sont les

valeurs de tout les éléments présents dans la table.
Pour représenter les ensembles on pourra donc utiliser
une table & valeur booléenne.

‘ type 'a set = ('a,bool) Hashtbl.t

» Question 4 Implémenter les fonctions de base sur
les ensembles.

val empty_set : unit —> 'a set

val is_.empty : 'a set —> bool

val add : 'a set —> 'a —> unit

val mem : 'a set —> 'a —> bool

val remove : 'a set —> 'a —> unit

» Question 5 Fcrivez deuzr fonctions prenant en ar-
gument un jeu, un état et une fonction booléenne. La
premiére vérifie que tout les successeurs de l'état sont
évalués a vrai par la fonction booléenne, et que l’état en
question & au moins un successeur. La deuzrieme vérifie
qu’il existe un successeur évalué a vrai.

val forall_succ : 'a game —> 'a —> (‘a —> bool) —> bool
val exists_succ : 'a game —> 'a —> ('a —> bool) —> bool

» Question 6 Ecrivez une fonction réalisant une étape
du calcul de Uattracteur : elle doit ajouter a l’ensemble
en argument (représentant Attr;) les états qui sont dans
Uattracteur a U’étape i + 1. On renverra un booléen, vrai
si des états ont été ajouté, faux sinon.

val step : 'a game —> player —> 'a set —> bool

» Question 7 FEcrivez une fonction qui étant donné un
jeu et un joueur, renvoie l’ensemble des états du jeu qui
sont dans lattracteur de ce joueur. Testez votre fonction
sur le jeu donné en exemple.

val attractor : 'a game —> player —> 'a set

3 Tic-tac-toe

X
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Tic-tac-toe est un jeu se jouant sur une grille 3 x 3. Tour
a tour les 2 joueurs marquent une case avec un rond pour

le joueur 1, une croix pour le joueur 2. Le premier a ali-
gner 3 marques (en colonne, ligne ou diagonale) gagne

la partie.
On représenteras les cases par le type cell .

‘typeceII:V\O|X

Et les configurations du jeu par une liste de listes (de
taille 3).

‘ type conf = cell list list

» Question 8 FEcrire en Caml la configuration vide,
une fonction qui ajoute une marque dans la case donnée,
et une fonction renvoyant la marque contenu dans une
case.

val empty_conf : conf
val set : conf —> int —> int —> cell —> conf
val get : conf —> int —> int —> cell

Il nous faut maintenant générer la liste des états appar-

init )Jpnant a chaque joueur et la liste des états gagnants.

» Question 9 Commencer par calculer la liste des (3°)
configurations possibles.

val all_states : conf list

» Question 10 FEcrire une fonction owner qui étant
donné une configuration, renvoyé le joueur qui doit jouer
au coup suivant, et qui lance une exception si la confi-
guration n’est pas correcte. Et une autre fonction qui
renvoie vrai si cette configuration est gagnante pour le
Joueur.

owner : conf —> player —> bool
winning : conf —> player —> bool

» Question 11 Fcrire une fonction qui renvoie les suc-
cesseurs possibles d’une configuration.

val successors : conf —> conf list

» Question 12 Ecrire le jeu tic-tac-toe en Caml et cal-
culer les attracteurs des deux joueurs. Est-ce que l'un
des deuz joueurs a une stratégie gagnante ?

val tictactoe : conf game

4 Calcul de la stratégie gagnante

Pour calculer la stratégie gagnante il nous manque de
Iinformation : quand on a ajouté un état dans l’at-
tracteur car il existait un successeur dans l'attracteur
il faut conserver ce successeur comme témoin, pour sa-
voir quelle est la stratégie a jouer.

Pour cela on va conserver au long du calcul une table
contenant pour les états dans l'attracteur, la stratégie a
jouer.

» Question 13 Modifier les fonctions step et attractor
pour qu’en plus de lattracteur elles remplissent la table.

val step : 'a game —> player —> 'a set —> (’a,’a) Hashtbl.t —> bool
val attractor : 'a game —> player —> (‘a set  ('a,'a) Hashtbl.t)

» Question 14 Calculer une stratégie gagnante pour le
jeu tic-tac-toe.

win_strat : conf strategy



Jeux et stratégies gagnantes

Un corrigé

» Question 1 let step g p a =
let modif =
List.fold_left
let le =
et example (funbs —>

{ state = [0;1;2;3;4;5;6];

owner = (function
|0]2]5—>P1
[1]3]4]6—>P2);
=0;

if (g.owner s = p) && (not (mem a s))
&& exists_succ g s (mem a)

then (add a s; true)

init ol else b )

trans = (function 0 —> [1;4] | 1 —> [2;5] | 2 —> [3;6] alse g.state

4 — 2: - . in
WiLl _ [>5][ Sl >0 List.fold_left
win2 = [6] } (funbs —>
if (g.owner s <> p) && (not (mem as))
&& forall_succ g s (mem a)
then (add a s; true)
else b))
modif g.state
» Question 2
let winning_strat = function
[1—->2
|4 —>2 .
13 26 » Question 7
let attractor g p =
let a = empty_set () in
List.iter (add a)
(match p with P1 —> g.winl | P2 —> g.win2);
» Question 3 while (step g p a) do () done;
a
let execute g sl s2 =
let rec aux i =
if List.mem i g.winl || List.mem i g.win2
then i
else .
let t = match g.owner i with P1 —> s1i|P2 —> s2i » Question 8
in
if List. mem t (g-trans i) then aux t else failwith "not_allowed” let empty_conf =
In aux g.init let |=[V;V;V]in
[1;1;1]
let rec get_line ¢ i = match c with
| a:s —>ifi=0 then a else get_line s (i—1)
> Question 4 let getcij=

get_line (get_line c i) j
let empty_set () = Hashtbl.create 1000
letsetcija=

let is_empty t = let rec aux i x = function

Hashtbl.fold (fun x br —> b || r) t true [a:xs—>ifi=0thenx :selsea: aux (i—1) xs
in aux i (aux j a (get-line ci)) c

let add t a = Hashtbl.add t a true

let mem ta =
try Hashtbl.find t a
with Not_found —> false
» Question 9

let remove t a = Hashtbl.add t a false

let all_states =
let s = empty_conf :: [] in
let rec aux x res =
if x = 9 then res
» Question 5 else
Q letij=xmod3,x/3
in
let forall_succ g s p = aux (x+1)
let rec aux = function (List.fold_left
| [] —> false (funlt —>
laz[]->pa letu,v=settijO,settijX
\a::s—>pa&&auxs inu;:v;:l)
in aux (g.trans s) res res)
inaux0s
let exists_succ g s p =
List.fold_left (fun b v —> p v || b) false (g.trans s)

» Question 10
» Question 6



let nbxc = then (

List.fold_left Hashtbl.add strat s (exists_succ_t g s (mem a));
(funna —> add a s; true)
List.fold_left else b))
(fun n e —> if e = x then n+1 else n) false g.state
na)0Oc in
List.fold_left

(funbs —>
if (g.owner s <> p) && (not (mem a s))
&& forall_succ g s (mem a)

exception InvalidState

let owner ¢ =

if nb O ¢ = nb X c then P1 && g.trans s <> ]
else if nb O ¢ = nb X c + 1 then P2 then (add a s; true)
else raise InvalidState else b )

modif g.state

let winning s p =
let x = if p = P1 then O else X in let attractor g p =
let a = empty_set () in

List.exists
(funi —> let strat = Hashtbl.create 1000 in
List.for_all List.iter (add a)
(funj —> getsij=x)[0;1;2] ) (match p with P1 —> g.winl | P2 —> g.win2);
[0;1;2] while (step g p a strat) do () done;
| a, strat
List.exists
(funj —>
List.for_all
(funi —> getsij=x)[0;1;2] )
[0;1;2]
List.for_all (funi —> getsii = x) [0;1;2] > Question 14
Il
List.for_all (funi —> getsi (2—i) = x) [0;1;2] let al,s1 = attractor tictactoe P1

let stratl ¢ = Hashtbl.find s1 ¢

» Question 11

let successors s =
let aux x ¢ =
let res = ref [] in
fori =0 to 2 do
for j=0to 2 do

ifgetcij=V
then res :=set cijx :: lres
done;
done;
Ires
in

if owner s = P1
then aux O s
else aux X s

» Question 12

let states =
List filter
(fun ¢ —> try (owner c; true) with _ —> false)
all_states

let winl , win2 =
List.filter (fun s —> winning s P1) states ,
List.filter (fun s —> winning s P2) states

let tictactoe =
{ state = states ;
owner = owner ;
trans = successors ;
init = empty_conf;
winl = winl ;
win2 = win2 }

let attrl = attractor tictactoe P1
let has_win_strat = Hashtbl.mem attrl empty_conf

» Question 13

let step g p a strat =

let modif =
List.fold_left
(funbs —>

if (g.owner s = p) && (not (mem a s))
&& exists_succ g s (mem a)



