Travaillons sur les automates

Le but de cette série de TP est d’implémenter un test d’égalité sur des expressions ra-
tionnelles. La stratégie sera simple, elle consiste a construire les automates reconaissant les
langages puis a les minimiser et les comparer. Cela nous permettra de manipuler effective-
ment des automates, et d’assimiler les différents algorithmes sur les automates. Ce premier
TP portera donc sur les fondamentales des automates.

1 Définition du type automate

Avant toute chose il convient de choisir quel type de
données nous choisissons pour implémenter les auto-
mates. La définition formelle (traditionnelle) d’un au-
tomate est un quintuplet (3, @, Qo, F,d), ou ¥ est l’al-
phabet, @ 'ensemble d’états, Qg I’ensemble d’états ini-
tial (dans le cas d’automates déterministes cet ensemble
étant réduit a un seul élément, il est d’usage de le
désigner par qp), F' I'ensemble d’états finaux et § la rela-
tion de transition, partie de @ x X x @ (que I'on considere
comme une fonction de @ x ¥ — P(Q) ou une applica-
tion partielle de @ x ¥ — @ dans le cas des automates
déterministes).

Il est donc naturel de choisir de représenter un automate
par un enregistrement. On supposera que tous les auto-
mates portent sur le méme alphabet (les char de caml),
ainsi, il ne sera pas nécessaire de renseigner un champ
alphabet dans ’enregistrement.

Toutefois, on veut pouvoir utiliser des objets de n’im-
porte quel type pour indexer les états (notamment un
couple d’entiers ou une liste d’entier pour construire
les automates produits ou déterminisés), ainsi on pa-
rametrera le type automate par un type :

type 'a automate = { Ibl: type; ... }

1.1 Ensembles

Nous représenterons les ensembles comme des listes
triées, nous conférant ainsi une insertion (et un acces)
en temps linéaire.

» Question 1 Ecrire une fonction d’insertion insere
d’insertion d’un élément dans un ensemble. Comment
peut-on tester l’égalité de deuzx ensembles ? Comment
peut-on tester 'appartenance d’un élément a un en-
semble ?

val insere : 'a —> 'a list —> 'a list

val egal : 'a list —> "a list —> bool
val appartient : 'a —> ’a list —> bool

1.2 Automates

» Question 2 Proposer une définition de type pour un
automate, puis écrire une fonction qui renvoie les états
d’un automate, et une fonction qui renvoie l’alphabet
utilisé par l’automate.

val states : 'a automate —> 'a list
val alphabet : 'a automate —> char list

» Question 3 Ecrire une fonction delta qui étant
donné un automate A = (X,Q,Qo, F,d), une lettre
a €Y et un état ¢ € Q renvoie §(q,a).

val delta : 'a automate —> 'a —> char —> "a list

2 Manipulation des automates

2.1 Exemples

Afin de tester les differentes fonctions que vous allez
écrire, on va commencer par écrire en caml quelques
exemples d’automates.

» Question 4 Ecrire un automate déterministe, qui re-
connait les multiples de 3 écrits en binaire.

val mod_3 : int automate

» Question 5 Ecrire un automate (non forcément
déterministe), qui reconnait les mots écrit avec les lettres
>a’ et ’b’, dont abb est un sous mots.

val abb : int automate

2.2 Mots reconnus par un automate

» Question 6 FEcrire une fonction qui, étant donnés
un mot et un automate supposé déterministe, dit si le
mot est reconnu par l’automate.

val accept_det : 'a automate —> char list —> bool



» Question 7 Ecrire une fonction step qui étant
donné un automate A = (2,Q,Qo, F,d), une lettre
a € X et un ensemble d’états P C Q) renvoie ’ensemble
des états accessibles en une transition €étiquettée par a
depuis un état de P.

val step : 'a automate —> char —> 'a list —> 'a list

» Question 8 FEcrire une fonction qui dit si un mot
est reconnu par un automate (pas néccessairement
déterministe).

val accept : 'a automate —> char list —> bool

2.3 Operations sur les automates

» Question 9 Ecrire une fonction qui renomme les
états d’un automate dans [1,n], pour cela on pourra
d’abord créer une liste de renommage : une liste de
couples états, entiers.

val renomme : 'a automate —> int automate

» Question 10  Ecrire une fonction qui reconnait
les produits d’automates (reconnaitre l’intersection et
Uunion de deux langages).

val intersection : 'a automate —> 'b automate —> int automate
val union : 'a automate —> 'b automate —> int automate

3 Déterminisation

On s’intéresse a la procédure de déterminisation des au-
tomates. Pour ce faire, on va construire un deuxi¢me
automate en parcourant le premier, et en étiquettant
ses états par des sous-ensembles d’états du premier. La
procédure est donc la suivante :
etats «— () ; transitions « 0 ; a_visiter « 0); visite « 0
insere Qg in a_visiter
while a_visiter # () do
visite «— a_visiter
a_visiter «
for state in visite do
for letter in alphabet do
new _state «— step state letter
if new_state not in etats then
insere new_state in etats
insere new_state in a_visiter
end if
insere(state, letter, new_state) in transitions
end for
end for
end while
finaux « ()
for state in etats do
for composante in state do
if composante in F' then
insert state in finaux
end if
end for
end for
return (transitions, finaux, [Qo])

Il s’agit de I'algorithme de Dijkstra, il consiste a visiter
de proche en proche les états de 'automate, c’est a dire
qu’il visite chaque état marqué, ote la marque, regarde
tous ses voisins immédiats et a chaque fois qu’il y a un
nouvel état, marque cet état et a l’itération suivante,
le visitera. Lorsque tous les états auront été visités, ne
marquant plus d’états, 'algorithme s’arrétera.

» Question 11 Ecrivez une fonction determinise, im-
plementant cet algorithme.

val determinise : 'a automate —> int automate
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Un corrigé

» Question 1 » Question 6
let rec insere a = function let accept_det auto word =
[l —> [a] let [i] = auto.initial in
|b:s—> let rec aux s = function
ifb=athenb:s | [] —> appartient s auto.final
else if b < a then b :: insere a s | u:w —> let [t] = delta auto s u in aux t w
elsea:b:s in aux i word

let rec egal a b = match a,b with

[ [IL1 => true
[ xus, yut—>x=y&&egalst
| - —> false

» Question 7

let rec appartient a = function
[ [l —> false

|b:s —>a=b]|| appartient a s let step auto a p =

List.fold_left
(fungs —>
List.fold_left (fun x y —> insere y x) q (delta auto s a) ) [] p

» Question 2

type 'a automate = > QueStlon 8
ir\itial : ’a_list ; let accept auto word =
final : "a list; let i = auto.initial in
delta : ("a * char x 'a) list let rec aux p = function
} | [ => List.exists (fun x —> appartient x auto.final) p

| u:w —> aux (step auto u p) w

let states a = in aux i word

List.fold_left (fun states (s,c,t) —> insere s (insere t states)) [] a.delta

let alphabet a =
List.fold_left (fun sigma (s,c,t) —> insere c sigma) [| a.delta

» Question 9

let renommage | =
. fst (List.fold_left (fun (r,i) s —> (s,i) ::r, i+1 A1)
> Question 3 ( (fum (ri) s —> (s.) ) (1.1) 1)
let renomme auto =
let delta auto q a = let noms = renommage (states auto) in
List.fold_left let renomme s = List.assoc s noms in
(fun p (s,c,t) —> if s =q && c = a then t :: p else p) [| { |f1|t|a| = List.map renomme auto.‘mltnal;
auto.delta final = List.map renomme auto.final;
delta = List.map (fun (s,c,t) —> (renomme s, ¢, renomme t)) auto.delta
}

» Question 4
» Question 10

let mod_3 =
s . let state_prod c d =
|dm|t|aI:[£0]6ﬁgaI§[(i]:1 L0210 List.fold_left
elta=[0,0',0,; 0,'1",1; 1,'0",2; 1,'1",0 ; S _
20121 2] (fun|'s —> List.map (funx —>sx)d @) [] ¢
} let delta_prod c d =
List.fold_left
(fun | (s,c,t) —>
List.fold_left
(funlu —>
. List.map (fun x —> (s,u),c,(t,x)) (deltad uc) @1
» Question 5 ) | (states d)
) [] c.delta
let abb =
initial=[0]:final=[3]; let intersection a b =
de(l)ta':'[llo '3 0:0."b' O let c,d = renomme a , renomme b in
1’,;'212',;,’3’_ U let delta = delta_prod c d in
3', "3"3v'b"3’ let initial = state_prod c.initial d.initial in
/a",3:3,’b",3]} let final = state_prod c.final d.final in
{initial=initial;final=final;delta=delta}




let uniona b =

let c,d = renomme a , renomme b in

let delta = delta_prod c d in

let initial = state_prod c.initial d.initial in

let final = state_prod c.final (states d) @
state_prod (states c) d.final

in
{initial=initial;final=final;delta=delta}

» Question 11

let determinise auto =
let rec aux (etats,transitions,avisiter, visite) =
if avisiter = []
then (etats,transitions,avisiter,visite)
else
let (e,t,a) =
List.fold_left
(fun (e,t,a) letter —>
List.fold_left
(fun (e,t,a) state —>
let new_state = step auto letter state
in
if appartient new_state e
then
e, insere (state,letter,new_state) t,a
else
(insere new_state e,
insere (state,letter,new_state) t,
insere new_state a)

)

(e,t,a) avisiter

(etats, transitions,[]) (alphabet auto)
in aux (e,t,a,avisiter)
in
let (etats,transitions,avisiter,visite) =
aux ([],[].[auto.initial],[])
in
let finaux =
List.fold_left
(fun finaux state —>
List.fold_left
( fun finaux composante —>
if appartient composante auto.final
then insere state finaux
else finaux
) finaux state
) [] etats
in renomme {initial=[auto.initial];final=finaux;
delta=transitions}




