
pSuites (2014)l
� Exerie 1. (Pondihéry, avril 2014) 1 pointIndiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse et justi�er la réponse hoisie.Il est attribué un point si la réponse est exate et orretement justi�ée.Une réponse non justi�ée n'est pas prise en ompte.Une absene de réponse n'est pas pénalisée.Proposition 1 : Toute suite positive roissante tend vers +1.� Exerie 2. (Liban, mai 2014) 5 pointsOn onsidère la suite de nombres omplexes (zn) dé�nie par z0 = p3� i et pour tout entier naturel n :zn+1 = (1 + i)zn:Les parties A et B peuvent être traitées de façon indépendante.Partie APour tout entier naturel n, on pose un = jznj.1. Caluler u0.2. Démontrer que (un) est la suite géométrique de raison p2 et de premier terme 2.3. Pour tout entier naturel n, exprimer un en fontion de n.4. Déterminer la limite de la suite (un).5. Étant donné un réel positif p, on souhaite déterminer, à l'aide d'un algorithme, la plus petitevaleur de l'entier naturel n telle que un > p.Reopier l'algorithme i-dessous et le ompléter par les instrutions de traitement et de sortie,de façon à a�her la valeur herhée de l'entier n.Variables : u est un réelp est un réeln est un entierInitialisation : A�eter à n la valeur 0A�eter à u la valeur 2Entrée : Demander la valeur de pTraitement :Sortie :Partie B1. Déterminer la forme algébrique de z1.2. Déterminer la forme exponentielle de z0 et de 1 + i.En déduire la forme exponentielle de z1.3. Déduire des questions préédentes la valeur exate de os ( �12)1



� Exerie 3. (Pondihéry, avril 2014) 5 pointsLe plan omplexe est muni d'un repère orthonormé (O; ~u; ~v ).Pour tout entier naturel n, on note An le point d'a�xe zn dé�ni par :z0 = 1 et zn+1 = (34 + p34 i) zn:On dé�nit la suite (rn) par rn = jznj pour tout entier naturel n.1. Donner la forme exponentielle du nombre omplexe 34 + p34 i.2. a. Montrer que la suite (rn) est géométrique de raison p32 .b. En déduire l'expression de rn en fontion de n.. Que dire de la longueur OAn lorsque n tend vers +1 ?3. On onsidère l'algorithme suivant : Variables n entier naturelR réelP réel stritement positifEntrée Demander la valeur de PTraitement R prend la valeur 1n prend la valeur 0Tant que R > Pn prend la valeur n + 1R prend la valeur p32 RFin tant queSortie A�her na. Quelle est la valeur a�hée par l'algorithme pour P = 0; 5 ?b. Pour P = 0; 01 on obtient n = 33. Quel est le r�le de et algorithme ?4. a. Démontrer que le triangle OAnAn+1 est retangle en An+1.b. On admet que zn = rneín�6 .Déterminer les valeurs de n pour lesquelles An est un point de l'axe des ordonnées.. Compléter la �gure i-dessous en représentant les points A6; A7; A8 et A9.Les traits de onstrution seront apparents.
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� Exerie 4. (Amérique du Nord, mai 2014) 5 pointsUn volume onstant de 2 200 m3 d'eau est réparti entre deux bassins A et B.Le bassin A refroidit une mahine. Pour des raisons d'équilibre thermique on rée un ourant d'eauentre les deux bassins à l'aide de pompes.On modélise les éhanges entre les deux bassins de la façon suivante :� au départ, le bassin A ontient 800 m3 d'eau et le bassin B ontient 1 400 m3 d'eau ;� tous les jours, 15% du volume d'eau présent dans le bassin B au début de la journée est transférévers le bassin A ;� tous les jours, 10% du volume d'eau présent dans le bassin A au début de la journée est transférévers le bassin B.Pour tout entier naturel n, on note :� an le volume d'eau, exprimé en m3, ontenu dans le bassin A à la �n du n-ième jour de fon-tionnement ;� bn le volume d'eau, exprimé en m3, ontenu dans le bassin B à la �n du n-ième jour de fon-tionnement.On a don a0 = 800 et b0 = 1400.1. Par quelle relation entre an et bn traduit-on la onservation du volume total d'eau du iruit ?2. Justi�er que, pour tout entier naturel n; an+1 = 34an + 330.3. L'algorithme i-dessous permet de déterminer la plus petite valeur de n à partir de laquelle anest supérieur ou égal à 1 100.Reopier et algorithme en omplétant les parties manquantes.Variables : n est un entier naturela est un réelInitialisation : A�eter à n la valeur 0A�eter à a la valeur 800Traitement : Tant que a < 1 100, faire :A�eter à a la valeur . . .A�eter à n la valeur . . .Fin Tant queSortie : A�her n4. Pour tout entier naturel n, on note un = an � 1 320.a. Montrer que la suite (un) est une suite géométrique dont on préisera le premier terme etla raison.b. Exprimer un en fontion de n.En déduire que, pour tout entier naturel n; an = 1320� 520� (34)n.5. On herhe à savoir si, un jour donné, les deux bassins peuvent avoir, au mètre ube près, lemême volume d'eau.Proposer une méthode pour répondre à e questionnement.3



� Exerie 5. (Centres étrangers, juin 2014) 4 pointsOn dé�nit, pour tout entier naturel n, les nombres omplexes z par :
{ z0 = 16zn+1 = 1 + i2 zn; pour tout entier naturel n:On note rn le module du nombre omplexe zn : rn = jznj.Dans le plan muni d'un repère orthonormé diret d'origine O, on onsidère les points An d'a�xes zn.1. a. Caluler z1; z2 et z3.b. Plaer les points A1 et A2 sur le graphique i-dessous.
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A0A3A4 A5 A60. Érire le nombre omplexe 1 + i2 sous forme trigonométrique.d. Démontrer que le triangle OA0A1 est isoèle retangle en A1.2. Démontrer que la suite (rn) est géométrique, de raison p22 .La suite (rn) est-elle onvergente ?Interpréter géométriquement le résultat préédent.On note Ln la longueur de la ligne brisée qui relie le point A0 au point An en passant suessi-vement par les points A1; A2; A3, et.Ainsi Ln = n�1

∑i=0 AiAi+1 = A0A1 + A1A2 + : : :+ An�1An:3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n : AnAn+1 = rn+1.b. Donner une expression de Ln en fontion de n.. Déterminer la limite éventuelle de la suite (Ln).
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� Exerie 6. (Polynésie, juin 2014) 5 pointsOn onsidère la suite (un) dé�nie par u0 = 0 et, pour tout entier naturel n; un+1 = un + 2n + 2:1. Caluler u1 et u2.2. On onsidère les deux algorithmes suivants :Algorithme 1 Algorithme 2Variables : n est un entier naturel Variables : n est un entier naturelu est un réel u est un réelEntrée : Saisir la valeur de n Entrée : Saisir la valeur de nTraitement : u prend la valeur 0 Traitement : u prend la valeur 0Pour i allant de 1 à n : Pour i allant de 0 à n � 1 :u prend la valeur u+2i +2 u prend la valeur u+2i +2Fin Pour Fin PourSortie : A�her u Sortie : A�her uDe es deux algorithmes, lequel permet d'a�her en sortie la valeur de un, la valeur de l'entiernaturel n étant entrée par l'utilisateur ?3. À l'aide de l'algorithme, on a obtenu le tableau et le nuage de points i-dessous où n �gure enabsisse et un en ordonnée.n un0 01 22 63 124 205 306 427 568 729 9010 11011 13212 156 02040
6080100120140160
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a. Quelle onjeture peut-on faire quant au sens de variation de la suite (un) ?Démontrer ette onjeture.b. La forme parabolique du nuage de points amène à onjeturer l'existene de trois réels a; bet  tels que, pour tout entier naturel n, un = an2 + bn +  .Dans le adre de ette onjeture, trouver les valeurs de a; b et  à l'aide des informationsfournies.4. On dé�nit, pour tout entier naturel n, la suite (vn) par : vn = un+1 � un.a. Exprimer vn en fontion de l'entier naturel n. Quelle est la nature de la suite (vn) ?b. On dé�nit, pour tout entier naturel n; Sn = n
∑k=0 vk = v0 + v1 + � � �+ vn.Démontrer que, pour tout entier naturel n; Sn = (n + 1)(n + 2).. Démontrer que, pour tout entier naturel n; Sn = un+1 � u0, puis exprimer un en fontionde n. 5



� Exerie 7. (Asie, juin 2014) 5 pointsSoit n un entier naturel supérieur ou égal à 1.On note fn la fontion dé�nie pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ par fn(x) = 11 + xn :Pour tout entier n > 1, on dé�nit le nombre In par In = ∫ 10 fn(x) dx = ∫ 10 11 + xn dx:1. Les représentations graphiques de ertaines fontions fn obtenues à l'aide d'un logiiel sonttraées i-après.
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En expliquant soigneusement votre démarhe, onjeturer, pour la suite (In) l'existene et lavaleur éventuelle de la limite, lorsque n tend vers +1.2. Caluler la valeur exate de I1.3. a. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ et pour tout entier naturel n > 1, ona : 11 + xn 6 1:b. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, on a : In 6 1.4. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ et pour tout entier naturel n > 1, on a :1� xn 6 11 + xn :5. Caluler l'intégrale ∫ 10 (1� xn) dx .6. À l'aide des questions préédentes, démontrer que la suite (In) est onvergente et déterminersa limite. 6



7. On onsidère l'algorithme suivant :Variables : n; p et k sont des entiers naturelsx et I sont des réelsInitialisation : I prend la valeur 0Traitement : Demander un entier n > 1Demander un entier p > 1Pour k allant de 0 à p � 1 faire :x prend la valeur kpI prend la valeur I + 11 + xn � 1pFin PourA�her Ia. Quelle valeur, arrondie au entième, renvoie et algorithme si l'on entre les valeurs n = 2et p = 5 ?On justi�era la réponse en reproduisant et en omplétant le tableau suivant ave les dif-férentes valeurs prises par les variables, à haque étape de l'algorithme. Les valeurs de Iseront arrondies au millième.k x I0
4b. Expliquer pourquoi et algorithme permet d'approher l'intégrale In.
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� Exerie 8. (Métropole, juin 2014) 5 pointsPartie ADans le plan muni d'un repère orthonormé, on désigne par C1 la ourbe représentative de la fontionf1 dé�nie sur R par f1(x) = x + e�x :1. Justi�er que C1 passe par le point A de oordonnées (0 ; 1).2. Déterminer le tableau de variation de la fontion f1. On préisera les limites de f1 en +1 et en�1.Partie BL'objet de ette partie est d'étudier la suite (In) dé�nie sur N par In = ∫ 10 (x + e�nx) dx:1. Dans le plan muni d'un repère orthonormé (O; ~{; ~|), pour tout entier naturel n, on note Cn laourbe représentative de la fontion fn dé�nie sur R par fn(x) = x + e�nx :Sur le graphique i-dessous on a traé la ourbe Cn pour plusieurs valeurs de l'entier n et ladroite D d'équation x = 1.
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a. Interpréter géométriquement l'intégrale In.b. En utilisant ette interprétation, formuler une onjeture sur le sens de variation de lasuite (In) et sa limite éventuelle. On préisera les éléments sur lesquels on s'appuie pouronjeturer.2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, In+1 � In = ∫ 10 e�(n+1)x (1� ex) dx:En déduire le signe de In+1 � In puis démontrer que la suite (In) est onvergente.3. Déterminer l'expression de In en fontion de n et déterminer la limite de la suite (In).8



� Exerie 9. (Antilles-Guyane, juin 2014) 5 pointsSoit la suite numérique (un) dé�nie sur l'ensemble des entiers naturels N par
{ u0 = 2et pour tout entier naturel n; un+1 = 15un + 3� 0; 5n:1. a. Reopier et, à l'aide de la alulatrie, ompléter le tableau des valeurs de la suite (un)approhées à 10�2 près :n 0 1 2 3 4 5 6 7 8un 2b. D'après e tableau, énoner une onjeture sur le sens de variation de la suite (un).2. a. Démontrer, par réurrene, que pour tout entier naturel n non nul on aun > 154 � 0; 5n:b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, un+1 � un 6 0.. Démontrer que la suite (un) est onvergente.3. On se propose, dans ette question de déterminer la limite de la suite (un).Soit (vn) la suite dé�nie sur N par vn = un � 10� 0; 5n.a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique de raison 15 . On préisera le premierterme de la suite (vn).b. En déduire, que pour tout entier naturel n, un = �8� (15)n + 10� 0; 5n:. Déterminer la limite de la suite (un)4. Reopier et ompléter les lignes (1), (2) et (3) de l'algorithme suivant, a�n qu'il a�he la pluspetite valeur de n telle que un 6 0; 01.Entrée : n et u sont des nombresInitialisation : n prend la valeur 0u prend la valeur 2Traitement : Tant que ... (1)n prend la valeur ... (2)u prend la valeur ... (3)Fin Tant queSortie : A�her n
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