
pSuites (2013)l
� Exerie 1. (Pondihéry, avril 2013) 6 pointsDans une entreprise, on s'intéresse à la probabilité qu'un salarié soit absent durant une période d'épi-démie de grippe.� Un salarié malade est absent� La première semaine de travail, le salarié n'est pas malade.� Si la semaine n le salarié n'est pas malade, il tombe malade la semaine n+1 ave une probabilitéégale à 0; 04.� Si la semaine n le salarié est malade, il reste malade la semaine n+1 ave une probabilité égaleà 0; 24.On désigne, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, par En l'évènement � le salarié est absentpour ause de maladie la n-ième semaine �. On note pn la probabilité de l'évènement En.On a ainsi : p1 = 0 et, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1 : 0 6 pn < 1.1. a. Déterminer la valeur de p3 à l'aide d'un arbre de probabilité.b. Sahant que le salarié a été absent pour ause de maladie la troisième semaine, déterminerla probabilité qu'il ait été aussi absent pour ause de maladie la deuxième semaine.2. a. Compléter l'arbre de probabilité donné i-dessousEnpn En+1. . . En+1. . .En. . . En+1. . . En+1. . .b. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, pn+1 = 0; 2pn + 0; 04.. Montrer que la suite (un) dé�nie pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1 parun = pn � 0; 05 est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison r .En déduire l'expression de un puis de pn en fontion de n et r .d. En déduire la limite de la suite (pn).e. On admet dans ette question que la suite (pn) est roissante. On onsidère l'algorithmesuivant :Variables K et J sont des entiers naturels, P est un nombre réelInitialisation P prend la valeur 0J prend la valeur 1Entrée Saisir la valeur de KTraitement Tant que P < 0; 05� 10�KP prend la valeur 0; 2� P+ 0; 04J prend la valeur J +1Fin tant queSortie A�her J 1



À quoi orrespond l'a�hage �nal J ?Pourquoi est-on sûr que et algorithme s'arrête ?3. Cette entreprise emploie 220 salariés. Pour la suite on admet que la probabilité pour qu'un salariésoit malade une semaine donnée durant ette période d'épidémie est égale à p = 0; 05.On suppose que l'état de santé d'un salarié ne dépend pas de l'état de santé de ses ollègues.On désigne par X la variable aléatoire qui donne le nombre de salariés malades une semainedonnée.a. Justi�er que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on donnera les paramètres.Caluler l'espérane mathématique � et l'éart type � de la variable aléatoire X.b. On admet que l'on peut approher la loi de la variable aléatoire X � ��par la loi normale entrée réduite 'est-à-dire de paramètres 0 et 1.On note Z une variable aléatoire suivant la loi normale entrée réduite.Le tableau suivant donne les probabilités de l'évènement Z < x pour quelques valeurs dunombre réel x .x �1;55 �1; 24 �0;93 �0;62 �0;31 0,00 0,31 0,62 0,93 1,24 1,55P (Z < x) 0,061 0,108 0,177 0,268 0,379 0,500 0,621 0,732 0,823 0,892 0,939Caluler, au moyen de l'approximation proposée en question b., une valeur approhée à 10�2près de la probabilité de l'évènement : � le nombre de salariés absents dans l'entreprise auours d'une semaine donnée est supérieur ou égal à 7 et inférieur ou égal à 15 �.� Exerie 2. (Polynésie, juin 2013) 5 pointsOn onsidère la suite (un) dé�nie par u0 = 12 et telle que pour tout entier naturel n, un+1 = 3un1 + 2un1. a. Caluler u1 et u2.b. Démontrer, par réurrene, que pour tout entier naturel n, 0 < un.2. On admet que pour tout entier naturel n, un < 1.a. Démontrer que la suite (un) est roissante.b. Démontrer que la suite (un) onverge.3. Soit (vn) la suite dé�nie, pour tout entier naturel n, par vn = un1� un .a. Montrer que la suite (vn) est une suite géométrique de raison 3.b. Exprimer pour tout entier naturel n, vn en fontion de n.. En déduire que, pour tout entier naturel n, un = 3n3n + 1 .d. Déterminer la limite de la suite (un).
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� Exerie 3. (Liban, mai 2013) 5 pointsOn onsidère la suite numérique (vn) dé�nie pour tout entier naturel n par 


v0 = 1vn+1 = 96� vnPartie A1. On souhaite érire un algorithme a�hant, pour un entier naturel n donné, tous les termes dela suite, du rang 0 au rang n.Parmi les trois algorithmes suivants, un seul onvient. Préiser lequel en justi�ant la réponse.Algorithme No 1 Algorithme No 2 Algorithme No 3Variables : Variables : Variables :v est un réel v est un réel v est un réeli et n sont des entiers naturels i et n sont des entiers naturels i et n sont des entiers naturelsDébut de l'algorithme : Début de l'algorithme : Début de l'algorithme :Lire n Lire n Lire nv prend la valeur 1 Pour i variant de 1 à n faire v prend la valeur 1Pour i variant de 1 à n faire v prend la valeur 1 Pour i variant de 1 à n fairev prend la valeur 96� v A�her v A�her vFin pour v prend la valeur 96� v v prend la valeur 96� vA�her v Fin pour Fin pourA�her vFin algorithme Fin algorithme Fin algorithme2. Pour n = 10 on obtient l'a�hage suivant :1 1,800 2,143 2,333 2,455 2,538 2,600 2,647 2,684 2,714Pour n = 100, les derniers termes a�hés sont :2,967 2,968 2,968 2,968 2,969 2,969 2,969 2,970 2,970 2,970Quelles onjetures peut-on émettre onernant la suite (vn) ?3. a. Démontrer par réurrene que, pour tout entier naturel n; 0 < vn < 3.b. Démontrer que, pour tout entier naturel n; vn+1 � vn = (3� vn)26� vn .La suite (vn) est-elle monotone ?. Démontrer que la suite (vn) est onvergente.Partie B Reherhe de la limite de la suite (vn)On onsidère la suite (wn) dé�nie pour tout n entier naturel par wn = 1vn � 3 :1. Démontrer que (wn) est une suite arithmétique de raison �132. En déduire l'expression de (wn), puis elle de (vn) en fontion de n.3. Déterminer la limite de la suite (vn). 3



� Exerie 4. (Amérique du Nord, mai 2013) 5 pointsOn onsidère la suite (un) dé�nie par u0 = 1 et, pour tout entier naturel n, un+1 = p2un:1. On onsidère l'algorithme suivant :Variables : n est un entier naturelu est un réel positifInitialisation : Demander la valeur de nA�eter à u la valeur 1Traitement : Pour i variant de 1 à n :| A�eter à u la valeur p2uFin de PourSortie : A�her ua. Donner une valeur approhée à 10�4 près du résultat qu'a�he et algorithme lorsque l'onhoisit n = 3.b. Que permet de aluler et algorithme ?. Le tableau i-dessous donne des valeurs approhées obtenues à l'aide de et algorithmepour ertaines valeurs de n.n 1 5 10 15 20Valeur a�hée 1,414 2 1,957 1 1,998 6 1,999 9 1,999 9Quelles onjetures peut-on émettre onernant la suite (un) ?2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n; 0 < un 6 2.b. Déterminer le sens de variation de la suite (un).. Démontrer que la suite (un) est onvergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.3. On onsidère la suite (vn) dé�nie, pour tout entier naturel n, par vn = ln un � ln 2.a. Démontrer que la suite (vn) est la suite géométrique de raison 12 et de premier termev0 = � ln 2.b. Déterminer, pour tout entier naturel n, l'expression de vn en fontion de n, puis de un enfontion de n.. Déterminer la limite de la suite (un).d. Reopier l'algorithme i-dessous et le ompléter par les instrutions du traitement et de lasortie, de façon à a�her en sortie la plus petite valeur de n telle que un > 1; 999.Variables : n est un entier naturelu est un réelInitialisation : A�eter à n la valeur 0A�eter à u la valeur 1Traitement :Sortie :
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� Exerie 5. (Centres étrangers, juin 2013) 5 pointsL'objet de et exerie est l'étude de la suite (un) dé�nie par son premier terme u1 = 32 et la relationde réurrene : un+1 = nun + 12(n + 1) .Partie A - Algorithmique et onjeturesPour aluler et a�her le terme u9 de la suite, un élève propose l'algorithme i-ontre. Il a oublié deompléter deux lignes. Variables n est un entier naturelu est un réelInitialisation A�eter à n la valeur 1A�eter à u la valeur 1,5Traitement Tant que n < 9A�eter à u la valeur . . .A�eter à n la valeur . . .Fin Tant queSortie A�her la variable u1. Reopier et ompléter les deux lignes de l'algorithme où �gurent des points de suspension.2. Comment faudrait-il modi�er et algorithme pour qu'il alule et a�he tous les termes de lasuite de u2 jusqu'à u9 ?3. Ave et algorithme modi�é, on a obtenu les résultats suivants, arrondis au dix-millième :n 1 2 3 4 5 6 . . . 99 100un 1,5 0,625 0,375 0,2656 0,206 3 0,169 3 . . . 0,010 2 0,010 1Au vu de es résultats, onjeturer le sens de variation et la onvergene de la suite (un).Partie B - Étude mathématiqueOn dé�nit une suite auxiliaire (vn) par : pour tout entier n > 1, vn = nun � 1.1. Montrer que la suite (vn) est géométrique ; préiser sa raison et son premier terme.2. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, on a : un = 1 + (0; 5)nn .3. Déterminer la limite de la suite (un).4. Justi�er que, pour tout entier n > 1 , on a : un+1 � un = �1 + (1 + 0; 5n)(0; 5)nn(n + 1) .En déduire le sens de variation de la suite (un).Partie C - Retour à l'algorithmiqueEn s'inspirant de la partie A, érire un algorithme permettant de déterminer et d'a�her le plus petitentier n tel que un < 0; 001. 5



� Exerie 6. (Antilles-Guyane, juin 2013) 5 pointsOn onsidère la suite (zn) à termes omplexes dé�nie par z0 = 1+ i et, pour tout entier naturel n, parzn+1 = zn + jznj3 :Pour tout entier naturel n, on pose : zn = an + ibn, où an est la partie réelle de zn et bn est la partieimaginaire de zn.Le but de et exerie est d'étudier la onvergene des suites (an) et (bn).Partie A1. Donner a0 et b0.2. Caluler z1, puis en déduire quea1 = 1 +p23 et b1 = 13 .3. On onsidère l'algorithme suivant :
Variables : A et B des nombres réelsK et N des nombres entiersInitialisation : A�eter à A la valeur 1A�eter à B la valeur 1Traitement :Entrer la valeur de NPour K variant de 1 à NA�eter à A la valeur A+pA2 + B23A�eter à B la valeur B3FinPourA�her Aa. On exéute et algorithme en saisissant N = 2. Reopier et ompléter le tableau i-dessous ontenant l'état des variables au ours de l'exéution de l'algorithme (on arrondirales valeurs alulées à 10�4 près).K A B12b. Pour un nombre N donné, à quoi orrespond la valeur a�hée par l'algorithme par rapportà la situation étudiée dans et exerie ?Partie B1. Pour tout entier naturel n, exprimer zn+1 en fontion de an et bn.En déduire l'expression de an+1 en fontion de an et bn, et l'expression de bn+1 en fontion dean et bn.2. Quelle est la nature de la suite (bn) ? En déduire l'expression de bn en fontion de n, et déterminerla limite de (bn).3. a. On rappelle que pour tous nombres omplexes z et z 0 :jz + z 0j 6 jz j+ jz 0j (inégalité triangulaire):Montrer que pour tout entier naturel n, jzn+1j 6 2 jznj3 :b. Pour tout entier naturel n, on pose un = jznj.Montrer par réurrene que, pour tout entier naturel n, un 6 (23)n p2:En déduire que la suite (un) onverge vers une limite que l'on déterminera.. Montrer que, pour tout entier naturel n, janj 6 un.En déduire que la suite (an) onverge vers une limite que l'on déterminera.6



� Exerie 7. (Asie, juin 2013) 5 pointsPartie AOn onsidère la suite (un) dé�nie par : u0 = 2 et, pour tout entier naturel n, un+1 = 1 + 3un3 + un :On admet que tous les termes de ette suite sont dé�nis et stritement positifs.1. Démontrer par réurrene que, pour tout entier naturel n, on a : un > 1.2. a. Établir que, pour tout entier naturel n, on a : un+1 � un = (1� un) (1 + un)3 + un .b. Déterminer le sens de variation de la suite (un).En déduire que la suite (un) onverge.Partie BOn onsidère la suite (un) dé�nie par : u0 = 2 et, pour tout entier naturel n, un+1 = 1 + 0; 5un0; 5 + un :On admet que tous les termes de ette suite sont dé�nis et stritement positifs.1. On onsidère l'algorithme suivant :Entrée Soit un entier naturel non nul nInitialisation A�eter à u la valeur 2Traitementetsortie POUR i allant de 1 à nA�eter à u la valeur 1 + 0; 5u0; 5 + uA�her uFIN POURReproduire et ompléter le tableau suivant, en faisant fontionner et algorithme pour n = 3.Les valeurs de u seront arrondies au millième.i 1 2 3u2. Pour n = 12, on a prolongé le tableau préédent et on a obtenu :i 4 5 6 7 8 9 10 11 12u 1,0083 0,9973 1,000 9 0,9997 1,0001 0,99997 1,00001 0,999996 1,000001Conjeturer le omportement de la suite (un) à l'in�ni.3. On onsidère la suite (vn) dé�nie, pour tout entier naturel n, par : vn = un � 1un + 1 .a. Démontrer que la suite (vn) est géométrique de raison �13 .b. Caluler v0 puis érire vn en fontion de n.4. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : vn 6= 1.b. montrer que, pour tout entier naturel n, on a : un = 1 + vn1� vn .. Déterminer la limite de la suite (un). 7



� Exerie 8. (Métropole, juin 2013) 5 pointsSoit la suite numérique (un) dé�nie sur N par :u0 = 2 et pour tout entier naturel n; un+1 = 23un + 13n + 1:1. a. Caluler u1; u2; u3 et u4. On pourra en donner des valeurs approhées à 10�2 près.b. Formuler une onjeture sur le sens de variation de ette suite.2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, un 6 n + 3:b. Démontrer que pour tout entier naturel n, un+1 � un = 13 (n + 3� un) :. En déduire une validation de la onjeture préédente.3. On désigne par (vn) la suite dé�nie sur N par vn = un � n.a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique de raison 23 .b. En déduire que pour tout entier naturel n, un = 2(23)n + n.. Déterminer la limite de la suite (un).4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose Sn = n
∑k=0 uk = u0 + u1 + : : :+ un et Tn = Snn2 :a. Exprimer Sn en fontion de n.b. Déterminer la limite de la suite (Tn).� Exerie 9. (Métropole, septembre 2013) 5 pointsOn onsidère la suite (un) dé�nie sur N par u0 = 2 et pour tout entier naturel n; un+1 = un + 22un + 1 :On admet que pour tout entier naturel n; un > 0.1. a. Caluler u1; u2; u3; u4. On pourra en donner une valeur approhée à 10�2 près.b. Véri�er que si n est l'un des entiers 0, 1, 2, 3, 4 alors un � 1 a le même signe que (�1)n.. Établir que pour tout entier naturel n; un+1 � 1 = �un + 12un + 1 .d. Démontrer par réurrene que pour tout entier naturel n; un�1 a le même signe que (�1)n2. Pour tout entier naturel n, on pose vn = un � 1un + 1 .a. Établir que pour tout entier naturel n; vn+1 = �un + 13un + 3 .b. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique de raison �13 .En déduire l'expression de vn en fontion de n.. On admet que pour tout entier naturel n; un = 1 + vn1� vn .Exprimer un en fontion de n et déterminer la limite de la suite (un).8



� Exerie 10. (Nouvelle-Calédonie, novembre 2013) 5 pointsSoient deux suites (un) et (vn) dé�nies par u0 = 2 et v0 = 10 et pour tout entier naturel n,un+1 = 2un + vn3 et vn+1 = un + 3vn4 :PARTIE AOn onsidère l'algorithme suivant :Variables : N est un entierU; V;W sont des réelsK est un entierDébut : A�eter 0 à KA�eter 2 à UA�eter 10 à VSaisir NTant que K < NA�eter K + 1 à KA�eter U à WA�eter 2U + V3 à UA�eter W + 3V4 à VFin tant queA�her UA�her VFinOn exéute et algorithme en saisissant N = 2. Reopier et ompléter le tableau donné i-dessousdonnant l'état des variables au ours de l'exéution de l'algorithme.K W U V012PARTIE B1. a. Montrer que pour tout entier naturel n; vn+1 � un+1 = 512 (vn � un).b. Pour tout entier naturel n on pose wn = vn � un.Montrer que pour tout entier naturel n; wn = 8( 512)n.2. a. Démontrer que la suite (un) est roissante et que la suite (vn) est déroissante.b. Déduire des résultats des questions 1. b. et 2. a. que pour tout entier naturel n on a un 6 10et vn > 2.. En déduire que tes suites (un) et (vn) sont onvergentes.3. Montrer que les suites (un) et (vn) ont la même limite.4. Montrer que la suite (tn) dé�nie par tn = 3un + 4vn est onstante.En déduire que la limite ommune des suites (un) et (vn) est 467 .9



� Exerie 11. (Amérique du Sud, novembre 2013) 5 pointsLe plan omplexe est rapporté à un repère orthonormé diret.On onsidère l'équation (E) : z2 � 2zp3 + 4 = 0:1. Résoudre l'équation (E) dans l'ensemble C des nombres omplexes.2. On onsidère la suite (Mn) des points d'a�xes zn = 2nei(�1)n �6 , dé�nie pour n > 1.a. Véri�er que z1 est une solution de (E).b. Érire z2 et z3 sous forme algébrique.. Plaer les points M1; M2; M3 et M4 sur la �gure i-dessous et traer les segments [M1;M2℄,[M2;M3℄ et [M3;M4℄.
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3. Montrer que, pour tout entier n > 1, zn = 2n (p32 + (�1)n i2 ).4. Caluler les longueurs M1M2 et M2M3.Pour la suite de l'exerie, on admet que, pour tout entier n > 1, MnMn+1 = 2np3.5. On note `n = M1M2 +M2M3 + � � �+MnMn+1.a. Montrer que, pour tout entier n > 1; `n = 2p3 (2n � 1).b. Déterminer le plus petit entier n tel que `n > 1 000.
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