Probabilités (2014)

(Nouvelle-Calédonie, mars 2014) 6 points

Les parties A, B et C sont indépendantes
Partie A
Restitution organisée des connaissances

L'objectif de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :
Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors pour tout réel
a appartenant a l'intervalle ]0; 1[, il existe un unique réel strictement positif x, tel que
P(_Xa<X<Xa):1_a-

1 e

Soit f la fonction définie sur I'ensemble des nombres réels R par f(t) = Te z.

Soit H la fonction définie et dérivable sur [0 ; +oof par H(x) = P(—x < X < x) = / f(t)dt.

—X

3

1. Que représente la fonction f pour la loi normale centrée réduite ?
2. Préciser H(0) et la limite de H(x) quand x tend vers +oo.
3. A l'aide de considérations graphiques, montrer que pour tout nombre réel positif x,
H(x) = 2/X f(t)dt
0

4. En déduire que la dérivée H' de la fonction H sur [0 ; 4oo] est la fonction 2f et dresser le
tableau de variations de H sur [0 ; +ool.

5. Démontrer alors le théoréme énoncé.

Partie B

Un laboratoire se fournit en pipettes auprés de deux entreprises, notées A et B.

60 % des pipettes viennent de I'entreprise A et 4,6 % des pipettes de cette entreprise possédent un
défaut.

Dans le stock total du laboratoire, 5% des piéces présentent un défaut. On choisit au hasard une
pipette dans le stock du laboratoire et on note :

A I'événement : « La pipette est fournie par I'entreprise A » ;
B I'événement : « La pipette est fournie par I'entreprise B » ;

D I'événement : « La pipette a un défaut ».

1. La pipette choisie au hasard présente un défaut; quelle est la probabilité qu'elle vienne de
I'entreprise A7

2. Montrer que p(BN D) = 0,0224.

3. Parmi les pipettes venant de I'entreprise B, quel pourcentage de pipettes présente un défaut ?
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Partie C

Une pipette est dite conforme si sa contenance est comprise, au sens large entre 98 millilitres (mL)

et 102 mL.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque pipette prise au hasard dans le stock d'un laboratoire associe

sa contenance (en millilitres).

On admet que X suit une loi normale de moyenne u et écart type o tels que u = 100 et 02 = 1,042 4.

1. Quelle est alors la probabilité, 8 10=* prés, pour qu'une pipette prise au hasard soit conforme ?

On pourra s’aider de la table ci-dessous ou utiliser une calculatrice.

Contenance x (en mL) 95 96 97 98 99
P(X < x) (arrondi a 107°) | 0,000 00 0,000 04 0,001 65 0,025 06 0,163 68
Contenance x (en mL) 100 101 102 103 104
P(X < x) (arrondi & 107°) 0,5 0,836 32 0,974 94 0,998 35 0,999 96

Pour la suite, on admet que la probabilité pour qu'une pipette soit non-conforme est p = 0, 05.

2. On préléve dans le stock du laboratoire des échantillons de pipettes de taille n, ot n est un entier
naturel supérieur ou égal a 100. On suppose que le stock est assez important pour considérer
ces tirages comme indépendants.

Soit Y, la variable aléatoire qui a chaque échantillon de taille n associe le nombre de pipettes

non-conformes de |I'échantillon.

a. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Y, ?

b. Vérifier que n > 30, np > 5 et n(1 — p) > 5.

c. Donner en fonction de n l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la
fréquence des pipettes non-conformes dans un échantillon.

(Pondichéry, avril 2014)

Dans cet exercice, sauf indication contraire, les résultats seront arrondis au centiéme.

4 points

1. La durée de vie, exprimée en années, d'un moteur pour automatiser un portail fabriqué par une
entreprise A est une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramétre X\, ou A est

un réel strictement positif.

On sait que P(X < 2) =0, 15.

Déterminer la valeur exacte du réel \.

Dans la suite de I'exercice on prendra 0,081 pour valeur de A.

2. a. Déterminer P(X > 3).

b. Montrer que pour tous réels positifs t et h, Px>:(X > t+h) = P(X > h).

c. Le moteur a déja fonctionné durant 3 ans. Quelle est la probabilité pour qu'il fonctionne

encore 2 ans”?

d. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X et donner une interprétation de ce résultat.

3. Dans la suite de cet exercice, on donnera des valeurs arrondies des résultats a 1073

L'entreprise A annonce que le pourcentage de moteurs défectueux dans la production est égal
a 1%. Afin de vérifier cette affirmation 800 moteurs sont prélevés au hasard. On constate que
15 moteurs sont détectés défectueux.

Le résultat de ce test remet-il en question I'annonce de |'entreprise A7 Justifier. On pourra
s'aider d’un intervalle de fluctuation.




m (Liban, mai 2014) 5 points

Les trois parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.
Les probabilités seront arrondies au dix milliéme.

Un éléve doit se rendre a son lycée chaque matin pour 8 h 00. Pour cela, il utilise, selon les jours,
deux moyens de transport : le vélo ou le bus.

Partie A

L'éléve part tous les jours a 7 h 40 de son domicile et doit arriver a 8 h 00 a son lycée. Il prend le
vélo 7 jours sur 10 et le bus le reste du temps.

Les jours ou il prend le vélo, il arrive a I'heure dans 99,4% des cas et lorsqu’il prend le bus, il arrive
en retard dans 5% des cas.

On choisit une date au hasard en période scolaire et on note V' I'événement « L'éléve se rend au lycée
a vélo », B I'événement « |'éléve se rend au lycée en bus » et R I'événement « L'éléve arrive en retard
au lycée ».

1. Traduire la situation par un arbre de probabilités.
Déterminer la probabilité de I'événement V N K.

Démontrer que la probabilité de I'événement R est 0,0192

ol

Un jour donné, I'éléve est arrivé en retard au lycée. Quelle est la probabilité qu'il s’y soit rendu
en bus?

Partie B : le vélo

On suppose dans cette partie que I'éléve utilise le vélo pour se rendre a son lycée.

Lorsqu’il utilise le vélo, on modélise son temps de parcours, exprimé en minutes, entre son domicile
et son lycée par une variable aléatoire T qui suit le loi normale d’espérance u = 17 et d'écart-type
oc=172.

1. Déterminer la probabilité que I'éléve mette entre 15 et 20 minutes pour se rendre a son lycée.
2. Il part de son domicile a vélo a 7 h 40. Quelle est la probabilité qu'il soit en retard au lycée ?

3. L'éléve part a vélo. Avant quelle heure doit-il partir pour arriver a I'heure au lycée avec une
probabilité de 0,97 Arrondir le résultat a la minute prés.

Partie C : le bus

Lorsque |'éléve utilise le bus, on modélise son temps de parcours, exprimé en minutes, entre son
domicile et son lycée par une variable aléatoire 7' qui suit la loi normale d'espérance u' = 15 et
d’écart-type o’.

On sait que la probabilité qu'il mette plus de 20 minutes pour se rendre a son lycée en bus est de
0,05.

_ , T'—15
On note Z’ la variable aléatoire égale a ———

o—l

1. Quelle loi la variable aléatoire Z’ suit-elle ?

2. Déterminer une valeur approchée a 0,01 prés de I'écart-type o’ de la variable aléatoire T'.




m (Amérique du Nord, mai 2014) 5 points

Dans cet exercice, tous les résultats demandés seront arrondis a 10~2 prés.
Une grande enseigne de cosmétiques lance une nouvelle créme hydratante.
Partie A : Conditionnement des pots

Cette enseigne souhaite vendre la nouvelle créme sous un conditionnement de 50 mL et dispose pour
ceci de pots de contenance maximale 55 mL.
On dit qu'un pot de créme est non conforme s'il contient moins de 49 mL de créme.

1. Plusieurs séries de tests conduisent a modéliser la quantité de créme, exprimée en mL, contenue
dans chaque pot par une variable aléatoire X qui suit la loi normale d'espérance u = 50 et
d’écart-type o0 =1, 2.

Calculer la probabilité qu'un pot de créme soit non conforme.

2. La proportion de pots de créme non conformes est jugée trop importante. En modifiant la
viscosité de la créme, on peut changer la valeur de I'écart-type de la variable aléatoire X, sans
modifier son espérance u = 50. On veut réduire a 0, 06 la probabilité qu'un pot choisi au hasard

soit non conforme.
, . , L . X =50
On note ¢’ le nouvel écart-type, et Z la variable aléatoire égale a ———
o
a. Préciser la loi que suit la variable aléatoire Z.
b. Déterminer une valeur approchée du réel u tel que p(Z < u) =0, 06.

c. En déduire la valeur attendue de o’.

3. Une boutique commande a son fournisseur 50 pots de cette nouvelle créme.

On considére que le travail sur la viscosité de la créme a permis d'atteindre I'objectif fixé et
donc que la proportion de pots non conformes dans |'échantillon est 0, 06.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de pots non conformes parmi les 50 pots recus.

a. On admet que Y suit une loi binomiale. En donner les paramétres.

b. Calculer la probabilité que la boutique recoive deux pots non conformes ou moins de deux
pots non conformes.

Partie B : Campagne publicitaire

Une association de consommateurs décide d’estimer la proportion de personnes satisfaites par |'utili-
sation de cette créme.

Elle réalise un sondage parmi les personnes utilisant ce produit. Sur 140 personnes interrogées, 99 se
déclarent satisfaites.

Estimer, par intervalle de confiance au seuil de 95 %, la proportion de personnes satisfaites parmi les
utilisateurs de la creme.




m (Centres étrangers, juin 2014) 4 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples comportant quatre questions indépendantes.
Pour chaque question, une seule des quatre affirmations proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a I'affirmation
exacte. Aucune justification n’est demandée. Une réponse exacte rapporte un point,; une réponse
fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n’enléve de point.

Question 1

Dans un hypermarché, 75 % des clients sont des femmes. Une femme sur cinq achéte un article au
rayon bricolage, alors que sept hommes sur dix le font.

Une personne, choisie au hasard, a fait un achat au rayon bricolage. La probabilité que cette personne
soit une femme a pour valeur arrondie au milliéme :

a. 0,750 b. 0,150 c. 0,462 d. 0,700

Question 2

Dans cet hypermarché, un modéle d'ordinateur est en promotion. Une étude statistique a permis
d’établir que, chaque fois qu'un client s’intéresse a ce modéle, la probabilité qu’il I'achéte est égale a
0, 3. On considére un échantillon aléatoire de dix clients qui se sont intéressés a ce modéle.

La probabilité qu'exactement trois d'entre eux aient acheté un ordinateur de ce modéle a pour valeur
arrondie au millieme :

a. 0,900 b. 0,092 c. 0,002 d. 0,267

Question 3
Cet hypermarché vend des téléviseurs dont la durée de vie, exprimée en année, peut étre modélisée
par une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramétre . La durée de vie moyenne

d’un téléviseur est de huit ans, ce qui se traduit par : A = —.

La probabilité qu'un téléviseur pris au hasard fonctionne encore au bout de six ans a pour valeur
arrondie au millieme :

a. 0,750 b. 0,250 c. 0472 d. 0,528

Question 4

Cet hypermarché vend des baguettes de pain dont la masse, exprimée en gramme, est une variable
aléatoire réelle qui suit une loi normale de moyenne 200 g.

La probabilité que la masse d'une baguette soit comprise entre 184 g et 216 g est égale a 0, 954.
La probabilité qu'une baguette prise au hasard ait une masse inférieure a 192 g a pour valeur arrondie
au centiéme :

a. 0,16 b. 0,32 c. 0,84 d. 048




m (Polynésie, juin 2014) 5 points

Pour chacune des cing affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.
Une réponse non justifiée n'est pas prise en compte. Une absence de réponse n’est pas pénalisée.

1. Zoé se rend a son travail a pied ou en voiture. La ou elle habite, il pleut un jour sur quatre.
Lorsqu’il pleut, Zoé se rend en voiture a son travail dans 80 % des cas.
Lorsqu’il ne pleut pas, elle se rend a pied a son travail avec une probabilité égale a 0, 6.
Affirmation n°1 :

« Zoé utilise la voiture un jour sur deux. »

2. Dans I'ensemble E des issues d'une expérience aléatoire, on considére deux événements A et B.
Affirmation n° 2 :
«Si A et B sont indépendants, alors A et B sont aussi indépendants. »

3. On modélise le temps d’attente, exprimé en minutes, a un guichet, par une variable aléatoire T
qui suit la loi exponentielle de paramétre 0, 7.
Affirmation n° 3 :
« La probabilité qu'un client attende au moins cing minutes a ce guichet est 0, 7 environ. »
Affirmation n°4 :

« Le temps d'attente moyen a ce guichet est de sept minutes. »

4. On sait que 39 % de la population francaise est du groupe sanguin A+.
On cherche a savoir si cette proportion est la méme parmi les donneurs de sang.
On interroge 183 donneurs de sang et parmi eux, 34 % sont du groupe sanguin A+.
Affirmation n°5 :

« On ne peut pas rejeter, au seuil de 5%, I'hypothése selon laquelle la proportion de personnes
du groupe sanguin A+ parmi les donneurs de sang est de 39 % comme dans I'ensemble de la
population. »




(Asie, juin 2014) 5 points

Le taux d’hématocrite est le pourcentage du volume de globules rouges par rapport au volume total
du sang. On note X la variable aléatoire donnant le taux d"hématocrite d'un adulte choisi au hasard
dans la population francaise. On admet que cette variable suit une loi normale de moyenne u = 45,5
et d'écart-type o.

Partie A

On note Z la variable aléatoire Z =

X—p X-—455
o o '

1. a. Quelle est la loi de la variable aléatoire Z 7

b.

Déterminer P(X < ).

2. En prenant o = 3,8, déterminer P(37,9 < X < 53, 1). Arrondir le résultat au centiéme.

Partie B

Une certaine maladie V est présente dans la population francaise avec la fréquence 1 %. On sait d’aitre
part que 30 % de la population francaise a plus de 50 ans, et que 90 % des porteurs de la maladie V
dans la population francaise ont plus de 50 ans.

On choisit au hasard un individu dans la population francaise.
On note a I'unique réel tel que P(X < a) = 0,995, ot X est la variable aléatoire définie au début de
I'exercice. On ne cherchera pas a calculer a.

On définit les événements :

« I'individu est porteur de la maladie V » ;

« I'individu a plus de 50 ans » ;

« I'individu a un taux d’"hématocrite supérieur a o ».

Ainsi P(M) =10,01, Py(S)=0,9et P(H)=P(X > a).
D’autre part, une étude statistique a révélé que 60 % des individus ayant un taux d’hématocrite
supérieur a o sont porteurs de la maladie V.

1. a.
b.
2. a
b.
Partie C

Déterminer P(M N S).

On choisit au hasard un individu ayant plus de 50 ans. Montrer que la probabilité qu’il soit
porteur de la maladie V est égale a 0, 03.

. Calculer la probabilité P(H).

L'individu choisi au hasard a un taux d'hématocrite inférieur ou égal a a. Calculer la
probabilité qu'il soit porteur de la maladie V. Arrondir au millieme.

Le but de cette partie est d'étudier I'influence d'un géne sur la maladie V.

1. Déterminer I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence de la maladie
V dans les échantillons de taille 1 000, prélevés au hasard et avec remise dans |'ensemble de la
population francaise. On arrondira les bornes de I'intervalle au milliéme.

2. Dans un échantillon aléatoire de 1000 personnes possédant le géne, on a trouvé 14 personnes
porteuses de la maladie V.

Au regard de ce résultat, peut-on décider, au seuil de 95 %, que le géne a une influence sur la
maladie ?




(Métropole, juin 2014) 5 points
Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment.
Partie A

Un laboratoire pharmaceutique propose des tests de dépistage de diverses maladies. Son service de
communication met en avant les caractéristiques suivantes :

e la probabilité qu'une personne malade présente un test positif est 0, 99 ;

e la probabilité qu'une personne saine présente un test positif est 0, 001.

1. Pour une maladie qui vient d'apparaitre, le laboratoire élabore un nouveau test. Une étude
statistique permet d’estimer que le pourcentage de personnes malades parmi la population d'une
métropole est égal a 0,1 %. On choisit au hasard une personne dans cette population et on lui
fait subir le test.

On note M |'événement « la personne choisie est malade » et T I'événement « le test est positif ».

a. Traduire I’énoncé sous la forme d'un arbre pondéré.
b. Démontrer que la probabilité p(T) de I'événement T est égale a 1,989 x 1073,

c. L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse 7 Justifier la réponse.

Affirmation : « Si le test est positif, il y a moins d'une chance sur deux que la personne
soit malade ».

2. Le laboratoire décide de commercialiser un test deés lors que la probabilité qu’une personne
testée positivement soit malade est supérieure ou égale a 0,95. On désigne par x la proportion
de personnes atteintes d'une certaine maladie dans la population.

A partir de quelle valeur de x le laboratoire commercialise-t-il le test correspondant ?

Partie B

La chaine de production du laboratoire fabrique, en trés grande quantité, le comprimé d'un médica-
ment.

1. Un comprimé est conforme si sa masse est comprise entre 890 et 920 mg. On admet que la
masse en milligrammes d’un comprimé pris au hasard dans la production peut étre modélisée par
une variable aléatoire X qui suit la loi normale N (u, 02), de moyenne u = 900 et d’écart-type
o=1.

a. Calculer la probabilité qu'un comprimé prélevé au hasard soit conforme. On arrondira a
102,
b. Déterminer I'entier positif h tel que P(900 — h < X < 900 + h) ~ 0,99 a 103 pres.

2. La chaine de production a été réglée dans le but d'obtenir au moins 97 % de comprimés
conformes. Afin d'évaluer I'efficacité des réglages, on effectue un contrdle en prélevant un
échantillon de 1 000 comprimés dans la production. La taille de la production est supposée suf-
fisamment grande pour que ce prélévement puisse étre assimilé a 1 000 tirages successifs avec
remise.

Le contrble effectué a permis de dénombrer 53 comprimés non conformes sur |'échantillon
prélevé.

Ce contrble remet-il en question les réglages faits par le laboratoire ? On pourra utiliser un
intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %.




m (Antilles-Guyane, juin 2014) 5 points

Les parties A et B sont indépendantes

Les résultats seront arrondis a 10~* prés
Partie A

Un ostréiculteur éléve deux espéces d'huitres : «la plate » et «la japonaise ». Chaque année, les
huitres plates représentent 15 % de sa production.

Les huitres sont dites de calibre n°® 3 lorsque leur masse est comprise entre 66 g et 85 g.

Seulement 10 % des huitres plates sont de calibre n° 3, alors que 80 % des huitres japonaises le sont.

1. Le service sanitaire préléve une huitre au hasard dans la production de I'ostréiculteur. On suppose
que toutes les huitres ont la méme chance d’étre choisies.

On considére les événements suivants :

e J: «I'huitre prélevée est une huitre japonaise »,

e ( : «I'huitre prélevée est de calibre n°3 ».

Construire un arbre pondéré complet traduisant la situation.

T o

Calculer la probabilité que I'huitre prélevée soit une huitre plate de calibre n° 3.

Justifier que la probabilité d'obtenir une huitre de calibre n° 3 est 0, 695.

& 0

Le service sanitaire a prélevé une huitre de calibre n° 3. Quelle est la probabilité que ce soit
une huftre plate?

2. La masse d'une huitre peut étre modélisée par une variable aléatoire X suivant la loi normale de
moyenne u = 90 et d'écart-type o = 2.

a. Donner la probabilité que I'huitre prélevée dans la production de l'ostréiculteur ait une
masse comprise entre 87 g et 89 g.
b. Donner P(X > 91).

Partie B

Cet ostréiculteur affirme que 60 % de ses huitres ont une masse supérieure a 91 g.
Un restaurateur souhaiterait lui acheter une grande quantité d'huitres mais il voudrait, auparavant,
vérifier I"affirmation de I'ostréiculteur.

Le restaurateur achéte auprés de cet ostréiculteur 10 douzaines d’huftres qu'on considérera comme
un échantillon de 120 huitres tirées au hasard. Sa production est suffisamment importante pour qu’on
I'assimile a un tirage avec remise.

[l constate que 65 de ces huitres ont une masse supérieure a 91 g.

1. Soit F la variable aléatoire qui a tout échantillon de 120 huitres associe la fréquence de celles
qui ont une masse supérieure a 91 g.

Aprés en avoir vérifié les conditions d’application, donner un intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % de la variable aléatoire F.

2. Que peut penser le restaurateur de I'affirmation de I'ostréiculteur ?




