
pProbabilités (2014)l
� Exerie 1. (Nouvelle-Calédonie, mars 2014) 6 pointsLes parties A, B et C sont indépendantesPartie ARestitution organisée des onnaissanesL'objetif de ette partie est de démontrer le théorème suivant :Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale entrée réduite, alors pour tout réel� appartenant à l'intervalle ℄0 ; 1[, il existe un unique réel stritement positif �� tel queP (��� 6 X 6 ��) = 1� �.Soit f la fontion dé�nie sur l'ensemble des nombres réels R par f (t) = 1p2�e� t22 :Soit H la fontion dé�nie et dérivable sur [0 ; +1[ par H(x) = P (�x 6 X 6 x) = ∫ x�x f (t) dt:1. Que représente la fontion f pour la loi normale entrée réduite ?2. Préiser H(0) et la limite de H(x) quand x tend vers +1.3. À l'aide de onsidérations graphiques, montrer que pour tout nombre réel positif x ,H(x) = 2 ∫ x0 f (t) dt.4. En déduire que la dérivée H0 de la fontion H sur [0 ; +1[ est la fontion 2f et dresser letableau de variations de H sur [0 ; +1[.5. Démontrer alors le théorème énoné.Partie BUn laboratoire se fournit en pipettes auprès de deux entreprises, notées A et B.60% des pipettes viennent de l'entreprise A et 4,6% des pipettes de ette entreprise possèdent undéfaut.Dans le stok total du laboratoire, 5% des pièes présentent un défaut. On hoisit au hasard unepipette dans le stok du laboratoire et on note :A l'évènement : � La pipette est fournie par l'entreprise A � ;B l'évènement : � La pipette est fournie par l'entreprise B � ;D l'évènement : � La pipette a un défaut �.1. La pipette hoisie au hasard présente un défaut ; quelle est la probabilité qu'elle vienne del'entreprise A ?2. Montrer que p(B \D) = 0;022 4.3. Parmi les pipettes venant de l'entreprise B, quel pourentage de pipettes présente un défaut ?1



Partie CUne pipette est dite onforme si sa ontenane est omprise, au sens large entre 98 millilitres (mL)et 102 mL.Soit X la variable aléatoire qui à haque pipette prise au hasard dans le stok d'un laboratoire assoiesa ontenane (en millilitres).On admet que X suit une loi normale de moyenne � et éart type � tels que � = 100 et �2 = 1;042 4.1. Quelle est alors la probabilité, à 10�4 près, pour qu'une pipette prise au hasard soit onforme ?On pourra s'aider de la table i-dessous ou utiliser une alulatrie.Contenane x (en mL) 95 96 97 98 99P (X 6 x) (arrondi à 10�5) 0,000 00 0,000 04 0,001 65 0,025 06 0,163 68Contenane x (en mL) 100 101 102 103 104P (X 6 x) (arrondi à 10�5) 0,5 0,836 32 0,974 94 0,998 35 0,999 96Pour la suite, on admet que la probabilité pour qu'une pipette soit non-onforme est p = 0; 05.2. On prélève dans le stok du laboratoire des éhantillons de pipettes de taille n, où n est un entiernaturel supérieur ou égal à 100. On suppose que le stok est assez important pour onsidéreres tirages omme indépendants.Soit Yn la variable aléatoire qui à haque éhantillon de taille n assoie le nombre de pipettesnon-onformes de l'éhantillon.a. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Yn ?b. Véri�er que n > 30; np > 5 et n(1� p) > 5.. Donner en fontion de n l'intervalle de �utuation asymptotique au seuil de 95% de lafréquene des pipettes non-onformes dans un éhantillon.� Exerie 2. (Pondihéry, avril 2014) 4 pointsDans et exerie, sauf indiation ontraire, les résultats seront arrondis au entième.1. La durée de vie, exprimée en années, d'un moteur pour automatiser un portail fabriqué par uneentreprise A est une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramètre �, où � estun réel stritement positif.On sait que P (X 6 2) = 0; 15.Déterminer la valeur exate du réel �.Dans la suite de l'exerie on prendra 0; 081 pour valeur de �.2. a. Déterminer P (X > 3).b. Montrer que pour tous réels positifs t et h; PX>t(X > t + h) = P (X > h).. Le moteur a déjà fontionné durant 3 ans. Quelle est la probabilité pour qu'il fontionneenore 2 ans ?d. Caluler l'espérane de la variable aléatoire X et donner une interprétation de e résultat.3. Dans la suite de et exerie, on donnera des valeurs arrondies des résultats à 10�3L'entreprise A annone que le pourentage de moteurs défetueux dans la prodution est égalà 1%. A�n de véri�er ette a�rmation 800 moteurs sont prélevés au hasard. On onstate que15 moteurs sont détetés défetueux.Le résultat de e test remet-il en question l'annone de l'entreprise A ? Justi�er. On pourras'aider d'un intervalle de �utuation. 2



� Exerie 3. (Liban, mai 2014) 5 pointsLes trois parties A, B et C peuvent être traitées de façon indépendante.Les probabilités seront arrondies au dix millième.Un élève doit se rendre à son lyée haque matin pour 8 h 00. Pour ela, il utilise, selon les jours,deux moyens de transport : le vélo ou le bus.Partie AL'élève part tous les jours à 7 h 40 de son domiile et doit arriver à 8 h 00 à son lyée. Il prend levélo 7 jours sur 10 et le bus le reste du temps.Les jours où il prend le vélo, il arrive à l'heure dans 99;4% des as et lorsqu'il prend le bus, il arriveen retard dans 5% des as.On hoisit une date au hasard en période solaire et on note V l'évènement � L'élève se rend au lyéeà vélo �, B l'évènement � l'élève se rend au lyée en bus � et R l'évènement � L'élève arrive en retardau lyée �.1. Traduire la situation par un arbre de probabilités.2. Déterminer la probabilité de l'évènement V \ R.3. Démontrer que la probabilité de l'évènement R est 0;019 24. Un jour donné, l'élève est arrivé en retard au lyée. Quelle est la probabilité qu'il s'y soit renduen bus ?Partie B : le véloOn suppose dans ette partie que l'élève utilise le vélo pour se rendre à son lyée.Lorsqu'il utilise le vélo, on modélise son temps de parours, exprimé en minutes, entre son domiileet son lyée par une variable aléatoire T qui suit le loi normale d'espérane � = 17 et d'éart-type� = 1;2.1. Déterminer la probabilité que l'élève mette entre 15 et 20 minutes pour se rendre à son lyée.2. Il part de son domiile à vélo à 7 h 40. Quelle est la probabilité qu'il soit en retard au lyée ?3. L'élève part à vélo. Avant quelle heure doit-il partir pour arriver à l'heure au lyée ave uneprobabilité de 0;9 ? Arrondir le résultat à la minute près.Partie C : le busLorsque l'élève utilise le bus, on modélise son temps de parours, exprimé en minutes, entre sondomiile et son lyée par une variable aléatoire T 0 qui suit la loi normale d'espérane �0 = 15 etd'éart-type �0.On sait que la probabilité qu'il mette plus de 20 minutes pour se rendre à son lyée en bus est de0;05.On note Z 0 la variable aléatoire égale à T 0 � 15�01. Quelle loi la variable aléatoire Z 0 suit-elle ?2. Déterminer une valeur approhée à 0;01 près de l'éart-type �0 de la variable aléatoire T 0.3



� Exerie 4. (Amérique du Nord, mai 2014) 5 pointsDans et exerie, tous les résultats demandés seront arrondis à 10�3 près.Une grande enseigne de osmétiques lane une nouvelle rème hydratante.Partie A : Conditionnement des potsCette enseigne souhaite vendre la nouvelle rème sous un onditionnement de 50 mL et dispose pourei de pots de ontenane maximale 55 mL.On dit qu'un pot de rème est non onforme s'il ontient moins de 49 mL de rème.1. Plusieurs séries de tests onduisent à modéliser la quantité de rème, exprimée en mL, ontenuedans haque pot par une variable aléatoire X qui suit la loi normale d'espérane � = 50 etd'éart-type � = 1; 2.Caluler la probabilité qu'un pot de rème soit non onforme.2. La proportion de pots de rème non onformes est jugée trop importante. En modi�ant lavisosité de la rème, on peut hanger la valeur de l'éart-type de la variable aléatoire X, sansmodi�er son espérane � = 50. On veut réduire à 0; 06 la probabilité qu'un pot hoisi au hasardsoit non onforme.On note �0 le nouvel éart-type, et Z la variable aléatoire égale à X � 50�0a. Préiser la loi que suit la variable aléatoire Z.b. Déterminer une valeur approhée du réel u tel que p(Z 6 u) = 0; 06.. En déduire la valeur attendue de �0.3. Une boutique ommande à son fournisseur 50 pots de ette nouvelle rème.On onsidère que le travail sur la visosité de la rème a permis d'atteindre l'objetif �xé etdon que la proportion de pots non onformes dans l'éhantillon est 0; 06.Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de pots non onformes parmi les 50 pots reçus.a. On admet que Y suit une loi binomiale. En donner les paramètres.b. Caluler la probabilité que la boutique reçoive deux pots non onformes ou moins de deuxpots non onformes.Partie B : Campagne publiitaireUne assoiation de onsommateurs déide d'estimer la proportion de personnes satisfaites par l'utili-sation de ette rème.Elle réalise un sondage parmi les personnes utilisant e produit. Sur 140 personnes interrogées, 99 sedélarent satisfaites.Estimer, par intervalle de on�ane au seuil de 95%, la proportion de personnes satisfaites parmi lesutilisateurs de la rème.
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� Exerie 5. (Centres étrangers, juin 2014) 4 pointsCet exerie est un questionnaire à hoix multiples omportant quatre questions indépendantes.Pour haque question, une seule des quatre a�rmations proposées est exate.Le andidat indiquera sur sa opie le numéro de la question et la lettre orrespondant à l'a�rmationexate. Auune justi�ation n'est demandée. Une réponse exate rapporte un point ; une réponsefausse ou une absene de réponse ne rapporte ni n'enlève de point.Question 1Dans un hypermarhé, 75% des lients sont des femmes. Une femme sur inq ahète un artile aurayon briolage, alors que sept hommes sur dix le font.Une personne, hoisie au hasard, a fait un ahat au rayon briolage. La probabilité que ette personnesoit une femme a pour valeur arrondie au millième :a. 0,750 b. 0,150 . 0,462 d. 0,700Question 2Dans et hypermarhé, un modèle d'ordinateur est en promotion. Une étude statistique a permisd'établir que, haque fois qu'un lient s'intéresse à e modèle, la probabilité qu'il l'ahète est égale à0; 3. On onsidère un éhantillon aléatoire de dix lients qui se sont intéressés à e modèle.La probabilité qu'exatement trois d'entre eux aient aheté un ordinateur de e modèle a pour valeurarrondie au millième :a. 0,900 b. 0,092 . 0,002 d. 0,267Question 3Cet hypermarhé vend des téléviseurs dont la durée de vie, exprimée en année, peut être modéliséepar une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramètre �. La durée de vie moyenned'un téléviseur est de huit ans, e qui se traduit par : � = 18 .La probabilité qu'un téléviseur pris au hasard fontionne enore au bout de six ans a pour valeurarrondie au millième :a. 0,750 b. 0,250 . 0,472 d. 0,528Question 4Cet hypermarhé vend des baguettes de pain dont la masse, exprimée en gramme, est une variablealéatoire réelle qui suit une loi normale de moyenne 200 g.La probabilité que la masse d'une baguette soit omprise entre 184 g et 216 g est égale à 0; 954.La probabilité qu'une baguette prise au hasard ait une masse inférieure à 192 g a pour valeur arrondieau entième :a. 0,16 b. 0,32 . 0,84 d. 0,48
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� Exerie 6. (Polynésie, juin 2014) 5 pointsPour haune des inq a�rmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justi�er la réponse.Une réponse non justi�ée n'est pas prise en ompte. Une absene de réponse n'est pas pénalisée.1. Zoé se rend à son travail à pied ou en voiture. Là où elle habite, il pleut un jour sur quatre.Lorsqu'il pleut, Zoé se rend en voiture à son travail dans 80% des as.Lorsqu'il ne pleut pas, elle se rend à pied à son travail ave une probabilité égale à 0; 6.A�rmation no 1 :� Zoé utilise la voiture un jour sur deux. �2. Dans l'ensemble E des issues d'une expériene aléatoire, on onsidère deux évènements A et B.A�rmation no 2 :� Si A et B sont indépendants, alors A et B sont aussi indépendants. �3. On modélise le temps d'attente, exprimé en minutes, à un guihet, par une variable aléatoire Tqui suit la loi exponentielle de paramètre 0; 7.A�rmation no 3 :� La probabilité qu'un lient attende au moins inq minutes à e guihet est 0; 7 environ. �A�rmation no 4 :� Le temps d'attente moyen à e guihet est de sept minutes. �4. On sait que 39% de la population française est du groupe sanguin A+.On herhe à savoir si ette proportion est la même parmi les donneurs de sang.On interroge 183 donneurs de sang et parmi eux, 34% sont du groupe sanguin A+.A�rmation no 5 :� On ne peut pas rejeter, au seuil de 5%, l'hypothèse selon laquelle la proportion de personnesdu groupe sanguin A+ parmi les donneurs de sang est de 39% omme dans l'ensemble de lapopulation. �
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� Exerie 7. (Asie, juin 2014) 5 pointsLe taux d'hématorite est le pourentage du volume de globules rouges par rapport au volume totaldu sang. On note X la variable aléatoire donnant le taux d'hématorite d'un adulte hoisi au hasarddans la population française. On admet que ette variable suit une loi normale de moyenne � = 45; 5et d'éart-type �.Partie AOn note Z la variable aléatoire Z = X � �� = X � 45; 5� .1. a. Quelle est la loi de la variable aléatoire Z ?b. Déterminer P (X 6 �).2. En prenant � = 3; 8, déterminer P (37; 9 6 X 6 53; 1). Arrondir le résultat au entième.Partie BUne ertaine maladie V est présente dans la population française ave la fréquene 1%. On sait d'aitrepart que 30% de la population française a plus de 50 ans, et que 90% des porteurs de la maladie Vdans la population française ont plus de 50 ans.On hoisit au hasard un individu dans la population française.On note � l'unique réel tel que P (X 6 �) = 0; 995, où X est la variable aléatoire dé�nie au début del'exerie. On ne herhera pas à aluler �.On dé�nit les évènements :� l'individu est porteur de la maladie V � ;� l'individu a plus de 50 ans � ;� l'individu a un taux d'hématorite supérieur à � �.Ainsi P (M) = 0; 01; PM(S) = 0; 9 et P (H) = P (X > �).D'autre part, une étude statistique a révélé que 60% des individus ayant un taux d'hématoritesupérieur à � sont porteurs de la maladie V.1. a. Déterminer P (M \ S).b. On hoisit au hasard un individu ayant plus de 50 ans. Montrer que la probabilité qu'il soitporteur de la maladie V est égale à 0; 03.2. a. Caluler la probabilité P (H).b. L'individu hoisi au hasard a un taux d'hématorite inférieur ou égal à �. Caluler laprobabilité qu'il soit porteur de la maladie V. Arrondir au millième.Partie CLe but de ette partie est d'étudier l'in�uene d'un gène sur la maladie V.1. Déterminer l'intervalle de �utuation asymptotique au seuil de 95% de la fréquene de la maladieV dans les éhantillons de taille 1 000, prélevés au hasard et ave remise dans l'ensemble de lapopulation française. On arrondira les bornes de l'intervalle au millième.2. Dans un éhantillon aléatoire de 1 000 personnes possédant le gène, on a trouvé 14 personnesporteuses de la maladie V.Au regard de e résultat, peut-on déider, au seuil de 95%, que le gène a une in�uene sur lamaladie ? 7



� Exerie 8. (Métropole, juin 2014) 5 pointsLes parties A et B peuvent être traitées indépendamment.Partie AUn laboratoire pharmaeutique propose des tests de dépistage de diverses maladies. Son servie deommuniation met en avant les aratéristiques suivantes :� la probabilité qu'une personne malade présente un test positif est 0; 99 ;� la probabilité qu'une personne saine présente un test positif est 0; 001.1. Pour une maladie qui vient d'apparaître, le laboratoire élabore un nouveau test. Une étudestatistique permet d'estimer que le pourentage de personnes malades parmi la population d'unemétropole est égal à 0,1%. On hoisit au hasard une personne dans ette population et on luifait subir le test.On noteM l'évènement � la personne hoisie est malade � et T l'évènement � le test est positif �.a. Traduire l'énoné sous la forme d'un arbre pondéré.b. Démontrer que la probabilité p(T ) de l'évènement T est égale à 1; 989� 10�3.. L'a�rmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justi�er la réponse.A�rmation : � Si le test est positif, il y a moins d'une hane sur deux que la personnesoit malade �.2. Le laboratoire déide de ommerialiser un test dès lors que la probabilité qu'une personnetestée positivement soit malade est supérieure ou égale à 0; 95. On désigne par x la proportionde personnes atteintes d'une ertaine maladie dans la population.À partir de quelle valeur de x le laboratoire ommerialise-t-il le test orrespondant ?Partie BLa haine de prodution du laboratoire fabrique, en très grande quantité, le omprimé d'un média-ment.1. Un omprimé est onforme si sa masse est omprise entre 890 et 920 mg. On admet que lamasse en milligrammes d'un omprimé pris au hasard dans la prodution peut être modélisée parune variable aléatoire X qui suit la loi normale N (�; �2), de moyenne � = 900 et d'éart-type� = 7.a. Caluler la probabilité qu'un omprimé prélevé au hasard soit onforme. On arrondira à10�2.b. Déterminer l'entier positif h tel que P (900� h 6 X 6 900 + h) � 0; 99 à 10�3 près.2. La haine de prodution a été réglée dans le but d'obtenir au moins 97% de omprimésonformes. A�n d'évaluer l'e�aité des réglages, on e�etue un ontr�le en prélevant unéhantillon de 1 000 omprimés dans la prodution. La taille de la prodution est supposée suf-�samment grande pour que e prélèvement puisse être assimilé à 1 000 tirages suessifs averemise.Le ontr�le e�etué a permis de dénombrer 53 omprimés non onformes sur l'éhantillonprélevé.Ce ontr�le remet-il en question les réglages faits par le laboratoire ? On pourra utiliser unintervalle de �utuation asymptotique au seuil de 95%.8



� Exerie 9. (Antilles-Guyane, juin 2014) 5 pointsLes parties A et B sont indépendantesLes résultats seront arrondis à 10�4 prèsPartie AUn ostréiulteur élève deux espèes d'huîtres : � la plate � et � la japonaise �. Chaque année, leshuîtres plates représentent 15% de sa prodution.Les huîtres sont dites de alibre no 3 lorsque leur masse est omprise entre 66 g et 85 g.Seulement 10% des huîtres plates sont de alibre no 3, alors que 80% des huîtres japonaises le sont.1. Le servie sanitaire prélève une huître au hasard dans la prodution de l'ostréiulteur. On supposeque toutes les huitres ont la même hane d'être hoisies.On onsidère les évènements suivants :� J : � l'huître prélevée est une huître japonaise �,� C : � l'huître prélevée est de alibre no 3 �.a. Construire un arbre pondéré omplet traduisant la situation.b. Caluler la probabilité que l'huître prélevée soit une huître plate de alibre no 3.. Justi�er que la probabilité d'obtenir une huître de alibre no 3 est 0; 695.d. Le servie sanitaire a prélevé une huître de alibre no 3. Quelle est la probabilité que e soitune huître plate ?2. La masse d'une huître peut être modélisée par une variable aléatoire X suivant la loi normale demoyenne � = 90 et d'éart-type � = 2.a. Donner la probabilité que l'huître prélevée dans la prodution de l'ostréiulteur ait unemasse omprise entre 87 g et 89 g.b. Donner P (X > 91).Partie BCet ostréiulteur a�rme que 60% de ses huîtres ont une masse supérieure à 91 g.Un restaurateur souhaiterait lui aheter une grande quantité d'huîtres mais il voudrait, auparavant,véri�er l'a�rmation de l'ostréiulteur.Le restaurateur ahète auprès de et ostréiulteur 10 douzaines d'huîtres qu'on onsidèrera ommeun éhantillon de 120 huîtres tirées au hasard. Sa prodution est su�samment importante pour qu'onl'assimile à un tirage ave remise.Il onstate que 65 de es huîtres ont une masse supérieure à 91 g.1. Soit F la variable aléatoire qui à tout éhantillon de 120 huîtres assoie la fréquene de ellesqui ont une masse supérieure à 91 g.Après en avoir véri�é les onditions d'appliation, donner un intervalle de �utuation asympto-tique au seuil de 95% de la variable aléatoire F .2. Que peut penser le restaurateur de l'a�rmation de l'ostréiulteur ?9


