
pFon
tions (2014)l� Exer
i
e 1. (Nouvelle-Calédonie, mars 2014) 5 pointsPartie ASoit f la fon
tion dérivable, dé�nie sur l'intervalle ℄0 ; +1[ par f (x) = x ln(x):1. Déterminer les limites de f en 0 et en +1.2. On appelle f 0 la fon
tion dérivée de f sur ℄0 ; +1[. Montrer que f 0(x) = ln(x) + 1.3. Déterminer les variations de f sur ℄0 ; +1[.Partie BSoit C la 
ourbe représentative de la fon
tion f dans un repère orthonormal.Soit A l'aire, exprimée en unités d'aire, de la partie du plan 
omprise entre l'axe des abs
isses, la
ourbe C et les droites d'équations respe
tives x = 1 et x = 2.On utilise l'algorithme suivant pour 
al
uler, par la méthode des re
tangles, une valeur appro
hée del'aire A . (voir la �gure 
i-après).1
1 2 3O

CAlgorithme : Variablesk et n sont des entiers naturelsU; V sont des nombres réelsInitialisationU prend la valeur 0V prend la valeur 0n prend la valeur 4TraitementPour k allant de 0 à n � 1A�e
ter à U la valeur U + 1n f (1 + kn)A�e
ter à V la valeur V + 1n f (1 + k + 1n )Fin pourA�
hageA�
her UA�
her V 1



1. a. Que représentent U et V sur le graphique pré
édent ?b. Quelles sont les valeurs U et V a�
hées en sortie de l'algorithme (on donnera une valeurappro
hée de U par défaut à 10�4 près et une valeur appro
hée par ex
ès de V à 10�4près) ?
. En déduire un en
adrement de A .2. Soient les suites (Un) et (Vn) dé�nies pour tout entier n non nul par :Un = 1n [f (1) + f (1 + 1n)+ f (1 + 2n)+ � � �+ f (1 + n � 1n )]Vn = 1n [f (1 + 1n)+ f (1 + 2n)+ � � �+ f (1 + n � 1n )+ f (2)] :On admettra que, pour tout n entier naturel non nul, Un 6 A 6 Vn.a. Trouver le plus petit entier n tel que Vn � Un < 0; 1.b. Comment modi�er l'algorithme pré
édent pour qu'il permette d'obtenir un en
adrementde A d'amplitude inférieure à 0; 1 ?Partie CSoit F la fon
tion dérivable, dé�nie sur ℄0 ; +1[ par F (x) = x22 ln x � x24 :1. Montrer que F est une primitive de f sur ℄0 ; +1[.2. Cal
uler la valeur exa
te de A .� Exer
i
e 2. (Pondi
héry, avril 2014) 2 pointsPour 
ha
une des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justi�er la réponse
hoisie.Il est attribué un point par réponse exa
te 
orre
tement justi�ée.Une réponse non justi�ée n'est pas prise en 
ompte.Une absen
e de réponse n'est pas pénalisée.g est la fon
tion dé�nie sur ]�12 ; +1[ par g(x) = 2x ln(2x + 1):Proposition 1 : Sur ]�12 ; +1[, l'équation g(x) = 2x a une unique solution : e� 12 .Proposition 2 : Le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à la 
ourbe représentative de la fon
tion g aupoint d'abs
isse 12 est 1 + ln 4.
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� Exer
i
e 3. (Pondi
héry, avril 2014) 7 pointsPartie Af est une fon
tion dé�nie et dérivable sur R. f 0 est la fon
tion dérivée de la fon
tion f .Dans le plan muni d'un repère orthogonal, on nomme C1 la 
ourbe représentative de la fon
tion f et
C2 la 
ourbe représentative de la fon
tion f 0.Le point A de 
oordonnées (0 ; 2) appartient à la 
ourbe C1.Le point B de 
oordonnées (0 ; 1) appartient à la 
ourbe C2.1. Dans les trois situations 
i-dessous, on a dessiné la 
ourbe représentative C1 de la fon
tion f . Surl'une d'entre elles, la 
ourbe C2 de la fon
tion dérivée f 0 est tra
ée 
onvenablement. Laquelle ?Expliquer le 
hoix e�e
tué.Situation 1

1234567
89
�1�2 1 2 3 4�1�2�3

C1
C2OSituation 2 (C2 est une droite)

1234567
89
�1�2 1 2 3 4�1�2�3

C1
C2O

Situation 3

1234
5678
9

1 2 3�1�2�3

C1
C2

O
2. Déterminer l'équation réduite de la droite � tangente à la 
ourbe C1 en A.3. On sait que pour tout réel x; f (x) = e�x + ax + b où a et b sont deux nombres réels.a. Déterminer la valeur de b en utilisant les renseignements donnés par l'énon
é.b. Prouver que a = 2.4. Étudier les variations de la fon
tion f sur R.5. Déterminer la limite de la fon
tion f en +1.

3



Partie BSoit g la fon
tion dé�nie sur R par g(x) = f (x)� (x + 2).1. a. Montrer que la fon
tion g admet 0 
omme minimum sur R.b. En déduire la position de la 
ourbe C1 par rapport à la droite �.La �gure 2 
i-dessous représente le logo d'une entreprise. Pour dessiner 
e logo, son 
réateur s'estservi de la 
ourbe C1 et de la droite �, 
omme l'indique la �gure 3 
i-dessous. A�n d'estimer les 
oûtsde peinture, il souhaite déterminer l'aire de la partie 
olorée en gris.
�gure 2

C1 �
~{~|OD E

G F
�gure 3

Le 
ontour du logo est représenté par le trapèze DEFG où :- D est le point de 
oordonnées (�2 ; 0),- E est le point de 
oordonnées (2 ; 0),- F est le point d'abs
isse 2 de la 
ourbe C1,- G est le point d'abs
isse �2 de la 
ourbe C2.La partie du logo 
olorée en gris 
orrespond à la surfa
e située entre la droite �, la 
ourbe C1, ladroite d'équation x = �2 et la droite d'équation x = 2.2. Cal
uler, en unités d'aire, l'aire de la partie du logo 
olorée en gris (on donnera la valeur exa
tepuis la valeur arrondie à 10�2 du résultat).
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� Exer
i
e 4. (Liban, mai 2014) 5 pointsSoit f la fon
tion dé�nie sur l'intervalle [0 ; +1[ par f (x) = x e�x :On note C la 
ourbe représentative de f dans un repère orthogonal.Partie A1. On note f 0 la fon
tion dérivée de la fon
tion f sur l'intervalle [0; +1[.Pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +1[, 
al
uler f 0(x). En déduire les variations de la fon
tionf sur l'intervalle [0 ; +1[.2. Déterminer la limite de la fon
tion f en +1. Quelle interprétation graphique peut-on faire de
e résultat ?Partie BSoit A la fon
tion dé�nie sur l'intervalle [0; +1[ de la façon suivante : pour tout réel t de l'intervalle[0 ; +1[ ; A (t) est l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par l'axe des abs
isses, la 
ourbe Cet les droites d'équations x = 0 et x = t.1. Déterminer le sens de variation de la fon
tion A .2. On admet que l'aire du domaine délimité par la 
ourbe C et l'axe des abs
isses est égale à 1unité d'aire. Que peut-on en déduire pour la fon
tion A ?3. On 
her
he à prouver l'existen
e d'un nombre réel � tel que la droite d'équation x = � partagele domaine 
ompris entre l'axe des abs
isses et la 
ourbe C , en deux parties de même aire, età trouver une valeur appro
hée de 
e réel.a. Démontrer que l'équation A (t) = 12 admet une unique solution sur l'intervalle [0 ; +1[b. Sur le graphique 
i-dessous sont tra
ées la 
ourbe C , ainsi que la 
ourbe � représentant lafon
tion A .

00;10;20;30;40;50;60;70;80;91;0
1 2 3 4 x

y

Identi�er les 
ourbes C et �, puis tra
er la droite d'équation y = 12 . En déduire une valeurappro
hée du réel �. Ha
hurer le domaine 
orrespondant à A (�).4. On dé�nit la fon
tion g sur l'intervalle [0; +1[ par g(x) = (x + 1) e�x .a. On note g0 la fon
tion dérivée de la fon
tion g sur l'intervalle [0; +1[.Pour tout réel x de l'intervalle [0; +1[, 
al
uler g0(x).b. En déduire, pour tout réel t de l'intervalle [0; +1[, une expression de A (t).
. Cal
uler une valeur appro
hée à 10�2 près de A (6).5



� Exer
i
e 5. (Amérique du Nord, mai 2014) 6 pointsOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur [0 ; +1[ par f (x) = 5e�x � 3e�2x + x � 3:On note Cf la représentation graphique de la fon
tion f et D la droite d'équation y = x � 3 dans unrepère orthogonal du plan.Partie A : Positions relatives de Cf et DSoit g la fon
tion dé�nie sur l'intervalle [0 ; +1[ par g(x) = f (x)� (x � 3).1. Justi�er que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +1[, g(x) > 0.2. La 
ourbe Cf et la droite D ont-elles un point 
ommun ? Justi�er.Partie B : Étude de la fon
tion gOn note M le point d'abs
isse x de la 
ourbe Cf , N le point d'abs
isse x de la droite D et on s'intéresseà l'évolution de la distan
e MN.1. Justi�er que, pour tout x de l'intervalle [0 ; +1[, la distan
e MN est égale à g(x).2. On note g0 la fon
tion dérivée de la fon
tion g sur l'intervalle [0 ; +1[.Pour tout x de l'intervalle [0 ; +1[, 
al
uler g0(x).3. Montrer que la fon
tion g possède un maximum sur l'intervalle [0 ; +1[ que l'on déterminera.En donner une interprétation graphique.Partie C : Étude d'une aireOn 
onsidère la fon
tion A dé�nie sur l'intervalle [0 ; +1[ par A (x) = ∫ x0 [f (t)� (t � 3)℄ dt:1. Ha
hurer sur le graphique 
i-dessous le domaine dont l'aire est donnée par A (2).
0;51;0

�0;5�1;0�1;5�2;0�2;5�3;0
1 2 3 4

Cf
DO

2. Justi�er que la fon
tion A est 
roissante sur l'intervalle [0 ; +1[.3. Pour tout réel x stri
tement positif, 
al
uler A (x).4. Existe-t-il une valeur de x telle que A (x) = 2 ?6



� Exer
i
e 6. (Centres étrangers, juin 2014) 7 pointsLes parties A et B sont indépendantesUne image numérique en noir et blan
 est 
omposée de petits 
arrés (pixels) dont la 
ouleur va dublan
 au noir en passant par toutes les nuan
es de gris. Chaque nuan
e est 
odée par un réel x de lafaçon suivante :� x = 0 pour le blan
 ;� x = 1 pour le noir ;� x = 0; 01 ; x = 0; 02 et ainsi de suite jusqu'à x = 0; 99 par pas de 0; 01 pour toutes les nuan
esintermédiaires (du 
lair au fon
é).L'image A, 
i-après, est 
omposée de quatre pixels et donne un é
hantillon de 
es nuan
es ave
 leurs
odes.Un logi
iel de retou
he d'image utilise des fon
tions numériques dites � fon
tions de retou
he �.Une fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [0 ; 1℄ est dite � fon
tion de retou
he � si elle possède les quatrepropriétés suivantes :� f (0) = 0 ;� f (1) = 1 ;� f est 
ontinue sur l'intervalle [0 ; 1℄ ;� f est 
roissante sur l'intervalle [0 ; 1℄.Une nuan
e 
odée x est dite assombrie par la fon
tion f si f (x) > x , et é
lair
ie, si f (x) < x .Ainsi, si f (x) = x2, un pixel de nuan
e 
odée 0; 2 prendra la nuan
e 
odée0; 22 = 0; 04. L'image A sera transformée en l'image B 
i-dessous.Si f (x) = px , la nuan
e 
odée 0; 2 prendra la nuan
e 
odée p0; 2 � 0; 45. L'image A sera transforméeen l'image C 
i-dessous.0,20 0,400,60 0,80 0,04 0,160,36 0,64 0,45 0,630,77 0,89Image A Image B Image CPartie A1. On 
onsidère la fon
tion f1 dé�nie sur l'intervalle [0 ; 1℄par f1(x) = 4x3 � 6x2 + 3x:a. Démontrer que la fon
tion f1 est une fon
tion deretou
he.b. Résoudre graphiquement l'inéquation f1(x) 6 x ,à l'aide du graphique donné 
i-
ontre, en faisantapparaître les pointillés utiles.Interpréter 
e résultat en termes d'é
lair
issementou d'assombrissement.
0;5
1;0

0;5 1;07



2. On 
onsidère la fon
tion f2 dé�nie sur l'intervalle [0 ; 1℄ par f2(x) = ln[1 + (e� 1)x ℄:On admet que f2 est une fon
tion de retou
he.On dé�nit sur l'intervalle [0 ; 1℄ la fon
tion g par : g(x) = f2(x)� x .a. Établir que, pour tout x de l'intervalle [0 ; 1℄ : g0(x) = (e� 2)� (e� 1)x1 + (e� 1)x ;b. Déterminer les variations de la fon
tion g sur l'intervalle [0 ; 1℄.Démontrer que la fon
tion g admet un maximum en e� 2e� 1 , maximum dont une valeurarrondie au 
entième est 0; 12.
. Établir que l'équation g(x) = 0; 05 admet sur l'intervalle [0 ; 1℄ deux solutions � et �, ave
� < �.On admettra que : 0; 08 < � < 0; 09 et que : 0; 85 < � < 0; 86.Partie BOn remarque qu'une modi�
ation de nuan
e n'est per
eptible visuellement que si la valeur absolue del'é
art entre le 
ode de la nuan
e initiale et le 
ode de la nuan
e modi�ée est supérieure ou égale à0; 05.1. Dans l'algorithme dé
rit 
i-dessous, f désigne une fon
tion de retou
he.Quel est le r�le de 
et algorithme ?Variables : x (nuan
e initiale)y (nuan
e retou
hée)E (é
art)
 (
ompteur)kInitialisation : 
 prend la valeur 0Traitement : Pour k allant de 0 à 100, fairex prend la valeur k100y prend la valeur f (x)E prend la valeur jy � x jSi E > 0; 05, faire
 prend la valeur 
 + 1Fin siFin pourSortie : A�
her 
2. Quelle valeur a�
hera 
et algorithme si on l'applique à la fon
tion f2 dé�nie dans la deuxièmequestion de la partie A ?
8



Partie CDans 
ette partie, on s'intéresse à des fon
tions de retou
hef dont l'e�et est d'é
lair
ir l'image dans sa globalité, 
'est-a-dire telles que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄, f (x) 6 x .On dé
ide de mesurer l'é
lair
issement global de l'image en
al
ulant l'aire Af de la portion de plan 
omprise entre l'axedes abs
isses, la 
ourbe représentative de la fon
tion f , et lesdroites d'équations respe
tives x = 0 et x = 1.Entre deux fon
tions, 
elle qui aura pour e�et d'é
lair
ir leplus l'image sera 
elle 
orrespondant à la plus petite aire. Ondésire 
omparer l'e�et des deux fon
tions suivantes, dont onadmet qu'elles sont des fon
tions de retou
he :
0;51;0

0;5 1;00f1(x) = xe(x2�1) f2(x) = 4x � 15 + 60x + 4 :1. a. Cal
uler Af1.b. Cal
uler Af22. De 
es deux fon
tions, laquelle a pour e�et d'é
lair
ir le plus l'image ?� Exer
i
e 7. (Polynésie, juin 2014) 5 pointsSoient f et g les fon
tions dé�nies sur R par f (x) = ex et g(x) = 2e x2 � 1:On note Cf et Cg les 
ourbes représentatives des fon
tions f et g dans un repère orthogonal.1. Démontrer que les 
ourbes Cf et Cg ont un point 
ommun d'abs
isse 0 et qu'en 
e point, ellesont la même tangente � dont on déterminera une équation.2. Étude de la position relative de la 
ourbe Cg et de la droite �Soit h la fon
tion dé�nie sur R par h(x) = 2e x2 � x � 2.a. Déterminer la limite de la fon
tion h en �1.b. Justi�er que, pour tout réel x; h(x) = x (e x2x2 � 1� 2x).En déduire la limite de la fon
tion h en +1.
. On note h0 la fon
tion dérivée de la fon
tion h sur R.Pour tout réel x , 
al
uler h0(x) et étudier le signe de h0(x) suivant les valeurs de x .d. Dresser le tableau de variations de la fon
tion h sur R.e. En déduire que, pour tout réel x; 2e x2 � 1 > x + 1.f. Que peut-on en déduire quant à la position relative de la 
ourbe Cg et de la droite � ?3. Étude de la position relative des 
ourbes Cf et Cga. Pour tout réel x , développer l'expression (e x2 � 1)2.b. Déterminer la position relative des 
ourbes Cf et Cg.4. Cal
uler, en unité d'aire, l'aire du domaine 
ompris entre les 
ourbes Cf et Cg et les droitesd'équations respe
tives x = 0 et x = 1. 9



� Exer
i
e 8. (Asie, juin 2014) 6 pointsUne 
haîne, suspendue entre deux points d'a

ro
he de même hauteur peut être modélisée par lareprésentation graphique d'une fon
tion g dé�nie sur [�1 ; 1℄ parg(x) = 12a (eax + e�ax)où a est un paramètre réel stri
tement positif. On ne 
her
hera pas à étudier la fon
tion g.On montre en s
ien
es physiques que, pour que 
ette 
haîne ait une tension minimale aux extrémités,il faut et il su�t que le réel a soit une solution stri
tement positive de l'équation (x�1)e2x�1�x = 0:Dans la suite, on dé�nit sur [0 ; +1[ la fon
tion f par f (x) = (x � 1)e2x � 1 � x pour tout réelx > 0.1. Déterminer la fon
tion dérivée de la fon
tion f .Véri�er que f 0(0) = �2 et que limx!+1 f 0(x) = +1.2. On note f 00 la fon
tion dérivée de f 0.Véri�er que, pour tout réel x > 0; f 00(x) = 4xe2x .3. Montrer que, sur l'intervalle [0 ; +1[ la fon
tion f 0 s'annule pour une unique valeur, notée x0.4. a. Déterminer le sens de variation de la fon
tion f sur l'intervalle [0 ; +1[, puis montrer quef (x) est négatif pour tout réel x appartenant à l'intervalle [0 ; x0℄.b. Cal
uler f (2).En déduire que sur l'intervalle [0 ; +1[, la fon
tion f s'annule pour une unique valeur.Si l'on note a 
ette valeur, déterminer à l'aide de la 
al
ulatri
e la valeur de a arrondie au
entième.5. On admet sans démonstration que la longueur L de la 
haîne est donnée par l'expressionL = ∫ 10 (eax + e�ax) dx:Cal
uler la longueur de la 
haîne ayant une tension minimale aux extrémités, en prenant 1; 2
omme valeur appro
hée du nombre a.
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� Exer
i
e 9. (Asie, juin 2014) 5 pointsSoit n un entier naturel supérieur ou égal à 1.On note fn la fon
tion dé�nie pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ par fn(x) = 11 + xn :Pour tout entier n > 1, on dé�nit le nombre In par In = ∫ 10 fn(x) dx = ∫ 10 11 + xn dx:1. Les représentations graphiques de 
ertaines fon
tions fn obtenues à l'aide d'un logi
iel sonttra
ées 
i-après.

00;20;40;60;81;0

0 0;2 0;4 0;6 0;8 1;0x

y
f1 f2 f3 f50 f200

En expliquant soigneusement votre démar
he, 
onje
turer, pour la suite (In) l'existen
e et lavaleur éventuelle de la limite, lorsque n tend vers +1.2. Cal
uler la valeur exa
te de I1.3. a. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ et pour tout entier naturel n > 1, ona : 11 + xn 6 1:b. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, on a : In 6 1.4. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ et pour tout entier naturel n > 1, on a :1� xn 6 11 + xn :5. Cal
uler l'intégrale ∫ 10 (1� xn) dx .6. À l'aide des questions pré
édentes, démontrer que la suite (In) est 
onvergente et déterminersa limite. 11



7. On 
onsidère l'algorithme suivant :Variables : n; p et k sont des entiers naturelsx et I sont des réelsInitialisation : I prend la valeur 0Traitement : Demander un entier n > 1Demander un entier p > 1Pour k allant de 0 à p � 1 faire :x prend la valeur kpI prend la valeur I + 11 + xn � 1pFin PourA�
her Ia. Quelle valeur, arrondie au 
entième, renvoie 
et algorithme si l'on entre les valeurs n = 2et p = 5 ?On justi�era la réponse en reproduisant et en 
omplétant le tableau suivant ave
 les dif-férentes valeurs prises par les variables, à 
haque étape de l'algorithme. Les valeurs de Iseront arrondies au millième.k x I0
4b. Expliquer pourquoi 
et algorithme permet d'appro
her l'intégrale In.
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� Exer
i
e 10. (Métropole, juin 2014) 5 pointsPartie ADans le plan muni d'un repère orthonormé, on désigne par C1 la 
ourbe représentative de la fon
tionf1 dé�nie sur R par f1(x) = x + e�x :1. Justi�er que C1 passe par le point A de 
oordonnées (0 ; 1).2. Déterminer le tableau de variation de la fon
tion f1. On pré
isera les limites de f1 en +1 et en�1.Partie BL'objet de 
ette partie est d'étudier la suite (In) dé�nie sur N par In = ∫ 10 (x + e�nx) dx:1. Dans le plan muni d'un repère orthonormé (O; ~{; ~|), pour tout entier naturel n, on note Cn la
ourbe représentative de la fon
tion fn dé�nie sur R par fn(x) = x + e�nx :Sur le graphique 
i-dessous on a tra
é la 
ourbe Cn pour plusieurs valeurs de l'entier n et ladroite D d'équation x = 1.
1

1
D

O
A C1

C2
C3

C4
C6

C15
C60 �!{

�!|
a. Interpréter géométriquement l'intégrale In.b. En utilisant 
ette interprétation, formuler une 
onje
ture sur le sens de variation de lasuite (In) et sa limite éventuelle. On pré
isera les éléments sur lesquels on s'appuie pour
onje
turer.2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, In+1 � In = ∫ 10 e�(n+1)x (1� ex) dx:En déduire le signe de In+1 � In puis démontrer que la suite (In) est 
onvergente.3. Déterminer l'expression de In en fon
tion de n et déterminer la limite de la suite (In).13



� Exer
i
e 11. (Antilles-Guyane, juin 2014) 6 pointsOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie et dérivable sur l'ensemble R des nombres réels parf (x) = x + 1 + xex :On note C sa 
ourbe représentative dans un repère orthonormé (O; ~{; ~|).Partie A1. Soit g la fon
tion dé�nie et dérivable sur l'ensemble R par g(x) = 1� x + ex :Dresser, en le justi�ant, le tableau donnant les variations de la fon
tion g sur R (les limites deg aux bornes de son ensemble de dé�nition ne sont pas attendues).En déduire le signe de g(x).2. Déterminer la limite de f en �1 puis la limite de f en +1.3. On appelle f 0 la dérivée de la fon
tion f sur R.Démontrer que, pour tout réel x , f 0(x) = e�xg(x):4. En déduire le tableau de variation de la fon
tion f sur R.5. Démontrer que l'équation f (x) = 0 admet une unique solution réelle � sur R.Démontrer que �1 < � < 0.6. a. Démontrer que la droite T d'équation y = 2x + 1 est tangente à la 
ourbe C au pointd'abs
isse 0.b. Étudier la position relative de la 
ourbe C et de la droite T .Partie B1. Soit H la fon
tion dé�nie et dérivable sur R par H(x) = (�x � 1)e�x :Démontrer que H est une primitive sur R de la fon
tion h dé�nie par h(x) = xe�x .2. On note D le domaine délimité par la 
ourbe C , la droite T et les droites d'équation x = 1 etx = 3.Cal
uler, en unité d'aire, l'aire du domaine D .
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