
pFontions (2013)l
� Exerie 1. (Amérique du Nord, mai 2013) 5 pointsSoit f la fontion dé�nie sur l'intervalle ℄0 ; +1[ par f (x) = 1 + ln(x)x2 et soit C la ourbe représen-tative de la fontion f dans un repère du plan. La ourbe C est donnée i-dessous :1
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1. a. Étudier la limite de f en 0.b. Que vaut limx!+1 ln(x)x ? En déduire la limite de la fontion f en +1.. En déduire les asymptotes éventuelles à la ourbe C .2. a. On note f 0 la fontion dérivée de la fontion f sur l'intervalle ℄0 ; +1[.Démontrer que, pour tout réel x appartenant à l'intervalle ℄0 ; +1[, f 0(x) = �1� 2 ln(x)x3 :b. Résoudre sur l'intervalle ℄0 ; +1[ l'inéquation �1� 2 ln(x) > 0.En déduire le signe de f 0(x) sur l'intervalle ℄0 ; +1[.. Dresser le tableau des variations de la fontion f .3. a. Démontrer que la ourbe C a un unique point d'intersetion ave l'axe des absisses, donton préisera les oordonnées.b. En déduire le signe de f (x) sur l'intervalle ℄0 ; +1[.4. Pour tout entier n > 1, on note In l'aire, exprimée en unités d'aires, du domaine délimité parl'axe des absisses, la ourbe C et les droites d'équations respetives x = 1e et x = n.a. Démontrer que 0 6 I2 6 e� 12 .On admet que la fontion F , dé�nie sur l'intervalle ℄0 ; +1[ par F (x) = �2� ln(x)x , estune primitive de la fontion f sur l'intervalle ℄0 ; +1[.b. Caluler In en fontion de n.. Étudier la limite de In en +1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.1



� Exerie 2. (Pondihéry, avril 2013) 5 pointsPartie 1On s'intéresse à l'évolution de la hauteur d'un plant de maïs en fontion du temps. Le graphique enannexe 1 représente ette évolution. La hauteur est en mètres et le temps en jours.
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OOn déide de modéliser ette roissane par une fontion logistique du type : h(t) = a1 + be�0;04toù a et b sont des onstantes réelles positives, t est la variable temps exprimée en jours et h(t)désigne la hauteur du plant, exprimée en mètres.On sait qu'initialement, pour t = 0, le plant mesure 0; 1 m et que sa hauteur tend vers une hauteurlimite de 2 m.Déterminer les onstantes a et b a�n que la fontion h orresponde à la roissane du plant de maïsétudié.Partie 2On onsidère désormais que la roissane du plant de maïs est donnée par la fontion f dé�nie sur[0 ; 250℄ par f (t) = 21 + 19e�0;04t1. Déterminer f 0(t) en fontion de t (f 0 désignant la fontion dérivée de la fontion f ). En déduireles variations de la fontion f sur l'intervalle [0 ; 250℄.2. Caluler le temps néessaire pour que le plant de maïs atteigne une hauteur supérieure à 1; 5 m.3. a. Véri�er que pour tout réel t appartenant à l'intervalle [0 ; 250℄ on a f (t) = 2e0;04te0;04t + 19 .Montrer que la fontion F dé�nie sur l'intervalle [0 ; 250℄ par F (t) = 50 ln (e0;04t + 19) estune primitive de la fontion f .b. Déterminer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [50 ; 100℄.En donner une valeur approhée à 10�2 près et interpréter e résultat.4. On s'intéresse à la vitesse de roissane du plant de maïs ; elle est donnée par la fontion dérivéede la fontion f .La vitesse de roissane est maximale pour une valeur de t.En utilisant le graphique donné i-dessus, déterminer une valeur approhée de elle-i. Estimeralors la hauteur du plant. 2



� Exerie 3. (Liban, mai 2013) 6 pointsÉtant donné un nombre réel k , on onsidère la fontion fk dé�nie sur R par fk(x) = 11 + e�kx :Le plan est muni d'un repère orthonormé (O; ~{; ~|).Partie ADans ette partie on hoisit k = 1. On a don, pour tout réel x; f1(x) = 11 + e�x .La représentation graphique C1 de la fontion f1 dans le repère (O; ~{; ~|) est donnée i-dessous :1
1 2 3�1�2�3 ~{~|OC11. Déterminer les limites de f1(x) en +1 et en �1 et interpréter graphiquement les résultatsobtenus.2. Démontrer que, pour tout réel x; f1(x) = ex1 + ex .3. On appelle f 01 la fontion dérivée de f1 sur R. Caluler, pour tout réel x; f 01(x).En déduire les variations de la fontion f1 sur R.4. On dé�nit le nombre I = ∫ 10 f1(x) dx .Montrer que I = ln(1 + e2 ). Donner une interprétation graphique de I.Partie BDans ette partie, on hoisit k = �1 et on souhaite traer la ourbe C�1 représentant la fontion f�1.Pour tout réel x , on appelle P le point de C1 d'absisse x et M le point de C�1 d'absisse x .On note K le milieu du segment [MP ℄.1. Montrer que, pour tout réel x; f1(x) + f�1(x) = 1.2. En déduire que le point K appartient à la droite d'équation y = 12 .3. Traer la ourbe C�1.4. En déduire l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les ourbes C1, C�1 l'axe des ordon-nées et la droite d'équation x = 1.Partie CDans ette partie, on ne privilégie pas de valeur partiulière du paramètre k .Pour haune des a�rmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justi�er la réponse.1. Quelle que soit la valeur du nombre réel k , la représentation graphique de la fontion fk eststritement omprise entre les droites d'équations y = 0 et y = 1.2. Quelle que soit la valeur du réel k , la fontion fk est stritement roissante.3. Pour tout réel k > 10; fk (12) > 0; 99. 3



� Exerie 4. (Polynésie, juin 2013) 6 pointsOn onsidère la fontion f dé�nie sur R par f (x) = (x + 2)e�x :On note C la ourbe représentative de la fontion f dans un repère orthogonal.1. Étude de la fontion f .a. Déterminer les oordonnées des points d'intersetion de la ourbe C ave les axes durepère.b. Étudier les limites de la fontion f en �1 et en +1. En déduire les éventuelles asymptotesde la ourbe C .. Étudier les variations de f sur R.2. Calul d'une valeur approhée de l'aire sous une ourbe.On note D le domaine ompris entre l'axe des absisses, la ourbe C et les droites d'équationx = 0 et x = 1. On approhe l'aire du domaine D en alulant une somme d'aires de retangles.a. Dans ette question, on déoupe l'intervalle [0 ; 1℄ en quatre intervalles de même longueur :� Sur l'intervalle [0 ; 14], on onstruit unretangle de hauteur f (0)� Sur l'intervalle [14 ; 12], on onstruit unretangle de hauteur f (14)� Sur l'intervalle [12 ; 34], on onstruit unretangle de hauteur f (12)� Sur l'intervalle [34 ; 1], on onstruit unretangle de hauteur f (34)Cette onstrution est illustrée i-ontre.
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1OL'algorithme i-dessous permet d'obtenir une valeur approhée de l'aire du domaine D enajoutant les aires des quatre retangles préédents :Variables : k est un nombre entierS est un nombre réelInitialisation : A�eter à S la valeur 0Traitement : Pour k variant de 0 à 3
∣

∣

∣

∣

A�eter à S la valeur S + 14 f (k4)Fin PourSortie : A�her SDonner une valeur approhée à 10�3 près du résultat a�hé par et algorithme.b. Dans ette question, N est un nombre entier stritement supérieur à 1. On déoupe l'inter-valle [0 ; 1℄ en N intervalles de même longueur. Sur haun de es intervalles, on onstruitun retangle en proédant de la même manière qu'à la question 2.a.Modi�er l'algorithme préédent a�n qu'il a�he en sortie la somme des aires des N re-tangles ainsi onstruits. 4



3. Calul de la valeur exate de l'aire sous une ourbe.Soit g la fontion dé�nie sur R par g(x) = (�x � 3)e�x :On admet que g est une primitive de la fontion f sur R.a. Caluler l'aire A du domaine D , exprimée en unités d'aire.b. Donner une valeur approhée à 10�3 près de l'erreur ommise en remplaçant A par lavaleur approhée trouvée au moyen de l'algorithme de la question 2. a, 'est-à-dire l'éartentre es deux valeurs.� Exerie 5. (Asie, juin 2013) 6 pointsOn onsidère les fontions f et g dé�nies pour tout réel x par f (x) = ex et g(x) = 1� e�x :Les ourbes représentatives de es fontions dans un repère orthogonal du plan, notées respetivement
Cf et Cg, sont représentées i-dessous :
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Partie ACes ourbes semblent admettre deux tangentes ommunes. Traer aux mieux es tangentes sur la�gure i-dessus.Partie BDans ette partie, on admet l'existene de es tangentes ommunes.On note D l'une d'entre elles. Cette droite est tangente à la ourbe Cf au point A d'absisse a ettangente à la ourbe Cg au point B d'absisse b.1. a. Exprimer en fontion de a le oe�ient direteur de la tangente à la ourbe Cf au point A.b. Exprimer en fontion de b le oe�ient direteur de la tangente à la ourbe Cg au point B.. En déduire que b = �a.2. Démontrer que le réel a est solution de l'équation 2(x � 1)ex + 1 = 0:5



Partie COn onsidère la fontion ' dé�nie sur R par '(x) = 2(x � 1)ex + 1:1. a. Caluler les limites de la fontion ' en �1 et +1.b. Caluler la dérivée de la fontion ', puis étudier son signe.. Dresser le tableau de variation de la fontion ' sur R. Préiser la valeur de '(0).2. a. Démontrer que l'équation '(x) = 0 admet exatement deux solutions dans R.b. On note � la solution négative de l'équation '(x) = 0 et � la solution positive de etteéquation.À l'aide d'une alulatrie, donner les valeurs de � et � arrondies au entième.Partie DDans ette partie, on démontre l'existene de es tangentes ommunes, que l'on a admise dans lapartie B.On note E le point de la ourbe Cf d'absisse � et F le point de la ourbe Cg d'absisse �� (� estle nombre réel dé�ni dans la partie C).1. Démontrer que la droite (EF) est tangente à la ourbe Cf au point E.2. Démontrer que (EF) est tangente à Cg au point F.� Exerie 6. (Métropole, juin 2013) 7 pointsSur le graphique i-dessous, on a traé, dans le plan muni d'un repère orthonormé (O; ~{; ~|), la ourbereprésentative C d'une fontion f dé�nie et dérivable sur l'intervalle ℄0 ; +1[.
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BC
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On dispose des informations suivantes :� les points A, B, C ont pour oordonnées respetives (1 ; 0), (1 ; 2), (0 ; 2) ;� la ourbe C passe par le point B et la droite (BC) est tangente à C en B ;� il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel stritement positif x , f (x) = a + b ln xx .1. a. En utilisant le graphique, donner les valeurs de f (1) et f 0(1).b. Véri�er que pour tout réel stritement positif x; f 0(x) = (b � a)� b ln xx2 .. En déduire les réels a et b. 6



2. a. Justi�er que pour tout réel x appartenant à l'intervalle ℄0 ; +1[; f 0(x) a le même signeque � ln x .b. Déterminer les limites de f en 0 et en +1. On pourra remarquer que pour tout réel xstritement positif, f (x) = 2x + 2ln xx .. En déduire le tableau de variations de la fontion f .3. a. Démontrer que l'équation f (x) = 1 admet une unique solution � sur l'intervalle ℄0 ; 1℄.b. Par un raisonnement analogue, on démontre qu'il existe un unique réel � de l'intervalle℄1 ; +1℄ tel que f (�) = 1.Déterminer l'entier n tel que n < � < n + 1.4. On donne l'algorithme i-dessous.Variables : a; b et m sont des nombres réels.Initialisation : A�eter à a la valeur 0.A�eter à b la valeur 1.Traitement : Tant que b � a > 0; 1A�eter à m la valeur 12(a+ b).Si f (m) < 1 alors A�eter à a la valeur m.Sinon A�eter à b la valeur m.Fin de Si.Fin de Tant que.Sortie : A�her a.A�her b.a. Faire tourner et algorithme en omplétant le tableau i-dessous que l'on reopiera sur laopie. étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5a 0b 1b � amb. Que représentent les valeurs a�hées par et algorithme ?. Modi�er l'algorithme i-dessus pour qu'il a�he les deux bornes d'un enadrement de �d'amplitude 10�15. Le but de ette question est de démontrer que la ourbe C partage le retangle OABC en deuxdomaines d'aires égales.a. Justi�er que ela revient à démontrer que ∫ 11e f (x) dx = 1.b. En remarquant que l'expression de f (x) peut s'érire 2x +2� 1x � ln x , terminer la démons-tration.
7



� Exerie 7. (Centres étrangers, juin 2013) 5 pointsOn onsidère la fontion g dé�nie pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ par g(x) = 1 + e�x :On admet que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄, g(x) > 0.On note C la ourbe représentative de lafontion g dans un repère orthogonal, et D ledomaine plan ompris d'une part entre l'axedes absisses et la ourbe C , d'autre partentre les droites d'équation x = 0 et x = 1.La ourbe C et le domaine D sont représen-tés i-ontre. 12
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0Le but de et exerie est de partager le domaine D en deux domaines de même aire, d'abord parune droite parallèle à l'axe des ordonnées (partie A), puis par une droite parallèle à l'axe des absisses(partie B).Partie ASoit a un réel tel que 0 6 a 6 1.On note A1 l'aire du domaine ompris entrela ourbe C , l'axe (Ox),les droites d'équationx = 0 et x = a , puis A2 elle du domaineompris entre la ourbe C , (Ox) et les droitesd'équation x = a et x = 1.
A1 et A2 sont exprimées en unités d'aire. 12
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01. a. Démontrer que A1 = a � e�a + 1.b. Exprimer A2 en fontion de a.2. Soit f la fontion dé�nie pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1℄ par f (x) = 2x � 2 e�x + 1e :a. Dresser le tableau de variation de la fontion f sur l'intervalle [0 ; 1℄. On préisera lesvaleurs exates de f (0) et f (1).b. Démontrer que la fontion f s'annule une fois et une seule sur l'intervalle [0 ; 1℄. en unréel �. Donner la valeur de � arrondie au entième.3. En utilisant les questions préédentes, déterminer une valeur approhée du réel a pour lequel lesaires A1 et A2 sont égales.Partie BSoit b un réel positif.Dans ette partie, on se propose de partager le domaine D en deux domaines de même aire par ladroite d'équation y = b. On admet qu'il existe un unique réel b positif solution.1. Justi�er l'inégalité b < 1 + 1e . On pourra utiliser un argument graphique.2. Déterminer la valeur exate du réel b. 8



� Exerie 8. (Antilles-Guyane, juin 2013) 5 pointsDans tout e qui suit, m désigne un nombre réel quelonque.Partie ASoit f la fontion dé�nie et dérivable sur l'ensemble des nombres réels R telle que f (x) = (x + 1)ex .1. Caluler la limite de f en +1 et �1.2. On note f 0 la fontion dérivée de la fontion f sur R.Démontrer que pour tout réel x , f 0(x) = (x + 2)ex .3. Dresser le tableau de variation de f sur R.Partie BOn dé�nie la fontion gm sur R par gm(x) = x +1�me�x et on note Cm la ourbe de la fontion gmdans un repère (O; ~{; ~|) du plan.1. a. Démontrer que gm(x) = 0 si et seulement si f (x) = m.b. Déduire de la partie A, sans justi�ation, le nombre de points d'intersetion de la ourbe
Cm ave l'axe des absisses en fontion du réel m.2. On a représenté i-dessous les ourbes C0, Ce, et C�e (obtenues en prenant respetivement pourm les valeurs 0, e et �e).Identi�er haune de es ourbes en justi�ant.
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Courbe 33. Étudier la position de la ourbe Cm par rapport à la droite D d'équation y = x + 1 suivant lesvaleurs du réel m.4. a. On appelle D2 la partie du plan omprise entre les ourbes Ce, C�e, l'axe (Oy) et la droitex = 2. Hahurer D2 sur la �gure i-dessus.b. Dans ette question, a désigne un réel positif, Da la partie du plan omprise entre Ce, C�e,l'axe (Oy) et la droite �a d'équation x = a. On désigne par A (a) l'aire de ette partie duplan, exprimée en unités d'aire.Démontrer que pour tout réel a positif : A (a) = 2e� 2e1�a.En déduire la limite de A (a) quand a tend vers +1.9



� Exerie 9. (Antilles-Guyane, septembre 2013) 6 pointsPour tout réel k stritement positif, on désigne par fk la fontion dé�nie et dérivable sur l'ensembledes nombres réels R telle que fk(x) = kxe�kx :On note Ck sa ourbe représentative dans le plan muni d'un repère orthogonal (O; ~{; ~|).Partie A : Étude du as k = 1On onsidère don la fontion f1 dé�nie sur R par f1(x) = xe�x :1. Déterminer les limites de la fontion f1 en �1 et en +1. En déduire que la ourbe C1 admetune asymptote que l'on préisera.2. Étudier les variations de f1 sur R puis dresser son tableau de variation sur R.3. Démontrer que la fontion g1 dé�nie et dérivable sur R telle que g1(x) = �(x + 1)e�xest une primitive de la fontion f1 sur R.4. Étudier le signe de f1(x) suivant les valeurs du nombre réel x .5. Caluler, en unité d'aire, l'aire de la partie du plan délimitée par la ourbe C1, l'axe des absisseset les droites d'équation x = 0 et x = ln 10.Partie B : Propriétés graphiquesOn a représenté sur le graphique i-dessous les ourbes C2, Ca et Cb où a et b sont des réels stritementpositifs �xés et T la tangente à Cb au point O origine du repère.
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1. Montrer que pour tout réel k stritement positif, les ourbes Ck passent par un même point.2. a. Montrer que pour tout réel k stritement positif et tout réel x on a f 0k(x) = k(1�kx)e�kx :b. Justi�er que, pour tout réel k stritement positif, fk admet un maximum et aluler emaximum.. En observant le graphique i-dessus, omparer a et 2. Expliquer la démarhe.d. Érire une équation de la tangente à Ck au point O origine du repère.e. En déduire à l'aide du graphique une valeur approhée de b.
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� Exerie 10. (Métropole, septembre 2013) 6 pointsSoit f une fontion dé�nie et dérivable sur R. On note C sa ourbe représentative dans le plan munid'un repère (O; ~{; ~|).Partie ASur les graphiques i-dessous, on a représenté la ourbe C et trois autres ourbes C1, C2, C3 ave latangente en leur point d'absisse 0.

O ~{~|
C

O ~{~| d1
C1

O ~{~| d2
C2 O ~{~| d3C3

1. Donner par leture graphique, le signe de f (x) selon les valeurs de x .2. On désigne par F une primitive de la fontion f sur R.a. À l'aide de la ourbe C , déterminer F 0(0) et F 0(�2).b. L'une des ourbes C1, C2, C3 est la ourbe représentative de la fontion F .Déterminer laquelle en justi�ant l'élimination des deux autres.Partie BDans ette partie, on admet que la fontion f évoquée dans la partie A est la fontion dé�nie sur Rpar f (x) = (x + 2)e12 x :1. L'observation de la ourbe C permet de onjeturer que la fontion f admet un minimum.a. Démontrer que pour tout réel x; f 0(x) = 12(x + 4)e12 x .b. En déduire une validation de la onjeture préédente.2. On pose I = ∫ 10 f (x) dx . 11



a. Interpréter géométriquement le réel I.b. Soient u et v les fontions dé�nies sur R par u(x) = x et v(x) = e12 x .Véri�er que f = 2 (u0v + uv 0).. En déduire la valeur exate de l'intégrale I.3. On donne l'algorithme i-dessous.Variables : k et n sont des nombres entiers naturels.s est un nombre réel.Entrée : Demander à l'utilisateur la valeur de n.Initialisation : A�eter à s la valeur 0.Traitement : Pour k allant de 0 à n � 1| A�eter à s la valeur s + 1n f (kn).Fin de boule.Sortie : A�her s.On note sn le nombre a�hé par et algorithme lorsque l'utilisateur entre un entier naturelstritement positif omme valeur de n.a. Justi�er que s3 représente l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine hahuré sur legraphique i-dessous où les trois retangles ont la même largeur.

11 C

b. Que dire de la valeur de sn fournie par l'algorithme proposé lorsque n devient grand ?

12



� Exerie 11. (Nouvelle-Calédonie, novembre 2013) 5 pointsSoit f la fontion dérivable, dé�nie sur l'intervalle ℄0 ; +1[ par f (x) = ex + 1x :1. Étude d'une fontion auxiliairea. Soit la fontion g dérivable, dé�nie sur [0 ; +1[ par g(x) = x2ex � 1:Étudier le sens de variation de la fontion g.b. Démontrer qu'il existe un unique réel a appartenant à [0 ; +1[ tel que g(a) = 0.Démontrer que a appartient à l'intervalle [0,703 ; 0,704[.. Déterminer le signe de g(x) sur [0 ; +1[.2. Étude de la fontion fa. Déterminer les limites de la fontion f en 0 et en +1.b. On note f 0 la fontion dérivée de f sur l'intervalle ℄0 ; +1[.Démontrer que pour tout réel stritement positif x; f 0(x) = g(x)x2 .. En déduire le sens de variation de la fontion f et dresser son tableau de variation surl'intervalle ℄0 ; +1[.d. Démontrer que la fontion f admet pour minimum le nombre réel m = 1a2 + 1a .e. Justi�er que 3; 43 < m < 3; 45.� Exerie 12. (Amérique du Sud, novembre 2013) 6 pointsPartie ASoit f la fontion dé�nie sur R par f (x) = xe1�x :1. Véri�er que pour tout réel x; f (x) = e� xex .2. Déterminer la limite de la fontion f en �1.3. Déterminer la limite de la fontion f en +1. Interpréter graphiquement ette limite.4. Déterminer la dérivée de la fontion f .5. Étudier les variations de la fontion f sur R puis dresser le tableau de variation.Partie BPour tout entier naturel n non nul, on onsidère les fontions gn et hn dé�nies sur R par :gn(x) = 1 + x + x2 + � � �+ xn et hn(x) = 1 + 2x + � � �+ nxn�1:1. Véri�er que, pour tout réel x : (1� x)gn(x) = 1� xn+1.On obtient alors, pour tout réel x 6= 1 : gn(x) = 1� xn+11� x .2. Comparer les fontions hn et g0n, g0n étant la dérivée de la fontion gn.En déduire que, pour tout réel x 6= 1 : hn(x) = nxn+1 � (n + 1)xn + 1(1� x)2 .3. Soit Sn = f (1) + f (2) + :::+ f (n), f étant la fontion dé�nie dans la partie A.En utilisant les résultats de la partie B, déterminer une expression de Sn puis sa limite quand ntend vers +1. 13


