
pGéométrie dans l'espaelDans e hapitre, l'espae est muni d'un repère orthonormé (O, #�{ , #�| , #�k ).1. Déterminer les oordonnées d'un veteurSoient A (xA ; yA ; zA) et B (xB ; yB ; zB). Les oordonnées du veteur #   �AB sont alors :#   �AB (xB � xA ; yB � yA ; zB � zA)Exemple : Soient A (1 ; �2 ; 3) et B (�2 ; 3 ; 1). Déterminer les oordonnées du veteur #   �AB.Les oordonnées du veteur #   �AB sont (�2� 1 ; 3� (�2) ; 1� 3) soit enore (�3 ; 5 ; �2).2. Déterminer les oordonnées du point milieu d'un segmentSoint A (xA ; yA ; zA) et B (xB ; yB ; zB). Les oordonnées du point I milieu de [AB℄ sont alors :I(xA + xB2 ; yA + yB2 ; zA + zB2 )Exemple : Soient A (�2 ; 3 ; �1) et B (2 ; 5 ; �3). Déterminer les oordonnées de I milieu de [AB℄.Les oordonnées du point I sont (�2 + 22 ; 3 + 52 ; �1� 32 ) ou enore (0 ; 4 ; �2).3. Déterminer la norme d'un veteurSoit #�u (� ; � ; ). La norme du veteur #�u , notée k #�u k, est dé�nie par : k #�u k = √�2 + �2 + 2 .Exemple : Soit #�u (�1 ; �3 ; 2). Déterminer la norme du veteur #�u .La norme du veteur #�u vaut : k #�u k = √(�1)2 + (�3)2 + 22 = p1 + 9 + 4 = p14.4. Déterminer la longueur d'un segmentSoient A (xA ; yA ; zA) et B (xB ; yB ; zB). La norme du veteur #   �AB, notée ∥∥∥ #   �AB∥∥∥ et orrespondantà la longueur du segment [AB℄, est dé�nie par :
∥∥∥ #   �AB∥∥∥ = AB = √(x #  �AB)2 + (y #  �AB)2 + (z #  �AB)2 = √(xB � xA)2 + (yB � yA)2 + (zB � zA)2Exemple : Soient A (�2 ; 5 ; 1) et B (2 ; 5 ; �2). Déterminer la longueur du segment [AB℄.On peut d'abord aluler les oordonnées du veteur #   �AB, puis déterminer sa norme ∥∥∥ #   �AB∥∥∥.On a #   �AB (4 ; 0 ; �3) don ∥∥∥ #   �AB∥∥∥ = AB = √42 + 02 + (�3)2 = p25 = 5.Conseil : Vous pouvez aussi utiliser diretement la formule ave les oordonnées des points. Maisje vous onseille dans un premier temps de aluler les oordonnées du veteur dont vous voulezavoir la norme, puis ensuite de mettre à la raine arré la somme des arrés de haque oordonnéeomme e qui a été fait préédemment. Les oordonnées du veteur que vous avez alulées pourrontéventuellement servir dans la suite d'un exerie et ela vous fera gagner du temps.1



5. Montrer qu'un triangle est isoèle ou équilatéralMontrer qu'un triangle est isoèle ou équilatéral revient à montrer que deux (pour isoèle) ou trois(pour équilatéral) de ses �tés sont égaux. Il faudra don aluler les trois longueurs.Exemple : Soient A (�1 ; 1 ; 1), B (2 ; 2 ;�1) et C (�2 ; 3 ;�2). Déterminer la nature du triangle ABC.Il faut aluler les trois longueurs AB, AC et BC.On a #   �AB (3 ; 1 ; �2), #  �AC (�1 ; 2 ; �3) et #   �BC (�4 ; 1 ; �1) d'où :AB = √32 + 12 + (�2)2 = p9 + 1 + 4 = p14AC = √(�1)2 + 22 + (�3)2 = p1 + 4 + 9 = p14BC = √(�4)2 + 12 + (�1)2 = p16 + 1 + 1 = p18 = 3p2Comme AB = AC, le triangle est isoèle en A.6. Montrer que deux veteurs sont olinéairesMontrer que deux veteurs #�u et #�v sont olinéaires revient à montrer qu'il existe un réel k tel que#�u = k #�v .Exemple : Soient #�u (3 ; �6 ; 9) et #�v (�1 ; 2 ; �3). Montrer que #�u et #�v sont olinéaires.Ii, on observe que #�u = �3 #�v , e qui signi�e que les veteurs sont olinéaires.Si vous ne voyez pas la relation #�u = �3 #�v , vous pouvez déterminer la valeur de k sur haqueoordonnée et véri�er que l'on trouve bien la même :#�u = k #�v () 



3 = �1 k�6 = 2 k9 = �3 k () 



k = �3k = �62k = 9�3 () 



k = �3k = �3k = �3oordonnées de #�u oordonnées de #�vOn retrouve bien la même valeur de k pour les trois oordonnées, don les veteurs #�u et #�v sontolinéaires.7. Montrer que trois points sont alignésMontrer que trois points A, B et C sont alignés revient à montrer que deux veteurs formés à partirde es trois points (par exemple #   �AB et #  �AC) sont olinéaires.Exemple : Soient A (�1 ; 1 ; 1), B (2 ; 2 ; �1) et C (�7 ; �1 ; 5). Montrer que A, B et C sont alignés.On onstruit deux veteurs à partir de es trois points, par exemple #   �AB et #  �AC.On a #   �AB (3 ; 1 ; �2) et #  �AC (�6 ; �2 ; 4). On remarque que #   �AB = �2 #  �AC, e qui signi�e que lesdeux veteurs sont olinéaires et que don les points A, B et C sont alignés.Conseil : Si la relation #   �AB = �2 #  �AC ne vous parait pas évidente, n'hésitez pas à refaire les étapesprésentées dans le point préédent pour montrer que deux veteurs sont olinéaires. Je vous les refaisii quand même. La question à se poser est : existe-t-il une onstante k 2 R telle que #   �AB = k #  �AC?C'est la dé�nition même de la olinéarité entre deux veteurs. Déterminons pour ela la onstantek pour haque oordonnée et véri�ons si 'est la même ou pas.#   �AB = k #  �AC () 



�6 = 3k�2 = k4 = �2k () 



k = �2k = �2k = �2On trouve bien la même valeur de k pour haque oordonnée, don les veteurs #   �AB et #  �AC sontolinéaires et les points A, B et C sont alors alignés.2



8. Caluler un produit salaire entre deux veteursLe produit salaire entre deux veteurs #�u (x ; y ; z) et #�v (x 0 ; y 0 ; z 0) est dé�ni par :#�u : #�v = x:x 0 + y:y 0 + z:z 0Exemple : Soient #�u (�2 ; �1 ; 4) et #�v (�1 ; 2 ; �3). Caluler le produit salaire #�u : #�v .En reprenant la dé�nition, on a #�u : #�v = �2� (�1) + (�1)� 2 + 4� (�3) = 2� 2� 12 = �12.9. Déterminer une valeur de l'angle formé entre deux veteursPour déterminer une valeur de l'angle formé entre deux veteurs #�u et #�v noté ( #�u ; #�v ), il faut revenirà une des premières dé�nitions du produit salaire :#�u : #�v = k #�u k � k #�v k � os( #�u ; #�v ) () os( #�u ; #�v ) = #�u : #�vk #�u k � k #�v kÀ partir de la valeur du osinus de l'angle, on peut failement en déduire une valeur de l'angle ( #�u ; #�v )ave la alulatrie.Exemple : Soient #�u (�2 ; �1 ; 4) et #�v (�1 ; 2 ; �3). Déterminer une valeur de l'angle ( #�u ; #�v ).Il faut dans un premier temps aluler le produit salaire #�u : #�v puis k #�u k et k #�v k.#�u : #�v = �2� (�1) + (�1)� 2 + 4� (�3) = 2� 2� 12 = �12k #�u k = √(�2)2 + (�1)2 + 42 = p4 + 1 + 16 = p21k #�v k = √(�1)2 + (2)2 + (�3)2 = p1 + 4 + 9 = p14On alule ensuite la valeur de os( #�u ; #�v ) : os( #�u ; #�v ) = �12p21�p14 .Grâe à la alulatrie (ave la touhe �

�

�

�os�1 ou �

�

�

�aros ), on trouve ( #�u ; #�v ) = 134; 4°.Remarque : Si vous trouvez un résultat di�érent, véri�ez que vous avez bien mis votre alulatrieen degré et non pas en radian. Je vous rappelle que pour onvertir des radians en degrés, il fautmultiplier par 180� .10. Montrer que deux veteurs sont orthogonauxMontrer que deux veteurs #�u et #�v sont orthogonaux revient à montrer que le produit salaire #�u : #�vest nul.Exemple : Soient #�u (1 ; �2 ; 5) et #�v (�1 ; 2 ; 1). Montrer que les veteurs #�u et #�v sont orthogonaux.Ii, #�u : #�v = 1� (�1)� 2� 2 + 5� 1 = 0 don #�u et #�v sont bien orthogonaux.11. Montrer qu'un angle est un angle droitPour montrer qu'un angle ÂBC est un angle droit, il su�t de montrer que le produit salaire #   �BA: #   �BCest nul. Le triangle ABC est alors retangle en B.Exemple : Soient A (1 ; �2 ; 0), B (�1 ; �2 ; 1) et C (�2 ; 1 ; �1).Montrer que l'angle ÂBC est un angle droit.On a : #   �BA (2 ; 0 ; �1) et #   �BC (�1 ; 3 ; �2). De plus :#   �BA: #   �BC = 2� (�1) + 0� (�3) + (�1)� (�2) = �2 + 0 + 2 = 0Le produit salaire #   �BA: #   �BC étant nul, l'angle ÂBC est alors un angle droit.3



12. Montrer qu'un triangle est retanglePour montrer qu'un triangle ABC est retangle en A, il su�t de montrer que #   �AB est orthogonal à#  �AC, don que le produit salaire #   �AB: #  �AC est nul.Exemple : Soient A (3 ; �2 ; 2), B (6 ; �2 ; �1) et C (6 ; 1 ; 5). Montrer que ABC est retangle.On a : #   �AB (3 ; 0 ; �3) ; #   �BC (0 ; 3 ; 6) et #  �AC (3 ; 3 ; 3).#   �AB: #   �BC = 3� 0 + 0� 3 + (�1)� 6 = �6 6= 0#   �BC: #  �AC = 0� 3 + 3� 3 + 3� 6 = 27 6= 0#   �AB: #  �AC = 3� 3 + 0� 3� 3� 3 = 0Cela signi�e que les veteurs #   �AB et #  �AC sont orthogonaux don que le triangle ABC est retangleen A.13. Déterminer la nature d'un triangleUn triangle peut être :I équilatéralI isoèle en un pointI retangleI isoèle et retangle en un pointI quelonqueCe dernier as n'est pas intéressant si on vous pose ette question. Pour déterminer la nature d'untriangle ABC, il faut dans un premier temps aluler les trois longueurs AB, AC et BC. On pourradéjà en déduire si il est isoèle ou équilatéral. Si il est équilatéral, vous pouvez vous arrêter là. Si il estisoèle en A par exemple, il peut également être retangle en A. Vous pouvez ainsi le véri�er failementà l'aide de la réiproque du théorème de Pythagore ou en alulant le produit salaire #   �AB: #  �AC.Exemple : Soient A (2 ; 3 ; �6), B (�1 ; 3 ; �2) et C (2 ; 8 ; �6). Déterminer la nature du triangleABC.On alule les trois longueurs AB, AC et BC.On a #   �AB (�3 ; 0 ; 4), #  �AC (0 ; 5 ; 0) et #   �BC (3 ; 5 ; �4) d'où :AB = √(�3)2 + 02 + 42 = p9 + 0 + 16 = p25 = 5AC = p02 + 52 + 02 = p0 + 25 + 0 = p25 = 5BC = √32 + 52 + (�4)2 = p9 + 25 + 16 = p50 = 5p2On remarque que AB = AC don le triangle est isoèle en A. Peut-il être retangle en A ?Méthode 1On peut utiliser la réiproque du théorème de Pythagore, 'est-à-dire véri�er si BC2 = AB2 + AC2.AB2 = (p50)2 = 50AB2 + AC2 = 52 + 52 = 50La relation BC2 = AB2 + AC2 étant véri�ée, le triangle ABC est aussi retangle en A.Méthode 2Si le triangle est retangle en A, alors les veteurs #   �AB et #  �AC sont orthogonaux et le produit salaire#   �AB: #  �AC doit être nul. On a :#   �AB: #  �AC = (�3)� 0 + 0� 5 + 4� 0 = 0Le produit salaire étant nul, les veteurs #   �AB et #  �AC sont orthogonaux et le triangle ABC est retangleen A.Conlusion : Le triangle ABC est retangle et isoèle en A.4



14. Montrer que trois points dé�nissent un planPour montrer que trois points A, B et C dé�nissent un plan, il faut prouver que es trois points nesont pas alignés. Il su�t don de montrer que deux veteurs onstruits à partir de es trois points(par exemple #   �AB et #  �AC) ne sont pas olinéaires, 'est-à-dire prouver qu'il n'existe pas de onstantek (k 2 R) telle que #   �AB = k #  �AC.Exemple : Soient A (3 ; �2 ; 2), B (6 ; �2 ; �1) et C (6 ; 1 ; 5). Montrer que les points A, B et Cdé�nissent un plan.On a #   �AB (3 ; 0 ; �3) et #  �AC (3 ; 3 ; 3). Existe-t-il une onstante k (k 2 R) telle que #   �AB = k #  �AC?#   �AB = k #  �AC () 



3 = 3k0 = 3k�3 = 3k () 



k = 1k = 0k = �1On trouve trois valeurs de k di�érentes, e qui signi�e que les veteurs #   �AB et #  �AC ne sont pasolinéaires et don que les points A, B et C ne sont pas alignés et dé�nissent bien un plan.15. Montrer qu'un veteur est normal à un planPour montrer qu'un veteur est normal à un plan, il faut montrer qu'il est orthogonal à deux veteursnon olinéaires de e plan.Exemple : Soient A (3 ; �2 ; 2), B (6 ; �2 ; �1) et C (6 ; 1 ; 5). Montrer que le veteur #�n (1 ; �2 ; 1)est normal au plan (ABC).Pour ela il faut montrer que les veteurs #   �AB (3 ; 0 ; �3) et #   �BC (0 ; 3 ; 6) par exemple sont bienorthogonaux.#   �AB: #�n = 3� 1 + 0� (�2) + (�3)� 1 = 0 et #   �BC: #�n = 0� 0 + 3� (�2) + 6� 1 = 0. Le veteur #�nest bien normal au plan (ABC).Attention : il faut montrer que DEUX veteurs qui dirigent le plan sont bien orthogaux à #�n .Un seul ne su�t pas.16. Déterminer une équation artésienne d'un planSoient A (xA ; yA ; zA) un point appartenant au plan P et#�n (a ; b ; ) un veteur normal à e plan. Ces deux informa-tions sont su�santes pour dé�nir un plan ar il existe un planunique passant par un point et ayant un veteur normal dé�ni. P

A M#�nLe plan P est l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que #    �AM (x�xA ; y�yA ; z�zA) est orthogonalà #�n d'où :M 2 P () #    �AM: #�n = 0 (tradution mathématique de deux veteurs orthogonaux)() a(x � xA) + b(y � yA) + (z � zA) = 0 (alul du produit salaire)() ax + by + z �axA � byA � zA︸ ︷︷ ︸ = 0 (développement de l'équation préédente)() ax + by + z + d = 0 (en posant d = �axA � byA � zA)L'équation artésienne d'un plan est don de la forme ax + by + z + d = 0 ave a, b,  et d desonstantes réelles.Remarques :I Il est important de noter que, dans l'équation artésienne du plan, les oe�ients a, b et  ,respetivement devant x , y et z orrespondent aux oordonnées d'un veteur normal à un plan.I Une équation artésienne d'un plan n'est pas unique.5



Exemple : Soient A (3 ; -2 ; 2), un point appartenant au plan P et #�n (1 ; -2 ; 1) un veteur normalà e plan. Déterminer l'équation du plan P.On peut utiliser deux méthodes permettant de déterminer l'équation artésienne du plan P.Méthode 1On reprend la méthode préédente. Le plan P est l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que#    �AM(x � 3 ; y + 2 ; z � 2) est orthogonal à #�n d'où :M 2 P () #    �AM: #�n = 0 () x � 3� 2(y + 2) + z � 2 = 0 () x � 2y + z � 9 = 0Remarque : Pour s'assurer que l'équation du plan est juste, on peut véri�er que :I le point A appartient bien au plan. En e�et, xA � 2yA + zA � 9 = 3� 2� (�2) + 2� 9 = 0.Comme les oordonnées du point A véri�ent l'équation du plan P, e point appartient bien au plan.I les oe�ients devant x; y , et z sont bien les oordonnées de #�n : En e�et, (1 ; �2 ; 1)orrespondent bien aux oordonnées de #�n .Méthode 2On sait que si #�n (a ; b ; ) est un veteur orthogonal au plan P, alors son équation artésienne estde la forme ax+by+z+d = 0 ave d une onstante à déterminer. Ii on a don : x�2y+z+d = 0.Pour déterminer la onstante d , on érit que le point A appartient au plan P don que ses oor-données véri�ent l'équation du plan d'où :xA � 2yA + zA + d = 0 () 3� 2(�2) + 2 + d = 0 () d = �9Une équation artésienne du plan P est don x � 2y + z � 9 = 0.On retrouve bien la même équation que préédemment.17. Véri�er si une équation artésienne de plan est orreteOn suppose que le plan est dé�ni par trois points non alignés. Pour véri�er si une équation artésiennede e plan est orrete, le plus simple est de montrer que les oordonnées des trois points du planvéri�ent l'équation artésienne du plan.Exemple : Soient A (3 ; �2 ; 2), B (2 ; �3 ; 1) et C (4 ; 0 ; 5). Une équation artésienne du plan(ABC) est �x + 2y � z + 9 = 0. Vrai ou faux ?C'est une question que l'on retrouve régulièrement dans les � Vrai ou Faux ? � ou dans les QCM.On véri�e que les trois points appartiennent bien au plan proposé. Si un point appartient au plan,alors ses oordonnées véri�ent l'équation du plan. On a :�xA + 2yA � zA + 9 = �3 + 2� (�2)� 2 + 9 = �3� 4� 2 + 9 = 0�xB + 2yB � zB + 9 = �2 + 2� (�3)� 1 + 9 = �2� 6� 1 + 9 = 0�xC + 2yC � zC + 9 = �4 + 2� 0� 5 + 9 = �4� 5 + 9 = 0Les trois points véri�ent l'équation du plan proposé don ils appartiennent bien à e plan et il s'agitalors bien d'une équation artésienne du plan (ABC).
6



18. Déterminer un veteur normal à un plan dé�ni par une équation artésienneSoit P le plan d'équation ax+by+z+d = 0 ave a, b,  et d des onstantes réelles. Les oordonnéesd'un veteur normal #�n à e plan orrespondent aux oe�ients devant x , y et z , 'est-à-dire (a ; b ; ).Exemple : Soit P le plan d'équation x � 2y + z � 9 = 0. Déterminer un veteur normal au plan P.Les oe�ients devant x , y et z sont respetivement (1 ; -2 ; 1). Il s'agit don des oordonnéesd'un veteur normal au plan P.19. Montrer qu'un point appartient à un planSoit P le plan d'équation artésienne ax+by+z+d = 0. Pour montrer que le point A (xA ; yA ; zA)appartient bien au plan, il faut véri�er que es oordonnées véri�ent l'équation du plan, 'est-à-direvéri�er que axA + byA + zA + d = 0.Exemple : Soit P le plan d'équation artésienne 2x�y+z+1 = 0. Montrer que le point A (2 ; 4 ; �1)appartient au plan P.Véri�ons si les oordonnées du point A véri�ent l'équation du plan P :2xA � yA + zA + 1 = 2� 2� 4� 1 + 1 = 0Les oordonnées du point A véri�ent l'équation du plan P don le point A appartient bien au plan.20. Déterminer la position relative entre deux plans

Exemple :
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21. Montrer que deux plans sont perpendiulaires
P

P 0
#�n2 #�n1 On suppose que les deux plans sont dé�nis par leur équation artésienne,on peut alors en tirer failement un veteur normal pour haun d'entreeux. Pour montrer que es deux plans sont perpendiulaires, il su�talors de montrer que le veteur normal de l'un est orthogonal au veteurnormal de l'autre, 'est-à-dire que prouver que le produit salaire desdeux veteurs est nul.Exemple : Soient P et P 0 deux plans d'équation artésienne respetive x � y � z + 2 = 0 et�x + 4y � 5z � 1 = 0. Montrer que les plans P et P 0 sont perpendiulaires.Un veteur normal du plan P est #�n1 (1 ; �1 ; �1).Un veteur normal du plan P 0 est #�n2 (�1 ; 4 ; �5).On rappelle qu'en ayant les équations artésiennes des deux plans, on peut failement avoir unveteur normal ar il s'agit des oe�ients devant x , y et z .Calulons le produit salaire #�n1: #�n2 :#�n1: #�n2 = 1� (�1) + (�1)� 4 + (�1)� (�5) = �1� 4 + 5 = 0Le produit salaire étant nul, les veteurs #�n1 et #�n2 sont orthogonaux et les plans P et P 0 sont alorsperpendiulaires.22. Montrer que deux plans sont parallèlesI Si on suppose que les deux plans sont dé�nis par leur équation artésienne, on peut alors en tirerfailement un veteur normal pour haun d'entre eux. Pour montrer que deux plans sont parallèles,il su�t de montrer que le veteur normal de l'un est olinéaire au veteur normal de l'autre.I On suppose qu'un plan est dé�ni par son équation artésienne (on peut don avoir un veteurnormal #�n de e plan) et que l'autre est dé�ni par trois points (on peut don avoir deux veteurs #�u et#�v qui dirigent e plan). Pour montrer que es deux plans sont parallèles, il su�t de montrer que leveteur #�n est orthogonal à la fois à #�u et à #�v , autrement dit que les produits salaires #�n : #�u et #�n : #�vsont nuls.Exemple :
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23. Déterminer une équation paramétrique d'un plan

9



24. Déterminer une représentation paramétrique d'une droiteSoient A (xA ; yA ; zA) un point appartenant à la droite D et #�u (� ; � ; ) un veteur direteur deette droite. On peut dé�nir la droite D omme étant l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que#    �AM (x � xA ; y � yA ; z � zA) est olinéaire à #�u .M 2 D () 9t 2 R = #    �AM = t #�u (dé�nition de la olinéarité entre deux veteurs)() 



x � xA = �ty � yA = �tz � zA = t() 



x = xA + �ty = yA + �tz = zA + t (représentation paramétrique de la droite)Exemple : Soient A (3 ; �2 ; 2) et B (6 ; �2 ; 1). Déterminer une représentation paramétrique de ladroite (AB).Un veteur direteur de la droite (AB) est #   �AB (3 ; 0 ; �3). On peut dé�nir ette droite ommeétant l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que #    �AM (x � 3 ; y + 2 ; z � 2) est olinéaire à#   �AB (3 ; 0 ; �1) d'où :M 2 (AB) () 9t 2 R = #    �AM = t #   �AB () 



x � 3 = 3ty + 2 = 0tz � 2 = �1t () 



x = 3 + 3ty = �2z = 2tIl n'est pas néessaire de faire la démonstration entièrement, vous pouvez érire diretement lerésultat.Remarque : Une représentation paramétrique d'une droite n'est pas unique. Il existe don plusieursreprésentations paramétriques d'une même droite.Dans l'exemple préédent, on peut aussi dé�nir la droite (AB) omme étant l'ensemble des pointsM (x ; y ; z) tel que #    �BM (x � 6 ; y + 2 ; z � 1) est olinéaire à #   �BA (�3 ; 0 ; 1). On aurait alorstrouvé : 



x = 6� 3ty = �2z = 1 + tOn n'obtient pas la même représentation paramétrique mais il s'agit aussi d'UNE représentationparamétrique de la droite (AB). Il existe don plusieurs réponses à e genre de question.Attention : Si on travaille dans l'espae, l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que y = ax+bN'EST PAS une droite. Il s'agit d'un plan dont un veteur normal est #�n de oordonnées(a ; �1 ; 0). Il su�t de réérire l'équation sous ette forme ax � y + b = 0 pour s'aperevoirqu'il s'agit bien d'un plan et pas d'une droite.
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25. Véri�er qu'une représentation paramétrique de droite est orreteI Soit D la droite passant par le point A (xA ; yA ; zA) et ayant pour veteur direteur #�u . On nouspropose une représentation paramétrique de la droite D que nous noterons D 0. À partir de ettereprésentation paramétrique, on peut tirer failement un veteur direteur #�v . On rappelle qu'il s'agitdes oe�ients devant le paramètre t. Pour véri�er qu'il s'agit bien d'une représentation paramétriquede la droite D , il su�t de véri�er que :� #�u est olinéaire à #�v , 'est-à-dire montrer qu'il existe une onstante k (k 2 R) telle que #�u = k #�v .� le point A appartient à la droite D 0 dont on nous propose une représentation paramétrique.Si es deux onditions sont réunies, alors il s'agit d'une représentation paramétrique de la droite D .Soient A (xA ; yA ; zA) un point appartenant à la droite D et #�u (� ; � ; ) un veteur direteur deette droite. On peut dé�nir la droite D omme étant l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que#    �AM (x � xA ; y � yA ; z � zA) est olinéaire à #�u .M 2 D () 9t 2 R = #    �AM = t #�u (dé�nition de la olinéarité entre deux veteurs)() 



x � xA = �ty � yA = �tz � zA = t() 



x = xA + �ty = yA + �tz = zA + t (représentation paramétrique de la droite)Exemple : On reprend les même points que préédemment : A (3 ; -2 ; 2) et B (6 ; -2 ; 1). Parmi lesdeux représentations paramétriques suivantes, laquelle en est une de la droite (AB) ?Un veteur direteur de ette droite est : #   �AB (3 ; 0 ; -3).La droite (AB) est l'ensemble des points M (x ; y ; z) tel que #    �AM(x � 3 ; y + 2 ; z � 2) estolinéaire à #   �AB (3 ; 0 ; -1) d'où :M 2 (AB) () #    �AM = t #   �AB () 



x � 3 = 3:ty + 2 = 0:tz � 2 = �1:t () 



x = 3 +3:ty = �2z = 2 �t26. Déterminer un veteur direteur d'une droite
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27. Montrer qu'un point appartient à une droite

28. Déterminer la position relative entre deux droites
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29. Montrer que deux droites sont orthogonalesPour montrer que deux droites sont orthogonales, il su�t de montrer que le veteur direteur de l'uneest orthogonal au veteur direteur de l'autre, 'est-à-dire que le produit salaire des deux veteursest nul.Attention : deux droites orthogonales ne sont pas forément séantes.Exemple : Soient A (�1 ; �3 ; 2), B (�2 ; 1 ; �3) et D une droite dont une représentation paramé-trique est 



x = �1 + ty = �3� tz = �2� t . Montrer que les droites (AB) et D sont orthogonales.Un veteur direteur de la droite (AB) est #   �AB (�1 ; 4 ; �5).Un veteur direteur de la droite D est #�u (1 ; �1 ; �1).On rappelle qu'il s'agit des oe�ents devant le paramètre t dans la représentation paramétrique.Calulons le produit salaire #   �AB: #�u .#   �AB: #�u = (�1)� 1 + 4� (�1) + (�5)� (�1) = �1� 4 + 5 = 0.Le produit salaire étant nul, les veteurs #   �AB et #�u sont orthogonaux et les droites (AB) et D sontalors orthogonales.30. Montrer que deux droites sont parallèlesMontrer que deux droites sont parallèles revient à montrer que le veteur direteur de l'une estolinéaire au veteur direteur de l'autre.Exemple : Soient A (�1 ; �3 ; 2), B (�2 ; 1 ; �3) et D une droite dont une représentation paramé-trique est 



x = �1 + ty = �3� 4tz = �2 + 5t . Montrer que les droites (AB) et D sont parallèles.Un veteur direteur de la droite (AB) est #   �AB (�1 ; 4 ; �5).Un veteur direteur de la droite D est #�u (1 ; �4 ; 5).On rappelle qu'il s'agit des oe�ents devant le paramètre t dans la représentation paramétrique.On remarque que #   �AB = � #�u don les veteurs #   �AB et #�u sont olinéaires et les droites (AB) et Dsont alors parallèles.31. Montrer que deux droites sont oplanaires
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32. Déterminer la position relative d'une droite par rapport à un plan

33. Déterminer la nature de l'intersetion d'un plan ave une droiteSoient P le plan d'équation ax + by + z + d = 0 et D la droite dont la représentation paramétriqueest  x = xA + �ty = yA + �tz = zA + t ave A (xA ; yA ; zA) un point appartenant à la droite D .L'intersetion du plan P ave la droite D peut être un point, une droite ou l'ensemble vide. Pourdéterminer l'intersetion entre le plan P et la droite D , on résout le système formé par l'équation duplan et la représentation paramétrique de la droite :




x = xA + �ty = yA + �tz = zA + tax + by + z + d = 0Ce système, bien qu'il omporte quatre équations est assez simple à résoudre. Il faut remplaer dansla dernière équation x , y et z de façon à se retrouver ave une équation ne omportant que du t et desonstantes. À ette étape, il peut se passer trois hoses qui dé�nirons alors la nature de l'intersetion.
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Un point Une droite Ensemble vide
P

××

D

P

D

P

D

L'intersetion est un point.Lors de la résolution du sys-tème d'équations omme dé-rit préédemment, on trouveune valeur de t. On remplae lavaleur de t dans la représenta-tion paramétrique de la droite
D et on détermine alors les o-ordonnées du point d'interse-tion, ii noté A.

L'intersetion est une droite, etplus partiulièrement la droite
D qui est alors ontenue dansle plan P. En résolvant le sys-tème préédent, on ne trouvepas de valeur de t ar il n'enreste plus dans l'équation (4),et on se retrouve ave uneéquation du type � 0 = 0 �.

Il s'agit d'un ensemble vide arla droite D est parallèle au plan
P. En résolvant le systèmepréédent, on se retrouve aveune équation du type � 0 = 1 �qui est impossible.

Exemples :Déterminer la nature de l'intersetion entre la droite D dont la représentation paramétriqueest 



x = �2ty = �2 �2tz = �3 �2t et les plans P1, P2 et P3 d'équations respetives x + y + z � 4 = 0,x � z � 3 = 0 et x � z = 0.Pour déterminer la nature de l'intersetion entre le plan P1 et la droite D , on résout le systèmesuivant :



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2tx + y + z � 4 = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2t�2t � 2� 2t � 3� 2t � 4 = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2tt = �32 ()




x = 3y = 1z = 0On trouve une valeur de t qui nous permet d'en déduire que l'intersetion est un point dont lesoordonnées sont (3 ; 1 ; 0).On herhe maintenant l'intersetion du plan P2 ave la droite D . De même, on résout le système :



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2tx � z � 3 = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2t�2t + 3 + 2t � 3 = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2t0 = 0On se retrouve ave une équation du type � 0=0 �qui nous permet d'en déduire que l'intersetionest la droite D , e qui signi�e que la droite D est inluse dans le plan P2.On herhe maintenant l'intersetion du plan P3 d'équation x � z = 0 ave la droite D . On résoutle système : 15







x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2tx � z = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2t�2t + 3 + 2t = 0 () 



x = �2ty = �2� 2tz = �3� 2t3 = 0On trouve l'équation 3 = 0 qui est impossible, e qui signi�e ii que l'intersetion est vide et donque la droite D est parallèle au plan P3.34. Montrer qu'une droite est orthogonale à un planI Si on suppose que le plan est dé�ni par son équation artésienne, on peut alors avoir un veteurnormal à e plan. Pour montrer qu'une droite est orthogonale à e plan, il su�t de montrer que leveteur direteur de la droite est olinéaire au veteur normal du plan.I Si on suppose que le plan est dé�ni par trois points non alignés, on peut alors en tirer deux veteursnon olinéaires qui dirigent e plan. Pour montrer qu'une droite est orthogonale à e plan, il su�t demontrer que le veteur direteur de la droite est orthogonal à deux veteurs qui dirigent le plan.Exemple 1 : Soit P le plan d'équation artésienne x � y � z + 2 = 0 et D la droite dont unereprésentation paramétrique est 



x = �1 + ty = �3� 4tz = �2 + 5t . Montrer que la droite D est orthogonale au plan
P.Un veteur normal du plan P est #�n1 (1 ; �1 ; �1).Un veteur normal du plan P 0 est #�n2 (�1 ; 4 ; �5).On rappelle qu'en ayant les équations artésiennes des deux plans, on peut failement avoir unveteur normal ar il s'agit des oe�ients devant x , y et z .Calulons le produit salaire #�n1: #�n2 :#�n1: #�n2 = 1� (�1) + (�1)� 4 + (�1)� (�5) = �1� 4 + 5 = 0Le produit salaire étant nul, les veteurs #�n1 et #�n2 sont orthogonaux et les plans P et P 0 sont alorsperpendiulaires.35. Montrer qu'une droite est parallèle à un plan
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