
pComplexes (2013)l
� Exerie 1. (Pondihéry, avril 2013) 5 pointsLe plan omplexe est muni d'un repère orthonormé diret (O; ~u; ~v ).On note i le nombre omplexe tel que i2 = �1.On onsidère le point A d'a�xe zA = 1 et le point B d'a�xe zB = i.À tout point M d'a�xe zM = x + iy , ave x et y deux réels tels que y 6= 0, on assoie le point M'd'a�xe zM' = �izM.On désigne par I le milieu du segment [AM℄.Le but de l'exerie est de montrer que pour tout point M n'appartenant pas à (OA), la médiane (OI)du triangle OAM est aussi une hauteur du triangle OBM' (propriété 1) et que BM' = 2OI (propriété2).1. Dans ette question et uniquement dans ette question, on prend zM = 2e�i�3 .a. Déterminer la forme algébrique de zM.b. Montrer que zM' = �p3� i.Déterminer le module et un argument de zM'.. Plaer les points A, B, M, M' et I dans le repère (O; ~u; ~v ) en prenant 2 m pour unitégraphique.Traer la droite (OI) et véri�er rapidement les propriétés 1 et 2 à l'aide du graphique.2. On revient au as général en prenant zM = x + iy ave y 6= 0.a. Déterminer l'a�xe du point I en fontion de x et y .b. Déterminer l'a�xe du point M' en fontion de x et y .. Érire les oordonnées des points I, B et M'.d. Montrer que la droite (OI) est une hauteur du triangle OBM'.e. Montrer que BM' = 2OI.� Exerie 2. (Asie, juin 2013) 2 pointsLes deux questions de et exerie sont indépendantes.Pour haque question, une a�rmation est proposée. Indiquer si haune d'elles est vraie ou fausse,en justi�ant la réponse. Une réponse non justi�ée ne rapporte auun point.Le plan est rapporté au repère orthonormé diret (O; ~u; ~v ).On onsidère les points A, B, C, D et E d'a�xes respetives :a = 2 + 2i; b = �p3 + i;  = 1 + ip3; d = �1 + p32 i et e = �1 + (2 +p3) i:1. A�rmation 1 : les points A, B et C sont alignés.2. A�rmation 2 : les points B, C et D appartiennent à un même erle de entre E.1



� Exerie 3. (Antilles-Guyane, juin 2013) 5 pointsOn onsidère la suite (zn) à termes omplexes dé�nie par z0 = 1+ i et, pour tout entier naturel n, parzn+1 = zn + jznj3 :Pour tout entier naturel n, on pose : zn = an + ibn, où an est la partie réelle de zn et bn est la partieimaginaire de zn.Le but de et exerie est d'étudier la onvergene des suites (an) et (bn).Partie A1. Donner a0 et b0.2. Caluler z1, puis en déduire quea1 = 1 +p23 et b1 = 13 .3. On onsidère l'algorithme suivant :
Variables : A et B des nombres réelsK et N des nombres entiersInitialisation : A�eter à A la valeur 1A�eter à B la valeur 1Traitement :Entrer la valeur de NPour K variant de 1 à NA�eter à A la valeur A+pA2 + B23A�eter à B la valeur B3FinPourA�her Aa. On exéute et algorithme en saisissant N = 2. Reopier et ompléter le tableau i-dessous ontenant l'état des variables au ours de l'exéution de l'algorithme (on arrondirales valeurs alulées à 10�4 près).K A B12b. Pour un nombre N donné, à quoi orrespond la valeur a�hée par l'algorithme par rapportà la situation étudiée dans et exerie ?Partie B1. Pour tout entier naturel n, exprimer zn+1 en fontion de an et bn.En déduire l'expression de an+1 en fontion de an et bn, et l'expression de bn+1 en fontion dean et bn.2. Quelle est la nature de la suite (bn) ? En déduire l'expression de bn en fontion de n, et déterminerla limite de (bn).3. a. On rappelle que pour tous nombres omplexes z et z 0 :jz + z 0j 6 jz j+ jz 0j (inégalité triangulaire):Montrer que pour tout entier naturel n, jzn+1j 6 2 jznj3 :b. Pour tout entier naturel n, on pose un = jznj.Montrer par réurrene que, pour tout entier naturel n, un 6 (23)n p2:En déduire que la suite (un) onverge vers une limite que l'on déterminera.. Montrer que, pour tout entier naturel n, janj 6 un.En déduire que la suite (an) onverge vers une limite que l'on déterminera.2



� Exerie 4. (Polynésie, juin 2013) 2 pointsCet exerie est un questionnaire à hoix multiples. Auune justi�ation n'est demandée. Pour haunedes questions, une seule des deux propositions est exate. Chaque réponse orrete rapporte 1 point.Une réponse erronée ou une absene de réponse n'�te pas de point. Le andidat indiquera sur la opiele numéro de la question et la réponse hoisie.1. Soit z1 = p6ei�4 et z2 = p2e�i�3 . La forme exponentielle de iz1z2 est :(a) p3ei19�12 (b) p12e�i �12 () p3ei7�12 (d) p3ei13�122. L'équation �z = z , d'inonnue omplexe z , admet :a. une solutionb. deux solutions. une in�nité de solutions dont les points images dans le plan omplexe sont situés sur unedroite.d. une in�nité de solutions dont les points images dans le plan omplexe sont situés sur unerle.� Exerie 5. (Métropole, juin 2013) 2 pointsPour haune des deux propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justi�er la réponsehoisie.Il est attribué un point par réponse exate orretement justi�ée. Une réponse non justi�ée n'est pasprise en ompte. Une absene de réponse n'est pas pénalisée.1. Proposition 1 : Dans le plan muni d'un repère orthonormé, l'ensemble des points M dont l'a�xez véri�e l'égalité jz � ij = jz + 1j est une droite.2. Proposition 2 : Le nombre omplexe (1 + ip3)4 est un nombre réel.� Exerie 6. (Nouvelle-Calédonie, novembre 2013) 5 pointsLe plan est rapporté à un repère orthonormal diret (O; ~u; ~v ).On note C l'ensemble des nombres omplexes.Pour haune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justi�ant la réponse.1. Proposition : Pour tout entier naturel n : (1 + i)4n = (�4)n.2. Soit (E) l'équation (z � 4) (z2 � 4z + 8) = 0 où z désigne un nombre omplexe.Proposition : Les points dont les a�xes sont les solutions, dans C, de (E) sont les sommetsd'un triangle d'aire 8.3. Proposition : Pour tout nombre réel �; 1 + e2i� = 2ei� os(�).4. Soit A le point d'a�xe zA = 12(1+ i) et Mn le point d'a�xe (zA)n où n désigne un entier naturelsupérieur ou égal à 2.Proposition : si n � 1 est divisible par 4, alors les points O, A et Mn sont alignés.5. Soit j le nombre omplexe de module 1 et d'argument 2�3 .Proposition : 1 + j+ j2 = 0. 3



� Exerie 7. (Amérique du Sud, novembre 2013) 5 pointsLe plan omplexe est rapporté à un repère orthonormé diret.On onsidère l'équation (E) : z2 � 2zp3 + 4 = 0:1. Résoudre l'équation (E) dans l'ensemble C des nombres omplexes.2. On onsidère la suite (Mn) des points d'a�xes zn = 2nei(�1)n �6 , dé�nie pour n > 1.a. Véri�er que z1 est une solution de (E).b. Érire z2 et z3 sous forme algébrique.. Plaer les points M1; M2; M3 et M4 sur la �gure i-dessous et traer les segments [M1;M2℄,[M2;M3℄ et [M3;M4℄.
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3. Montrer que, pour tout entier n > 1, zn = 2n (p32 + (�1)n i2 ).4. Caluler les longueurs M1M2 et M2M3.Pour la suite de l'exerie, on admet que, pour tout entier n > 1, MnMn+1 = 2np3.5. On note `n = M1M2 +M2M3 + � � �+MnMn+1.a. Montrer que, pour tout entier n > 1; `n = 2p3 (2n � 1).b. Déterminer le plus petit entier n tel que `n > 1 000.
4



� Exerie 8. (Métropole, septembre 2013) 2 pointsCet exerie est un questionnaire à hoix multiples.Pour haque question, trois réponses sont proposées et une seule d'entre elles est exate.Le andidat portera sur la opie le numéro de la question suivi de la réponse hoisie et justi�erason hoix.Il est attribué un point par réponse orrete et onvenablement justi�ée. Une réponse non justi�éene sera pas prise en ompte. Auun point n'est enlevé en l'absene de réponse ou en as de réponsefausse.Le plan est muni d'un repère orthonormé diret d'origine O.1. Soit E l'ensemble des points M d'a�xe z véri�ant jz + ij = jz � ij.a. E est l'axe des absisses.b. E est l'axe des ordonnées.. E est le erle ayant pour entre O et pour rayon 1.2. On désigne par B et C deux points du plan dont les a�xes respetives b et  véri�ent l'égalitéb = p2ei�4 .a. Le triangle OBC est isoèle en O.b. Les points O, B, C sont alignés.. Le triangle OBC est isoèle et retangle en B.
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